AN. MATVEEV

ELECTRICIDAD Y MAGNETISMO






Electricidad

£ y
magnetismo



A. H. Marsees

ONERTPUYECTBO B MATHETH3M

«Buewasn mwxonas



A.N. Matveev

Hectricidad ymagnetismo

' lﬂ!
\¥Y /<

Editorial Mir Moscu



Traducido del ruso por
la licenciada en ciencias fisicas C. Fernandez

Impreso en la URSS

Ha acuasckoM A3xke

) LIBRERIA CIENTIFICA
Jr.Ica 441 Lima 1 ® 428-0448

ISBN 5-03-000844-1 @ Hapatenpcrso «Bumeman mmogas, 1983

© traduccién revisada y empliada &l espa-
fiol, editorial Mir, 1988



Tndice

Prefacio
Introduccién

Capitulo 1. Cargas, éampos, fuerzas

§ 1. Portadores microscopicos de cargas eléctricas
Clasificacién. Electrén.” Protén. Neutrdn. (Qué significa la distribucién continua
de una carga elemental eléctrica? Spin y momento magnético
§r2. Cuersos con carga. Electrizacion
rabajo de salida termoelectrénico. Espectro emergético de los electrones. Energia
de Fermi. Diferencia de potencial de contacto. Electrizacién
§ 3. Carga elemental y su invariacién
Experimentos de Millikan. Método de medida de la carga por resonancia. Ausencia de
carga fraccionaria. Igualdad de las cargas elementales positivas y negativas. Invaria-
cién de la carga
§ 4. Corrlente eléctrica
Movimiento de las cargas. Distribucién continua de las cargas, Densidad volumétrica
de las cargas. Concentracion de cargas. Densidad superficial de las cargas. Densidad de
corriente, Intensidad de corriente a través de una superficie
§ 5. Principlo de conservacion de la ear%a
Dos aspectos del concepto de conservacién de la caliga. Formulacién integral del Erin-
cipio de conservacién de la carga. Divergencia. Féormula de Gauss—Ostrogradski.
Enunciacién diferencial del principio de conservacién de la carga
§ 6. Ley de Coulomb
Verificaciones experimentales de la ley de Coulomb. Método de Cavendish. Verifi-
cacién de la ley pare distancias grandes, Verificacién de la ley para las distancias
efias, Interpretacién de campo de la ley de Coulomb, Campo eléctrico. Sobre
os limites de aplicacién de la concepcién clasica 'de campo
§ 7. Principio de superposiciéon ”
Principio de superposicidn para la interaccién de las cargas puntuales. Enunciacitn
con relacién al campo del principio de superposicién. Cargas de prueba, Limites de
aplicacién del principic de superposicién
§ 8, Campo magnético
Necesidad de la aparicién de un campo magnético durante el movimiento de las car-
gas, Interaccién entre una carga puntual y un hilo infinito recto con carga. Naturaleza
relativista del campo mignélicm Fuerzas de interaccion de los conductores paralelos
con corriente. Unidad de intensidad de corriente. Campo magnético
9. Fuerza de Lorentz. Fuerza de Ampére .
ransformacién de las fuerzas. Fuerza de Lorentz. Induccién del campo magmético.

12
14

16
16

33

37

45

53

56

62



Fuerza de Ampdre. Paso de las corrientes volumétricas 2 las lineales. Campo magnético
de una corriente rectilinea
§ 10. Ley de Biot—Savart
Interaccion de los elementos de corriente. Sobre la verificacién experimental de la
ley de interaccién. Interpretacién de la interaccién respecto al campo. Ley de Biot
y Savart. Fuerza de interaccién de las corrientes rectilineas
§ 11. Transformacién de los campos ;
Invariacién de la expresion para la fuerza en el campo electromagnético. Transfor-
macién de los campos. Aplicacién de las formulas (11.15). Campo de una carga puntual
ushlsa mueve uniforme y rectilineamente
roblemas

Capitulo 2. Campo eléctrico constante

§ 12. Campo eléetrico constante
Carga inmévil. Esencia del modelo. Limites de aplicacién del meodelo
§ 13. Forma diferencial de la ley de Coulomb
Teorema de Gauss. Medicién de la carga. Base fisica de la validez del teorema de Gauss,
Enunciacién diferencial de la ley de Coulomb. Ecuacién de Maxwell para la div
E. Lineas de fuerza. Fuentes y sumideros del vector E. Invariacién de la carga
§ 14. Caréicter potencial de un ca electrostitico
Trabajo en un campo eléctrico. Caracter potencial del campo coulombiano. Rotor
del vector. Férmula de Stokes. Enunciacion diferencial del carécter potencial del
campo. Gradients. Potencial escalar. Multiformidad del potencial escalar, Normaliza-
¢ién. Expresién del trabajo por medio del potencial. Potencial del campo de una
carga puntual. Potencial del campo de un sistema de cargas untuales. Potencial
del campo para una distribucién continua de las cargas. Potencial del campo. de las
cargas superficiales. Infinidad del potencial del campo de una carga puntual. Caricter
finito del potencial, siendo continua la distribucién de la carga con densidad fimita,
.Continuidad del potencial. Teorema de Earnshaw

15. Campo electrostético en el vacio J

lanteamiento. del problema, Aplicacitn directa de la ley de Coulomb. Calculo del
potencial. Uso del teorema de Gauss. Ecuaciones de Laplace y Poisson. Cilindro
circular infinito, cargado uniformemente
% 16. Campo electrostitico en presencia de conductores .

orma diferencial de la ley de Ohm, Clasificacién de los materiales segin su con-
ductividad. Ausencia de campo eléctrico dentro del conductor. Ausencia de cargas
volumétricas en el conductor, Induccién electrostitica. Campo en las proximidades
de la superficie del conductor. Mecanismo de formacién del campo cerca de la super-
ficie del conductor, Dependencia entre la densidad superficial de las cargas y la ur-
vatura de la superficie. Fuga de la carga de una punta. Electroscopios y electrome-
tros. Pantillametélica- Potencial de un conductor, Capacidad de un conductor aislado.
Sistema de-conductores. Condensadores. Esfera conductora en un campo homogéneo.
Campo de un dipolo. Método de representaclones :
§ 17. Campo electrostitico on presencia de dieléctrices = ) =
Momento dipolar de la distribucién: continua de las cargas. Polarizacién de los dieléc-
tricos. ‘Cusdro molecular de la polarizacién. Dependencia. éntra la polarizacién dieléc-
trica y la‘intensidad del campo sléctrico. Influencia de la polarizacién sobre el campo
eléctrico. Denaidades superficial y volumétrica de las cargas ligadas. Desplazamiento
eléctrico. Teorema electrostitico de Gauss en presencia de dieléctricos. Condiciones

e frontera. Condiciones:de frontera para’la components normal del vector D. Con-
diciones de frontera para la:componente ténf'ént:’ia’l_ 8l vector E. Refraccién de las lineas
de fuerza en la superficte de separacién de-los dieléctricos. Signos de las cargas ligadas
en la siperficie de separacién-de los-dieléctricos. Método de representaciones, Esfera
dieléctrica en un campo homogéneo '

Indice

87

74

81
81
82

106

137



18.Energia del campo electrostético ) ) ;
3 ¢ interaccién do lascargas discretas. Exergia de interaccion durante la distri-

buc ntinua de las cargas. Energia intrinseca. Densidad de la energia del campo.
Y del campo de’las cargas superficialss, Energia de 153 conductores con carga.
el dipolo en un campo exterior. Energia de un cuerpo dieléctrico en un

camp:

§:19, Fuerzas en el campo eléctrico

Natiiraleza de las fuerzas. Fuerza que actiia sobre una carga puntual. Fuerza que actia

sobre una ‘carga. continuamente distribuida, Fuerza gue actiia sobre el dipolo. Mo-

mento de-fuerzas que actia sobre el dipolo. Fuerzas volumétricas que acttian sobre

un_ dieléctrico. Fuerzas que .actian sobre un conductor. Fuerzas superficiales -que’
actdan sobre'un dieléctrico. Fuerzas volumétricas que actiian sobfe‘un dieléctrico’com-
Emgli@.-' Célculo de las fuerzas partiendo de la expresién para la energia :
roblemas

Capitulo 3. Dieléctricos

§:20. Campo local . ;

Diferencia.entre el campo local y el exterior. Cilculo de la intensidad del campo local
§ 21 Dieléctricos neutros

Susceptibilidad dieléctrica molecular. Gases eararecidos, Gases densos,

§°22.. Dieléetricos polares

Dependencia entre la polarizacién y la_temperatura. Campo de saturacién. Gases
rarificados. Interpretacién cuéintica de la polarizacion de los dieléetricos gaseosos
polares: Gases densos. Liquidos polares. Cristales idmicos

§:23. Substanclas ferroeléctricas

‘Definicién. Ciclo de histéresis. Punto (temperatura) de Curie, Mecanismo molecular
do;la polarizacién espontinea. Dominios dieléctricos. Substancias antiferroeléctricas,
24, Substancias piezoeléctricas

Propiedades de las substancias piezoeléctricas. Efectos piezoeléctricos transversal
y. longitudinal. Mecanismo del efecto piezoeléctrico. Efecto piezoeléctrico inverso,
Substancias piroeléctricas

Probleraas

Capitulo 4. Corriente eléctrica continua

§:25.. Campo eléctrico en presencia de corrientes continuas
Campo-dentro del conductor. Cuestién sobre las fuentes del campo. Campo fuera del
conductor. Cargas superficiales. Cargas volumétricas, Mecanismo de realizacidn de la
corriente continua. Variacion del potencial a lo largo de un conductor con corriente
§:26. Fem exterlores
Esencia de las fem exteriores. Fem exterior mecénica. Pilas eléctricas (elementos
galvinicos). Pila de Volta, Zona de accién de las fem exteriores. Principio de con-
ger\ga;:iﬂn de la energia. Polarizacién de la pila. Métodos de despolarizacién. Acumula-
ores
§ 27.-Forma diferencial de la ley de Joule—Lenz. Trabajo que electda la corriente
al '_.:msar y potencia desarrollada
Trabajo que se efectia al pasar la corriente. Potencia. Forma diferencial de la ley
de*Joule—Lenz. Fuente de energia para el trabajo de la corriente eldetrica. Deduc-
citn.de la ley de Ohm, partiendo del cuadro electrénico de la electroconductibilidad,
Deduccién de la ley de Joule—Lenz partiendo de la teoria electronica de la electro-
conductibilidad. Defectos de la teoria clésica de la electroconductibilidad. Rasgos
principales de la representacién cuéntica-de la electroconductibilidad.
é}zs.-cmnl:u lineales. Leyes de Kirchhofi
ireuito cerrado aislado. Circuitos derivados. Leyes de Kirchhoff.

156

164

181
181

184
187

192

197

201

200

206

212



8

§ 29, Corrientes en un medio continuo

Planteamiento del problema. Deduccién de la férmula. Condiciones de aplicacién
de (29.8), Electrodoa coaxiales. Medio heterogéneo,

§ 30, Puesta a tierra de las lfneas de transmisién

Planteamiento del problema. Célculo de la resistencia. Verificacién experimental.
Tensién de paso

Problemas

Capitulo 5. Electroconductibilidad

§ 31. Electroconductibilidad de los metales

Demostracién de que en los metales no existe transferencia de la substancia por la
carriente eléctrica. Ensayos de Tolman y Stewart. Sobre la teoria de las bandas,
Dependencia entre la resistencia y temperatura. Efecto Hall. Magnetorresistencia.
Movilidad ‘de los electrones. Superconductividad. Temperatura critica. Campo cri-
tico. Efecto Meissner. Corriente superficial. Superconductores de primero y segundo
género, Explicacién de la superconductividad

§ 32. Electroconductibilidad ‘de los liquidos

Disociacion. Céleulo de la elantrocon%uctihilidad. Dependenciz entre la electro-
conductibilidad y la concentracién. Dependencia entre la electroconductibilidad y ia

temperatura, Electrélitos
§ 33, Electroconductibilidad de los gases
Corrientes automantenida y no automantenida, Corriente no automantenida. Den-
sidad de la corriente de saturacién. Caracteristica de la corriente. Corriente auto-
mantenida. Accién de la carga espacial. Movilidad de las cargas. Comparacién de
las deducciones de (33.18) con el experimento

§ 34. Corriente eléctrica en el vaefo
Emisién termoiénica. Caracteristicas de la nube electrénica. Densidad de la corriente
%e bslatumcidn. Loy de Child—Langmuir

roblemas

Capitulo 6. Campo magnético estacionario

§ 35. Ley de la corriente total

Planteamiento del problema, Forma integral de la ley de la corriente total, Forma
diferencial de la ley de la corriente total, Verificacién experimental de la ley de la
corriente total, Deduccién de la forma diferencial diferenciando directamente la
férmula de Bjot—Savart

§ 36. Ecuaclones de Maxwell para un campo magnético estacionario

Ecuacién para div B. Ecuaciones de Maxwell. Tipo de problemas a resol ver

§ 37. Potencial veetorial

Posibilidad de introducir el potencial vectorial, Multiformidad del Eotencial vec-
torial, Calibracién del potencial. Ecuacién para el potencial vectorial. Ley de Biot—
Savart. Campo. de la corriente elemental ;

§ 38, Campo magnético en presencia de magnéticos

Definicién, -.Mel‘-:gismo's de la.' imanacién. Imanacién. Potencial vectorial en pro-
‘sencia de magnéticos. Densidad volumétrica de los flujos moleculares. Flujos mole-
culares superficiales. . Cilindro homogéneamente imantado. Intensidad del campo
magnético.. Ecuacién para .la intensidad. Dependencia entre la imanacién y la in-
tensidad. Campo en el magnético. Imanes permanentes. Condiciones-de frontera para
los vectores de campbd. Condjcidn defrontera para la componente normal del vector B,
Condicién de frontera ém_-a la.componente tangencial del vector H. Refraccion de las
lineas de fuerza magnética. Medicidn de la induccién del campo magnético. Campos
de un solencide. infinite y de un cilindro infinitaments largo y homogéneamente
imantado. Medicién de la permeabilidad magnética, induccion e intensidad del

Indice

229
229

237

244

252

257

268



Indice 9

campo dentro de un magnético, Esfera de magnético en un campo homogéneo, Blin-

daje magnético »

§ 39. Fuerzas en un campo magnético 283
Fuerzas que act(an sobre la corriente. Fuerza de Lorentz. Fuerza y momentos de
fuerza que actiian sobre el momento magnético, Fuerzas volumétricas que actian sobre

los magnéticos incomprimibles

Problemas .

Capftulo 7. Magnéticos 290

§ 40, Substancles diamagnéticas N 290
a as

Precesidn de Larmor. Diamagnetismo, Susceptibilidad diamagnética, Indep
la susceptibilidad con respecto a la temperatura
41, Substancias mra Eticas 295
ecanismo de la imanacién. Dependencia entre la susceptibilidad paramagnética
5 la temperatura, Momentos magnéticos de los itomos libres. Momentos maguéticos
e las moléculas, Magnetismo determinado por los electrones libres, Resonancia para-
magnética
'Jalz. Substancias ferromagnéticas 300
efinicién. Curva de imanacién y ciclo de histéresis. Curva de la permeabilidad
magnética. Clasificacién de los materiales ferromagnéticos. Interaccion de los elec-
trones, Teoria elemental del ferromagnetismo, Ley de Curie—Weiss, Anisotropia
de la imapacién, Dominios. Fronteras, Remagnmetizacién. Antiferromagnetismo.
Ferrimagunetismo. Resonancia ferromagnética
%43. Efectos glromagnéticos 308
elacidn entre los momentos magnéticos y mecdnicos, Experimento de Einstein—de
Haas. Efecto Barnett
Problemas

Capitulo 8. Induccién electromagnética y.currlentea alternas casiestacionarias 313

§ 44. Inducclén de las corrientes en conductores en movimiento 33
Aparicién de fem en un conductor en movimiento. Generalizacién para un caso alea-
torio. Generadores de corriente alterna, Principio de conservacién de la energia
%45. Ley de la induccién electromagnética de Faraday 318
efinicion, Esencia fisica del fendmeno. Conductor en movimiento en un campo
magnético aleatorio, Aplicacién de la induccién electromagnética a los generadores
de corriente alterna
§ 46. Forma diferencial de la ley de la induceién electromagnética 320
Enunciacién. Cardcter no potencial del campo eléctrico inducido. Potenciales vec-
torial y escalar en un campo electromagnético alternativo, Multiformidad de los
potenciales, transfor ibn de calibracion.
47. Ener del campo magnético 323
nergia del campo magnético de un circuito aislado con corriente, Energia del campo
magnético de varios circuitos con corriente, En.e;fia del campo magnético en pre-
sencia de magnéticos. Densidad de la emergia del campo magnético. Inductancia,
Campo de un solenoide. Energia del mnggticu en un campo magnético exterior,
Célculo de las fuerzas, partiendo de la expresién para la energia. Fuerzas volumétricas
que actiian sobre los magnéticos comprimibles. Energia del momento magnético en un
campo exterior
§ 48. Circuitos de la corriente alterna ecaslestacionaria 338
Definicién, Autoinduccién. Conexién y desconexién de la fem continua en un cir-
cuito con resistencia ¢ inductancia. Obtencién de impulsos rectangulares de corriente.
Capacidad en el circuito. Conexién y desconexién de la fem continua en un circuito
con capacidad y resistencia, Circuito con capacidad, inductancia, resistencia y fuente




10 Indice

de fem exteriores. Corriente alterna. Diagramas vectoriales. Reglas de Kirchhoff.
Acoplamiento en serie y en paralelo de las impedancias, Métodos de corrientes de
contorno

§ 49. Trabajo y potencia de la corriente alterna i 349
Potencia instanténea. Potencia media. Valores efectivos de la intensidad de la
corriente y de la tensién, Factor de potencia, Motores eléctricos, Motores sincrénicos,
Motores asincrénicos. Creaci6n de un campo magnético giratorio, Adaptacion de la

carga al generador, Corrientes de Foucault

§ 50. Resonancias en el circulto de corriente alterna 359
Resonancia en serie. Resonancia en paralelo. Circuito oscilante,
§ 51. Circuitos con inducelén mutua 364

Papel de la induccién mutua, Ecuaciones para el sistema de conductores, temiendo

en cusnta la autoinduceién e induccién mutva, Caso de dos circuitos, Transformador,
Diagrama vectorial de la marcha en vacio del transformador, Diagrama vectorial del
transformador cargado. Autotransformador. Transformador como elemento del cir-
cuito, Transformador real.

§ 52. Corriente trifésica . 370
Definicién. Obtencién de la corriente trifisica. Conexién en estrella de los devanados

del generador. Conexién en delta de los devanados del gemerador. Conexién de las
cargas, Obtencién de un campo magnético en rotacién

§ 53. Efecto pelicular 374
Esencia del fenémeno, Cuadro fisico de la aparicién. Teoria elomental. Grosor de la
capa pelicular. Dependencia entre la resistencia 6hmica del conductor y Ia fr a

Dependencia entre la inductancia del conductor y la frecuencia, Temple de los metales

con corrientes de alta frecuencia. Efecto pelicular an6malo

§ 54. Cuadripolos 379
Definicion. Ecuaciones, Teorema de la reciprocidad. Resistencia del cuadripolo.
Cuadripolos elementales. Resistencias de entrada y de salida. Relacién de transferencia

§ 55. FHtros 383
Definicién. Filtro de paso bajo. Filtro de paso alto, Cadena de filtros. Filtro de banda,
§ 56. Betatrén J 388

Destinacién, Principio de funcionamiento, Condicién de betatrén, Estabilidad radial.
Estabilidad vertical, Oscilaciones de betatrén, Limite de energias que se logran en el
betatrén. Problemas

Capitulo 9. Ondas electromagnéticas 393

§ 57. Corrente de desplazamiento ; . 8%
Esencia del proceso, jl’_er qué la velocidad de variacidén del vector de desplazamiento

se denomina densidad de corriente? Ecuacién de Maxwell con.corrients de desplaza-
miento. Naturaleza relativista de laz corriente de desplazamiento

58. Sistema de ecuaciones de Maxwell , e

‘ Sistema de“ecuaciones de Maxwell." Sentido fisico de las ecuaciones. Condiciones de
aplicacién- de- las- ecuaciones. Completitud y compatibilidad del sistema de ecua-
ciones e ,

§ 59, Principlo de conservacién de la energia del campo electromagnétice. Flujo de
energia . 401
Enunciacién. Flujo de energia

§ 60. Movimiento de la a electromagnética alo largo de las lineas de transporte 403
‘Mecanismo de compensacidn de las pérdidas de energia.en calor de Joule. Movimiento

de la energia-a lo del: cabls. Linea de transporte de la corrients alterna. Ecua-
clones. arn'ln'_'in,ten&iaa‘;l"dala corriente y la tensién. Impedancia. ¢aracterfstica y cons-
tante de propagacién, Resistencia. teristica, Velocidad de propagacidn. Reflexién

398




Indice

§ 61. Emisién de las ondas electromagnéticas

Ecuacion para el potencial vectorial, Eleccién de la funcién de calibracién. Ecuacién
para el potencial escalar. Solucién de la ecuacién de onda. Potenciales de avance y
retardados, Dipolo hértziano. Potencial escalar. Potencia vectorial. Campos eléctrico
y magnético. Campo del oscilador en la zona de onda. Potencia, emitida por el dipolo.
Emisién de un cuadro con corriente. Emision de un electrén en movimiento acelerado.
Fuerza de deceleracién por radiacién ;

"§ 62. Propagacidn de las ondas electromagnéticas en los dieléctricos s

Ondas dplan.as. Ecuaciones para los vectores del campo de la onda. Vectores de onda,
Velocidad de fase (de propagacion). Longitud de onda. Propiedades de las ondas,
Densidad del flujo de energia

§ 63, Propagacion de las ondas electromaguéticas en medios conductores
Constante dieléctrica compleja. Profundidad de penetracién. Causa fisica de la absor-
cién. Interpretacién del efecto pelicular. Velocidad de fase y longitud de onda en
un medio conductor. Relacién entre las fases de las oscilaciones de los vectores del
campo. Relacidn entre las amplitudes de los vectores del campo

§ 64. Invariancia de la onda plana

Transformacién de los campos. Invariantes de las transformaciones del campo electro-
magnético. Andlisis de las invariantes del campo

§ 65, Presién de las ondas electromagnéticas. Impulse del fotén

Mecanismo de surgimiento de la presién. Presion. Impulso del tren de ondas electro-
magnéticas. Densidad volumétrica del impulso de las ondas electromagnéticas.
Impulso del fotén

§ 66. Gufas de ondas y resonadores

Seccién del circuito, Seccion del conductor. Bobina de inductancia. Condensador,
Radiacién. Guias de ondas. Guia de ondas rectangular, Frecuencia limite. Velocidad
de fase, Loggitud.de onda en el guia de ondas. Aplicacién del método de representa-
ciones al analisis, Caracter discreto de las direcciones de propagacién de las ondas
planas que provienen del sistema de radiadores. Longitud de onda de corte. Longi-
tud de onda y velocidad de fase en el guia de ondas. Velocidad de grupo. Relacién
entre las velocidades de fase y de grupo. Campo magnético. Clasificacién de las ondas
en ¢l guia de ondas. Resonadores. Problemas

Capitulo 19. Fluctuaciones y ruidos

§ 67. Fluctuaciones en un contorno ¢on corriente. Ruido de resistencia

Teorema de la equiparticién de la energia respecto al grado de libertad. Aplicacion
del teorems de equiparticién de energia respecto a un galvanémetro de espejo, Flue-
tuaciones en el circuito oscilante. Distribucién de las fluctuaciones respecto a las
frecuencias. Ruido de resistencia. Generador equivalente de ruido. Potencia del
ruido del generador, Sensibilidad mixima. Temperatura equivalente de ruido del
receptor. Coeficiente de ruido. Relacién sefial/ruido

§ 68. Ruido de agitacién térmica ¥y ruldo de corrieate

Fuente del ruido de agitacién térmica. Distribucidn del ruido segin las frecuencias,
Ruido de corriente. Métodos de reduccién del ruido

Apéndices

Indice alfabético de materias

11

410

424

428

432

437

449

449

457

4681
463



Prefacio

El presente curso refleja el nivel actual de la ciencia y la ensefianza, asimismo
tiene en cuenta las variaciones en el programa de la fisica general.

Al exponer la teoria de la electricidad y el magnetismo, es posible basarse
desde el comienzo en la naturaleza relativista del campo magnético y represen-
tar los campos magnético y eléctrico en su relacién mutua y unidad, dado que
las ideas principales de la teoria de la relatividad se conocen del curso de la
mecédnica. Por esta razén, la exposicién del material en dicho libro no comienza
por la electrostatica, sino por el andlisis de los conceptos principales, relaciona-
dos con las cargas, fuerzas, y con el campo electromagnético. Ademds, ciertos
conocimientos sobre las leyes de los fendmenos electromagnéticos que posee el
estudiante del curso de fisica de la escuela secundaria, se transforman en un
conocimiento cientifico moderno, y la argumentacién de la teoria se analiza a
la luz del estado actual de los principios experimentales del electromagnetismo,
considerando los limites de la posibilidad de aplicacién de los conceptos a
utilizar. Ello conduce a veces a la necesidad de rebasar los méirgenes de la teo-
ria del electromagnetismo en el sentido estricto de la palabra. Por ejemplo, la
cuestién sobre la argumentacién experimental de la ley de Coulomb para gran-
des distancias no puede exponerse sin mencionar su enlace con la masa en re-
poso nula de los fotones. Y a pesar de que este problema se expone total y estric-
tamente en la electrodinimica cuéntica, es racional presentar sus principales
rasgos gemerales en la teoria clisica del electromagnetismo. Ello creard en el
estudiante una idea general sobre el problema y la relacién del material en
cuestiéncon el de los cursos superiores. La tiltima circunstancia tiene un signifi-
cado bastante: considerable desde el punto. de vista metodolégico. '

La tarea primordial de! curso es la exposicién de la argumentacién expe-
rimental de la teoria del electromagnetismo y la enunciacién de la teoria en
forma local, o sea, en forma de relaciones entre las magnitudes fisicas en un
mismo punto espacial-temporal. En la mayoria de los'casos estas relaciones
poseen-forma diferencial, pero lo esencial es su cardcter local y no su forma dife-
rencial. Por esta razén, la meta final del curso son las ecuaciones de Maxwell
como resultado de la generalizacién y enunciacién matemética de las regula-
‘ridades establecidas de manera experimental. Por consiguiente, el método prin-
cipal de exposicidn es inductivo. En cambio, ello no excluye, sino que supone



Prefacio i3

su combinacién con el método deductivo de exposicién conforme al principio
del conocimiento cientifico de las regularidades fisicas. Por eso las ecuaciones
de Maxwell aparecen en ol libro no sélao como consecuencia de la enunciacién
mateméatica de las uniformidades, establecidas durante el experimento, simo
también como instrumento para investigar dichas regularidades.
~ La eleccién de hechos experimentales que pueden tomarse como argumen-
tacién experimental de la teoria, es multiforme. En el libro se expone-la argu-
mentacién -de la teoria del electromagnetismo sin la teoria de la relatividad y
con ésta. La ltima argumentacién es mas preferible, ya que en ella la teoria
de la relatividad aparece como teoria general de espacio-tiempo, sobre la_cual
deben basarse cualesquiera teorias fisicas. Semejante argumentacién se ha hecho
posible en los mérgenes del nuevo programa de la fisica general. =~ .. .
Como parte esencial de la teoria ss plantea la cuestién de’los limites de su -
aplicacién y la esfera de empleo de los conceptos y modelos que se usan én la
tooria. Estos problemas expuestos en el libro tienen un valor primordial, En
particular, el an4lisis de la interaccién de fuerza de las cargas ya en los mérge-
nes de la teorfa cldsica, sin utilizar ningunas representaciones clasicas, muestra
que la teoria clésica de la electricidad y'el magnetismo no puede aplicarse al
analisis de la interaccién de particulas con carga aisladas.

A, Matvéev
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En la actualidad en la fisica se conocen cuatro tipos de interaccién de los objetos
materiales: gravitacional, fuerte, débil y electromagnética. Estas interacciones
se manifiestan en diversas escalas espaciales y se ceracterizan porsu intensidad.

La interaccién gravitacional se nota s6lo entre los cuerpos de escalas astro-
némicas. Las interacciones fuertes aparecen sélo entre particulas determinadas,
al acercarse a distancias bastante pequefias (10-®* m). La débil se efecttia
durante la transformacién mutua de ciertas clases de particulas; Alejando las
particulas una de la otra, dicha interaccién se hace insignificante. Solamente
las interacciones electromagnéticas se manifiestan en las escalas espaciales, en
las que transcurre nuestra vida cotidiana. Practicamente todas las «fuerzas»
que determinan los fendmenos fisicos en nuestro medio ambiente diario, a ex-
cepcion de la fuerza de gravedad, son a fin de cuenta, fuerzas electromagnéti-
cas. Esté claro que todas las relaciones y fenémenos multiformes, determinados
por la interaccién electromagnética, no pueden describirse mediante las leyes
de la electrodindmica, ya que en cada nivel del fenémeno existen sus rasgos
especificos y regularidades que no se reducen a las regularidades de otro nivel.
Sin embargo, las interacciomes electromagnéticas en todos los niveles son,en
cierto sentido, una relacién elemental, con cuya ayuda se forma toda la cadena
de enlaces, Esto define el significado de los fenémenos electromagnéticos.

La teoria de los fenémenos electromagnéticos tiene una importancia extre-
madamente grande. Es la primera teorfa invariante desde el punto de vista re-
lativista. Desempefié un papel decisivo en la aparicién y argumentacién de la
teoria de la relatividad y fue aquel ¢poligono», en el que se sometieron a prueba
muchas de las nuevas ideas. La electrodindmica cudntica es la teorfa cudntica,

- que estd elaborada mejor que todas y cuyas predicciones concuerdan muy bien
con el experimento, pese a que hasta hoy dia atn tiene contradicciones inter-
nas y no estd acabada. Es muy esencial la importancia del slectromagnetismo
desde ‘el punto de vista de la filosofia general y de la concepcién del mundo.
Por ejemplo, en los mérgenes de los fenémenos electromagnéticos se manifiestan
dé manera precisa las peculiaridades de la forma de campo de la existencia de
la materia, se-observan bien Jas transformaciones mutuas de sus diversas formas
¥ modificaciones mutuas de distintas formas de energfa.

En el libro ss exponen dos caminos para motivar la teorfa. Al argumentar
in la teorfa de la relatividad a titulo de principios experimentales de la teorfa
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de la electricidad y el magnetismo, se tomaron la invariacién de la carga ele-
mental, la ley de Coulomb, el principio de superposicién para el campo eléctri-
co, la ley de Biot—Savart, el principio de superposicién para el campo magnéti-
co, la fuerza de Lorentz, la ley de induccién electromagnética de Faraday, las
corrientes de desplazamiento de Maxwell, el principio de conservacién de la
carga y el principio de conservacién de la energia. Al argumentar con la teoria
de la relatividad, la ley de Biot—Savart, el principio de superposicién para el
campo magnético y la'fuerza de Lorentz ya no desempeiian el papel de hechos
experimentales independientes en la enunciacién de la teoria. El segundo ca-
mino en demostrar la teoria de la electricidad y el magnetismo no’se.expone en.
forma de via principal, sino como complementaria, elegida.con el fin de simpli-
ficar lo méximo posible la cuestién matem4tica del asunto. Este ¢amino in-
cluye en si las siguientes-etapas. :

La naturaleza relativista del campo magnético se muestra en el § 8, donde
se deduce la férmula de interaccién para las corrientes directas gque pasan por
conductores paralelos infinitamente largos y se obtiene la fuerza de Lorentz,
partiendo de la interaccién eléctrica de las cargas. La interpretacién respecto al
campo de estos resultados permite hallar la induccién del campo magnético de
la corriente que pasa por nn conductor rectilineo infinitamente largo. Ahora el
principio de superposicién para el campo imagnético es consecuencia del prin-
-cipio de superposicién para el campo eléctrico. En el § 35 se efectfia el paso a la
induccién del campo magnético de corrientes arbitrarias y la deduccién de
las ecuaciones correspondientes. En el mismo se utiliza de manera esencial la
independencia entre las correlaciones locales y los valores de las magnitudes
fisicas en otros puntos. Luego en el § 37 se deduce la ley de Biot—Savart y de
esta manera se finaliza el andlisis del enlace, que existe en los méargenes de las
representaciones relativistas sobre el espacio y tiempo, entre la invariacién de
una carga eléctrica elemental, la ley de Coulomb, el principio de superposicién
para el campo eléctrico y la ley de Biot—Savart, fuerza de Lorentz y el prin-
cipio de superposicién para el campo magnético.



CAPITULO 1

Cargas, campos, fuerzas

La carga es la fuente y el objeto de accién del campo eleciro-
magnético,

El campo es el portador material de las interacciones electromag-
néticas de las cargas, es la forma de la materia.

La fuerza es la medida cuantitativa de la intensidad de inferaccidn
de las cargas.

Las cargas, los campos y las fuerzas existen en una relacién indi-
soluble con el espacio, tiempo y el movimiento de la materia.

Su relacién mulua no puede ser comprendida sin tener en cuenta
el enlace con el espacio, tiempo y movimiento.

§ 1. Portadores microscépicos de cargas eléctricas

Se describen las propiedades de los portadores mierascipicos principales
de las cargas eléctricas. Se examina la distribucién de la carga eléctrica
en el protén y neutrén y seé analize su sentido fisico.

Clasitieacién. Por portadores microscipicos de las cargas se comprenden las
particulas y los iones con carga, tanto positiva, como negativa. Segin el valor
numérico, la carga puede superar sélo un niimero entero de veces a la elemental:

| e | = 1,6021892(46)-10** C. (1.1)

Hasta hoy dia no se han descubierto portadores microscépicos con carga fraccio-
naria, a pesar de los considerables esfuerzos experimentales (véase el § 3).

Se conocen unas 200 particulas y una enorme cantidad de iones, 4tomos y
moléculas.La mayor parte de las particulas, después de aparecer, existen un
tiempo corto, al terminar el cual se desintegran en otras particulas, o sea, las
_particulas -poseen untiempo finito de vide, En la mayoria de los casos éste es su-
“mamente-pequeiio: -infimas partes de segundo. Eziste s6lo una pequeiia cantidad
de particulas cargadas con tiempo-infinito de vida. Estas son el electrdn, el protén
y sus antiparticulas. Los niicleos de los 4tomos constan de. protones, mientras
que la capa electrénica de los dtomos contiene electrones. Precisamente son
éstas las particulas que determinan casi todos los fendmenos que se estudian en
el curso de electricidad y magnetismo. Ademas de: los protones, losniicleos cons-
tan de neutrones, gue son-eléctricamente neutros y su-tiempo de vida en la
composici6n. de los ndcleos es ilimitado. En cambio, fuera de los nicleos ellos
viven,.en término medio, unos 17 minutos, desintegrandose en protones, electro-
nes y antineutrino.
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La carga de los iones se determina por el hecho de que en la capa electid-
nica del correspondiente d4tomo o molécula falta un electrén o varios (iones posis
tivos) o, por el contrario, sobran (iones negativos). Por eso la cuestion sobre log
ioneés como portadores microscépicos de cargas se reduce a la cuestin sobre las
cargas de los electrones y protones. :

~ Eleetrén. El electron es el portador material de la carga negativa elemental.

Por lo general, se considera que el electrén. es una particula puntiforme sin’ estruc-
tura, "o sea, toda la carga eléctrica del electrén estd concentrada en un punto.

Semejante representacion es intrinsecamente contradictoria, ya que la energfa del
campo eléctrico, creado por la carga puntual, es infinita y, por lo ‘tanto, tam-
bién debe ser infinita la mase inerte de la carga puntual, lo que contradice al -
experimento, puesto que la masa del electrén es igual a.m, = 9,1.10-% kg~

Sin embargo hay que conformarse con esta paradoja por no haber otro puntode
vista mds satisfactorio y menos contradictorio respecto a la estructura (o Gusencia
de ésta) del electrén. La dificultad en comprender la masa en reposo infinita se
supera con éxito, calculando distintes efectos haciendo uso de la renormalizacién
de la masa, cuya esencia consiste en lo siguiente. Sea que se necesite calcular
cierto efecto, con la particularidad de que en el calculo participa la masa en re-
poso infinita. La magnitud que se obtiene como consecuencia de este célculo,
es infinita y, por consiguiente, carece de sentido fisico. Para obtener un resul-
tado fisicamente razonable, se lleva a cabo otro cdlculo mas en el que estan
todos los factores, a excepcién de los de! fenémeno en cuestién. En el @ltimo
célculo participa también la masa en reposo infinita, por lo que dicho célculo
conduce a un resultado infinito. La sustraccién del primer resultado infinito del
segundo conduce a la reduccién mutua de las magnitudes infinitas, relacionadas
con la masa en reposo, mientras que la magnitud remanente resulta ser finita
y caracteriza el fenémeno en cuestién. Asi se logra librarse de la masa en reposo
infinita y obtener resultados fisicamente razonables, confirmados por el expe-
rimento. Este procedimiento se utiliza, por ejemplo, al calcular la energia del
campo eléctrico (véase el § 18).

Protén. El portador de la carga elemental positiva es el protén. Este,
a diferencia del electrdn, no se considera particula puntiforme: la distribucién
de la carga eléctrica dentro del protdn estd bien estudiada experimentalmente.
El método de anidlisis es semejante al que empleé Rutherford a principios de
este siglo al investigar la estructura de los dtomos, como consecuencia de lo
cual fue descubierta la existencia del niicleo. Se analiza la colisién de los slectro-
nes con el protén. Si nos imaginamos el protén como una distribucién esféri-
camente simétrica_de la carga en un volumen finito, la trayectoria del electrén,
que no atraviesa dicho volumen, no depende de la ley de distribucién de la carga,
es exactamente la misma como si toda la carga del protén estuviese concentrada
en su centro. Las trayectorias de los electrones, que pasan a través del volumen del
protén, dependen del tipo concreto de distribucién de la carga en él, y pueden ser
calculadas. Por esta razén, al realizar una cantidad suficiente de observaciones
respecto a los resultados de las colisiones entre los electrones y protones, puede
deducirse la distribucién de la carga dentro del protén. Ya que se trata de zonas
sumamente pequefias del espacio, para los experimentos se tuvo que hacer uso
2-01444
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de electrones de energias muy altas. Esta necesidad estd dictada por la teoria
cudntica. Segin las relaciones de De Broglie, las particulas materiales poseen
propiedades ondulatorias, con la particularidad de que la longitud de onda de
la particula es inversamente proporcional al impulso. Para epalpar» cierta pie-
za espacial, es indispensable, por lo visto, utilizar particulas, cuyas longitudes
de onda sean inferiores a las correspondientes dimensiones espaciales de la pieza,
lo que corresponde a impulsos suficientemente grandes. Por esta razén, la in-
vestigacién de la estructura electromagnética del protén se hizo posible sélo
después de confeccionar aceleradores electrénicos de energias de varios miles de
millones de electrén-voltios. La fig. 1, a representa el resultado de estos expe-
rimentos. Por el eje de ordenadas no se traza la densidad p de la carga a la
distancia r respecto al centro del protén, sino que la magnitud 4nr®p que repre-
senta la densidad de la carga, sumaria segiin todas las direcciones, a la distancia
r del centro, ya que 4nr®p (r) dr es la carga total en la capa esférica de grosor dr.
En la figura se ve que prdcticamente toda la carga del protén estd concentrada
en una esfera de radio ~10-"® m. Después del primer mdximo la magnitud 4nr®p (r)
no decrece mondtonamente, sino que existe un mdzimoe més.

Neutrén. Semejantes experimentos fueron realizados también respecto a la
dispersién de los electrones en neutrones, que mostraron que el neutrén posee
estructura electromagnética, y no es una particula puntiforme, eléctricamente
neutra. La fig. 2, @ ilustra la distribucién de la carga eléctrica dentro del
neutrén.

Es obvio que cerca del centro del neutrén se sitia la carga positiva y mds lejos
de él, la carga negativa. Las ireas, delimitadas por las curvas y el eje de absci-
sas, son iguales, por lo tanto, la carga positiva es igual a la negativa, y en total
ol neuirén resulta ser eléctricamente neutro. Las dimensiones de las zonas del
protén y el neutrén en las que se concentran las cargas eléctricas, son aprozimada-
mente iguales.

¢Qué significa la distribucién continua de la carga elemental eléctrica?
El irea, limitada por la curva y el eje de abscisas (véase la fig. 1, a) es numéri-
caments igual a la carga del protén y el 4rea sombreada, a la carga dentro del
protén en una capa esférica de grosor dr a la distancia r respecto al centro del
protén. Estd claro que esa carga es sélo una parte pequefia de la carga total
del protén, o sea, una parte pequefia de la carga elemental. Sin embargo, en la
naturaleza no se logré encontrar objetos fisicos, cuya carga fuese igual a cierta parte
fraccionaria dé la carga elemental. Se pregunta: ¢qué sentido tiene la afirmacién de
-qu(a‘a:i-_?_el ‘volumen 4mridr se halla una parte pequefia de la carga ele-
menta '
~_En la actualidad se supone que el protén consta de dos quarks puntuales
con una: carga’+2 | e |/3 y uno con carga —| & |/3 (véase la fig. 1,'d). Los quarks
en el protén estin en movimiento. Su tiempo relativo de estancia a diversas dis-
tancias respecto ‘al centro del protén puede representarse eficazmente en forma
de extensién de la carga por el volumen del protén; como muestra la fig. 1, . EI
neutrén consta de dos quarks con earga —| ¢ |/3 y un quark con-carga +2 | ¢ /3
(fig. 2, b). La distribucién de la carga en él (fig. 2, b) se explica de la misma
manera. =
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A pesar de todos los grandes esfuerzos experimentales, los quarks en estado
libre o han sida detectados. Hoy dia se considera que no se les puede descubrir,
en principio, en estado libre, ya que para ello es necesario gastar una energia
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Estructura electromagnética del Estructura electromagnética del
protén. Casi toda la carga del neutrén., En las proximidades
protén estd concentrada dentro del centro del neutrén se ubica
de una esfera de radio ry la carga positiva, mads lejos del

centro, la negativa. Las cargas
positiva y nepativa se compen-
san mutuamente, por lo que en
total el neutrén es eléctricamen-
te neutro

infinita, pero, no obstante, dentro del protén ellos existen, Semejante suposicién
permite explicar muchos fendmenos y por eso los fisicos la toman como una hi-
pétesis probable.

No eziste una demostracién experimental directa de la presencia de los quarks
dentro del protén.

Spin y momento magnético. Las particulas, ademds de carga, pueden
poseer un momento de impulso o spin. EI spin no se determina por la rotacién de
la partfcula, ya que para semejante explicacién, siendo las proposiciones sobre
las dimensiones de las particulas razonables, se tendria que admitir la existencia
de velocidades lineales durante la rotacién que superan a la velocidad de la luz,

2w
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lo que es imposible. Por esta razén, el spin se considera como una propiedad de
la particula.

La existencia del momento magnético en una particula con carga estd re:
lacionada con el spin. Dicho momento tampoco puede explicarse por el movi-
miento de la carga y se considera como una propiedad inicial.

En la electrodindmica cldsica el momento magnético puede sblo ser conse-
cuencia del movimiento de las cargas por trayectorias cerradas. Por eso el mo-
mento magnético de spin de las particulas no puede describirse en los mérge:
nes de la teoria clasica de la electricidad y el magnetismo. Sin embargo, el
campo magnético, condicionado por los momentos magnéticos de spin, puede,
si hay necesidad, explicarse desde el punto de vista fenomenoldgico. Por regla
general, la intensidad de este campo es muy pequefia. Sélo habiendo imanes
permanentes, alcanza valores grandes. La teoria cldsica no estd en condiciones
de describir el mecanismo de aparicién de este campo, mientras que el propio
campo fuera de los imanes permanentes se explica totalmente por la teorfa
clasica (véase el § 38).

El electrin se considera una particula puntiforme, a {)ﬁﬂr de que eso provoca dificulta-
des. Hasta el momento no se logré determinar experimentalmente la estructura electromagné-
tica interior del electrén.

La distribucion continua de la carga eléctrica el tal no estd relacionada con su
d{visién ‘en partes, sélo significa que se tiene en cuenta la ley de movimiento de esta earga en
el espacio.

No existe carga alguna inferior a la elemental. ;Cuil es el sentido de la idea sobre la
distribucién de la carga en el protén si su carga total es igual a la elemental?

¢Con qué dificultad principal esta relacionada la representacion del electrén como una
particula puntiforme? ;Mediante cudl procedimiento artificial se supera dicha dificultad?

§ 2. Cuerpos con carga. Electrizacion

Se aclara la naturaleza jisica de los procesos que conducen a la electri-
zacion de los cuerpos al hacer contacto. Se comunican clertas nociones
sobre el espectro energético de los electrones en los solidos.

Trabajo de salida termoelectronico. Las fuerzas que retienen los 4tomos neutros
- en la molécula y las moléculas neutras.en el sélido, se examinan en el curso de la
fisica-molecular. E1 mismo hecho de existencia de los sflidos testimonia sobre Ja
existencia. de fuerzas que retienen los electrones dentro del sélido. Para extraer:de
éste un -(alefcﬁtrén es necesario gastar cierto trabajo contra las fuerzas que retienen
los electrones en el interior del sélido. Supongamos que un sélido junto con-el
espacio.inmediato a él, estd cerrado en una envoltura adiabatica y se mantiene.a
una temperatura constante 7. 4 causg del movimiento térmico y la distribucidn
de los electrones conforme a las velocidades, en el interior .del cuerpo se hallardn
electrones, cuya energia cinética es suficiente para superar las fuerzas que. los re:
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tienen dentro del cuerpo, y para rebasar sus lfmites.
Merced a ello en la superficie del cuerpo se forma
un «gas» de electrones. En su movimiento, los

elgctrones de este «gass se aproximan a la super- ;

ficie de! sélido que los coge hacia dentro. E! it

equilibrio termodindmico se logra cuando el niémero -4

de electrones que abandonan el volumen del cuerpo L=

es igual, en término medio, a la cantidad de elec- 2 o

trones que ingresan- en el volumen del cuerpo desde gl

la capa. del «gas» electrénico, inmediata a su super- !

ficie. En este caso la concentracién de electrones -0

en la superficie del cuerpo tiene un valor deter- :

minado n,.Este gas electrénico no es degenerado -2

y su densidad puede representarse como la distri- 13-

bucién de Boltzmann: ~13.53=n=1
ny = A exp [—®/(kT)], 2.4) BV,

donde A4 depende sélo de T y @ es el trabajo de ﬂ;%w"{;o energético del &tomo

salida termoiénico. de hidrégeno

Segin el sentido de la distribucién de Boltz-
mann, el trabajo de salida termoiénico es en si la
diferencia de energias del electrén fuera del sélido y dentro de éste. En cambio,
dentro del sélido los electrones poseen distintas energias. Por eso sélo analizando
el espectro energético de los electrones, se pone evidente de qué energia se trata
al determinar @. .

Espectro energético de los electrones. Las leyes de movimiento de las micro-
particuli:: se exponen en la mecénica cudntica, que permite calcular el espectro
energético de los electrones si se conoce la ley de variacién de su energia poten-
cial. Estos cdlculos se complican por la mecesidad de tomar en consideracién
también la interaccién de los electrones entre si. La solucién exacta de seme-
jante género de problemas supera las posibilidades incluso de los ordenadores
modernos y es poco probable que sean resueltos en el futuro. Pere tampoco hay
necesidad de eso, ya que se logré elaborar los métodos de solucién aproximada
del problema que satisface bastante bien las demandas précticas. Lo importante
es testificar que el espectro existe y es discreto para los electrones, encerrados
en una regién finita del espacio. El espectro determina diversas propiedades del
cuerpo, cuyo estudio experimental permite hacer deducciones sobre sus pecu-
liaridades. Por lo tanto, el espectro energético puede examinarse tanto desde el
punto de vista tedrico, como experimental,

El espectro energético de los electrones en los sélidos se ha investigado con
suficientes detalles y sus singularidades principales se reducen a lo siguiente, En
un dtomo aislado los niveles energéticos forman un conjunto discreto de energias.

La fig. 3 muestra el esquema ideal de niveles de un itomo hidrogenoide.
En forma analitica la energia del electrén en el n-ésimo nivel se da mediante la
férmula ,

Wy = —A/n?,
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donde 4 es una magnitud positiva que se expresa por medio de una carga ele-
mental, la masa del nicleo y del electrén, asimismo por la constante de Planck.
En el nivel n = 1 los electrones poseen energia minima. La distancia entre los
niveles es de varios electrén-voltios, con la particularidad de que estas distan-
cias disminuyen al aumentar n.

Dado que los electrones se someten a la estadistica de Fermi—Dirac, en
cada estado cudntico puede encontrarse sélo un electrén. El estado cudntico no
se caracteriza inicamente por la energia. En el 4tomo hidrogencide se determina
también por el momento de impulso (o impulso cinético) del electrén durante el
movimiento orbital en el 4tome, su orientacidn en el espacio y por la orientacién
del spin del electrén. Estas dltimas caracteristicas son también cuantificadas,
o sea, poseen un conjunto discreto de valores numéricos. En total resulta que en
cada nivel energético hay varios electrones y no uno. Como muestran los cdleulos,
en ol nivel » = 1 pueden hallarse sélo dos electrones que se diferencian por la
orientacion del spin (existen sélo dos orientaciones del spin). El momento de
impuiso en este nivel puede ser finicamente nulo. En el siguiente nivel n = 2 el
momento de impulso del electrén, ademas del valor nulo, puede tener otro valor
més, diferente de cero. Siendo el moménto de impulse nulo, no tiene sentido
hablar sobre su orientacién en el espacio, a diferencia de cuando el valor de
dicho momento no es nulo. Para n = 2 tenemos tres orientaciones posibles. Asi
pues, en el nivel n = 2 hay en total cuatro estados cudnticos segin el valor
absoluto del momento cinético y sus orientaciones en el espacio. En cada uno de
los estados el spin del electrén puede estar orientado de dos maneras, por lo
tanto en el nivel energético n = 2 existen en total ocho diferentes estados cuan-
ticos. Ello significa que en este nivel puede haber nada méas que ocho slectrones.
Resulta que en los niveles posteriores pueden hallarse 18, 32, 50, etc. electro-
ues. Puesto que el estado estable del dtomo (estado fundamental) corresponde
al estado con energia minima, los niveles energéticos deben llenarse,comenzando
desde el nivel n = 1. El siguiente nivel comienza a rellenarse sélo después que
el nivel anterior esté totalmente ocupado por los electrones. El conjunto de
electrones con cierto valor de n se denomina capa atémica. Las capas se acostum-
bra a designarlas con las letras K, L, M, N, etc. segin el siguiente esquema:

t 2 3 4 5
Denominacién de lacapp. K L M N O

Por ejemplo, en vez de decir el electrén en el nivel n = 2», se dice ¢el electron
dela icapa. L», etc. \
" La situacidn cambia si los dtomos forman la red cristalina del sélido. La
propia existencia de la red cristalina testimonia el hecho de que entre los 4to-
mos" hay una interaccién que determina precisamente la aparicién de la red.
Por consiguiente, los dtomos ya no se:pueden considerar aislados. Toda la red crista-
ling debe estudiarse como-un sistema: nico y hay gize hablar sobre los niveles ener-
géticos.de este sistema. Resulta que el especiro energético-de la red cristalina estd
ligadoicon el espectro energético de los dtomos-aislados por medio de una rela-
cién séncilla, a saber: como consecuencia de la interaccién entre los dtomos, cada
uno de los niveles energélicos n = 1, 2, . .. se desintegran en una gran cantidad-
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de subniveles, situados muy cerca uno de otro, en

los cuales pueden ubicarse todos los electrones que se
enconiraban inicialmente en el nivel correspondiente  ,
de los dtomosaislados. Por ejemplo, la capa K de

un dtomo aislado estd ocupada por dos electrones.

8i los 4tomos se hallan en una red cristalina que
consta de Ny 4&tomos, el nivel n = 1 se desintegra

en N, subniveles, en cada uno de los cuales &
pueden hallarse dos electrones con diversa orien-
tacién de los spines, es decir, en total en la red ! )
cristalina se forman 2N, diferentes estados cudn- g'g' 4 e et i T
ticos ocupados por 2N, electrones, pertenecientes poiqos e ket
anteriormente a las capas K.

El conjunto de niveles energéticos, situados a poca distancia y formados como
consecuencia de la desintegracién de cierto nivel energético de un dtomo aislado, se
denomina banda de energia o simplemente banda. Se habla sobre la banda X, ban-
da L, etc. segin su correspondencia a las capas X, L, .. . de los dtomos aisla-
dos. El diagrama de formacidn de las bandas se muestra en le fig. 4. Como ya se
habta dicho, Ia distancia entre los diversos niveles dentro de las bandas es
extremadamente pequefia, mientras que entre diferentes bandas ella permanece
considerable e igual, segin el orden de la magnitud, a la distancia entre los
niveles energéticos de los 4tomos aislados. Los intervalos entre las bandas ener-
géticas que no pueden ocuparse por los electrones, se denominan zonas prohibidas,
ya que los electrones no pueden hallarse en ellas.

Asi pues, el espectro energético de los electrones en el sélido consta de
zonas prohibidas y permitidas. La distancia entre los niveles energéticos dentro de
cada una de las zonas permitidas es ezcesivamente pequeiia en comparacién con
la anchura de las zonas prohibidas. El esquema examinado de los niveles energé-
ticos de un dtomo aislado es idealizado. Si se tiene en cuenta con mayor pleni-
tud la interaccién de los electrones, resulta que la energia de los electrones en
la capa no es la misma, sine que depende, por ejemplo, del momento de impulso
(momento cinético). La energia del electrén con un valor de n més elevado puede
ser no superior, sino inferior a la energia del electrén del nivel anterior. Como
consecuencia, varia la sucesién del relleno de las capas por los electrones. Res-
pectivamente cambia también la estructura de las bandas energéticas del cristal
¥ su rellenc por los electrones. En cambio, el cardcter general del espectro del
sélido no varia.

Energia de Fermi. El estado principal del sélido es el estado con energia
minima. Por esta razén, & la temperatura de 0 K, comenzande por nivel con ener-
gia minima, todos los estados de los electrones deben rellenarse sucesivamente sin
intervalos. En vista de que el nimero de electrones es finito, existe un nivel
velleno finito con energia mixima, mientras que los siguientes niveles resultan
eszt;r libres. Asi pues, a 0 K eziste una frontera brusca entre los niveles libres y
rellenos.

A temperatura, diferente de 0 K, esta frontera es borrosa ya que, como conse-
cuencia del movimiento térmico, la energia de ciertos electrones resulta mayor
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que la energia limite a 7 = 0 K, y la de otros electrones, inferior. De esta ma-
nera, algunos niveles de energia que a 7 = 0 K eran libres, ahora estin rellenos
vy al contrario, los que estaban rellenos, resultan libres. La anchura de la regién
de transicién entre los niveles de energla que estdn totalmente rellenos y los que
estdn completamente libres, tiene el orden kT. La distribucién energética de los
electrones en este caso se caracteriza por la funcién de Fermi—Dirac:

f(E, T) = {1 + exp [(E — w)/(kT)}, (2.2)

donde E es la energia del electrén y p, la energia de Fermi, que depende de la
temperatura. La energia de Ferm} se determina como la energia para la cual la

funcion de Fermi—Dirac es igual a —;-

Los conceptos de energia de Fermi son muy evidentes para los metales. £n
este caso la energia de Fermi es la energia de los electrones en el nivel relleno a
T =0 K y mds arriba del cual los niveles estdn libres. Esta definici6n es exacta
para I =0 K y es suficientemente precisa para todas las temperaturas cuando
la distribucién de Fermi es poco sborrosa» (para la mayoria de los metales esta
afirmacién es vilida plenamente hasta las temperaturas de fusién y superiores).

Para los dieléctricos la energia de Fermi corresponde a la mitad (estd en el me-
dio) de la zona prohibida (para T = 0 K) que se encuentra més arriba de la banda
totalmente rellena, en este nivel el electrén no puede encontrarse, es decir, la
energla de Fermi no corresponde a la energia de cierto electron real en el dieléetrico.
Pero ello, claro estd, no disminuye su importancia para la descripcién de las
propiedades estadisticas de los electrones en los dieléctricos conforme a la fér-
mula (2.2).

Como muestra la teoria, el trabajo de salida termoi6nico @ que participa
en (2.1), estd ligado con la energia p del nivel de Fermi mediante la relacién

® =B — . (2:3)

donde E, es la energia del electrén en reposo fuera del conductor en el vacio.
Asi pues, @ es igual al trabajo de desplazamiento del elecirdn desde el nivel de
Fermi hasta fuere de los limites del solido. Para los metales esta afirmacién tiene
un sentidoreal, mientras que para los dieléctricos es en cierto grado convencional,
ya que en el nivel de Fermi no hay electrones reales. En cambio en ambos casos
es el trabajo de extraccién del electrén del sslido, efectuado contra las fuerzas que
retienen el electron en el sélido. La existencia del trabajo de salida se manifiesta,
por ejemplo, en el efecto fotoeléctrico, cnando la energia del fotén que se absorbe
on el metal, se transmite totalmente al electrén. El-trabajo'de salida puede de-
terminarse/fegin’ el limite fotoeléctrico de ondas largas. Por eso. puede decirse
que log électronesdentro de un solido:se encuentran en un pozo de potencial de pro-
fundidad @: La fig. 5 muestra el aspecto de los pozos de potencial para los metales
(a) v dieléctricos (&) (los niveles de energia, ocupados por los electrones, estin
rayados). El'initervalo entre los niveles £, (energia de conductancia) y E, (ener-
gia de'valencia) es zona prohibida. Es necesario sefialar que el trabajo de salida
para los dieléciricos depende fuertemente de la pureza de la composicién. Incluso
pequefias cantidades de impurezas pueden cambiar esencislmente el trabajo de
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Fahda Ademds, ¢l trabajo de salida depende también de las mds msagmfwantes-
contaminaciones de la superficie. Para los metales él posee un orden de varios
electrén-voltios. Por ejemplo, el tungsteno tiene 4,53 eV, el molibdeno, 4,43 eV,
el cobre. 4,39 eV, etc.

Dl[erencia de poumeial de contacto. Las fuerzas que retienen lns electrones.
en:el sélido son de origen eléctrico. Se determinan por la diferencia'de potencial
entre los ‘puntos fuera del cuerpo y los puntos interiores o, con otras palabras,.
sobre un gas electrénico cerca de la superficie actiian fuerzas eléciricas que tienden

‘\\\W Ey | x\ E,

a) b)

Fig. 5
Pozo de potencial para el elecirén en el metal (a) y dieléctrice
{(b). El trabajo de salida termoiénico ® es la diferencia
entre la energia £, del electrén en reposo en el vacio y la
energia del nivel p de Fermi

a arrastrar a los electrones al interior del cuerpo. Estas fuerzas son tanto mas
considerables, cuanto mayor es el trabajo de salida ®. Ellas actian en una capa
muy fina de dimensiones moleculares {(d =~ 10-'* m). Por esta razén la intensi-
dad efectiva del campo eléctrico que condiciona la aparicién de estas fuerzas,

es bhastante grande:
Egy ~ D/l e | d) ~ 101° V/m, (2.4)

donde se toma en consideracién que el trabajo de salida es igual, segin el orden
de la magnitud, a varios electron-voltios.

Acerquemos las superficies de los dos cuerpos a tal grado, que en el inter-
valo entre ellas las capas del gas electrénico que se encuentra en la superficie
de los cuerpos, se recubran. Merced a ello los cuerpos comienzan a inter-
cambiarse de electrones. Dado que las fuerzas que arrastran el electrén al interior del
cuerpo, son. mayores en el cuerpo con mayor trabajo de salida, después de acercar
las superficies empieza la transicién de los electrones del cuerpe con menor trabajo
de salida al cuerpo con mayor trabajo de salida, como resultado de lo cual, el pri-
mer cuerpo adgquirird carga positiva, y el segundo, carga negativa. El campo eléc-
trico, que surge entre las superficies de los cuerpos, obstaculiza el
movimiento de los electrones, debido al cual él surgi6. La intensidad de este
campo alcanza un valor determinado. La transicién posterior de los electrones
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de un cuerpo a otro cesa, establecidndose un estado de equilibrio. Las super-
ficies resultan tener cargas de signo opuesto, pero de igual valor absoluto. Entre
las superficies, lo mismo que entre las armaduras de un condensador, se establece
. cierta diferencia de potencial, llamada de contacto.

La diferencia de potencial de contacto puede hallarse, basindose en las
siguientes consideraciones. Puesto que entre los cuerpos se establece un equili-
brio electrénico, las energias de Fermi que poseen los cuerpos, deben ser igu-
ales, como consecuencia de lo cual los puntos superiores de los pozos de poten-
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Fig. 6
Formacién de la diferencia de potencial de contacto en el espacio entre las superficies
metal — metal (a), metal — dieléctrico (b) vy dieléctrico — dieléctrico (c)

cial se desplazan mutuamente. Por lq tanto, entre ellos, o sea, entre las super-
ficies de los cuerpos, surgen diferencia de potencial e intensidad del campo
eléctrico.
La fig. 6 muestra los diagramas de formacién de la diferencia de potencial
de contacto entre dos metales (fig. 6, e), entre un metal y un dieléctrico (fig. 6, b)
y entre dos dieléctricos (fig. 6, c). La diferencia en la formacién de la diferencia
de potencial de contacto entre los metales y entre un metal y un dieléctrico
congiste en que el campo eléctrico no penetra al interior del metal, mientras que
en el dieléctrico se introduce a una pequefia profundidad (en la fig. 6, b, ¢ la
profundidad de penetracién se designa por d; y d,). Por esta razén, la cafdq de
potencial en los dieléctricos sucede no sélo entre las superficies, sino que también
parcialmente en una capa fina dentro del dieléctrico, prézima a su superficie. Sin
embargo, el grosor de esta capa es, por lo general, pequeiia en comparacién
con la distancia entre las superficies y con gran precisién puede menospreciarse
~ dicha ¢ircunstancia, . "
Como se ve (véase la fig. 8), la diferencia entre las energias de los puntos
. Superiores de los pozos de potencial es igual a @, — @,, por eso la diferencia
de potencial de contacto entre las-superficies de los cuerpos que se hallan en
equilibrio electrénico, se prefija por la férmula

dg =10, — @ V/|e]. (2.5)

Observemos que el potencial disniinuye en direccidn de los cuerpos con carga
positiva hacia los que poseen carga negativa. Por ello la variacidn del potencial
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es'ppuesta al cambio de la energia potencial del electran, es demr, el potenmal
disminuye del primer cuerpo al segundo.

:Electrizacién: St las superficies planas de los cuerpos, entra las cuales
hdy una diferencia de potencl.al de contacto, se alejan mutuamente, conservando
el, ‘paralellsmo estricto entre si, las cargas que se encuentran en estas superficies
permanecen en los cuerpos y éstos resultan tener cargas de signos contrarios.
Pero ‘es pricticamente imposible separar las superficies de modo estrictamente
paralelo, ya que sus distintas partes se.alejan. con diferente velomdad El resul-
tado de la separacién de las superficies es distinto en pﬂnﬂ pio para los conductores
y los dieléctricos.

Al alejar las superficies planas de los conductores, las cargas queé se en-
‘cuentran en ellas, pueden desplazarse a lo largo de la superhcm SJ. unas partes
de la superficie se separan antes que las otras, en ellas, lo mismo que en un
condensador, para la misma diferencia de potencial, la densidad de carga dis-
minuye. Como consecuencia, entre los cuerpos se efectia el intercambio de car-
gas para restablecer el equilibrio electrdnico, con la particularidad de que éste
transcurre mediante el intercambio de electrones a través de la nube electré-
nica en la parte dada de la superficie y a causa del movimiento de las cargas a
lo largo de la superficie en las otras partes. Aquellas partes de la superficie
de los conductores que estin separadas lo suficiente lejos y han perdido el
contacto electrénico a través de la nube electronica cerca de la superficie, re-
sultan exentos de carga. La carga se conserva sélo en aquellas partes de la su-
perficie que ailin se encuentran en contacto electrénico. Por fin, llega un mo-
mento cuando el contacto electrénico se conserva en un area msngmfmante que
posee una carga muy pequefia. Por ello, al alejar definitivamente los conductores,
en éstos no queda carge alguna.

El resultado de la separacién de los dieléctricos es distinto. Sus cargas no
pueden desplazarse a lo largo de la superficie y el propio potencial puede ser
distinto a lo largo de la superficie. Al alejar las partes de la superficie, la dife-
rencia de potencial entre ellas no permanece constante, sino que aumenta de
la misma manera como crece la diferencia de potencial entre las armaduras del
condensador, cuando la carga de la armadura es constante y aumenta sélo la
distancia entre las armaduras. La densidad de las cargas en las superficies no
varfa esencialmente. Después de perder el contacto electrémico a través de la
nube electrénica cerca de la superficie, en las partes de la superficie las cargas
eléctricas se conservan. Como consecuencia de la separacidn total de las super-
ficies de los dieléctricos, ellas resultan ser portadoras de cargas de signos
contrarios, pero de igual vaelor absoluto. Este proceso se denomina electri-
zacion.

Para lograr un acercamiento més estrecho de las superficies de los dieléc-
tricos y formar la diferencia de potencial de contacto, por lo general los cuer-
pos se frotan uno contra otro y se habla de la electrizacién por frotamiento. Pero
el frotamiento en este caso no tiene nada que ver con la electrizacién. Seria
mas correcto hablar sobre la electrizacion mediante el contacto de los cuerpos.
Es que la terminologia fue establecida mucho antes de aclararse la naturaleza
fisica del fendmeno.
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El trabajo de salida de los dieléctricos depende de la pureza de la composician y del estado
de la superficie.

Al tener los cuerpos contacto, transcurre el paso de los electrones del £uerpo con menor
trabajo de salida al que posee mayor trabajo de salida.

tro de cada una de las bandas permitidas la distancia entre los niveles ticos
€3 extremadamente pequefia en comparacién con la anchura de las bandas prohibidas. En los
ggﬁ?ﬂ:ﬁcm la energia de Fermi no corresponde a la energia de cualquier electrén real en el
i rico,

El trebajo de salida termoi6nico es igual al trabajo que se gasta el desplazar el electrén

desde el nivel de Fermi hasta salir fuera del sélido.

iCudl cg la relacidn entre los niveles energéticos de un dtomo aislade y las bandas de
energia del sflido? ¢Merced a qué factores se forman las bandas de energia?

¢Cudl es la interpretacion evidente de la energia de Fermi en los metales?

¢Por qué dicha interpretacién no vale para los dieléctricos?

¢De qué manera pueden determinarse los signos de las cargas de loa cuerpos en contacto?
{Por qué no se puede electrizar los metales, poniéndolos en contacto?

§ 3. Carga elemental y su invariacidn

Se describen los experimentos que demuestran la existéncia de carga
eléctrica elemental y la ausencia de cargas, fraccionarias respecto a la
elemental. Se discuten los testimonios experimeniales sobre la identidad
de los valores absolutos de las cargas elementales positivas y negativas
y sobre la invarigcidn de la carga.

Experimentos de Millikan. La idea sobre el cardcter discreto de la carga eléc-
trica fue enunciada en forma explicita por B. Franklin ya en 1752, pero era mds
especulativa. En principio, el caricter discreto de las cargas, como resultado
experimental, se desprende de las leyes de la electrdlisis, descubiertas por
M. Faraday (1781 —1867) en el afio 1834. Sin embargo, semejante deduccién de
las layes de la electrélisis fue hecha sélo en 1881 por H. L. Helmholtz (1821—
1894) y G. Stoney (1826—1911). Poco tiempo después de eso, en 1895, H. Lo-
rentz (1853—1928) cred la teorfa del electromagnetismo, basada en la represen-
tacién -delas cargas elementales que existen realmente (electrones). El valor
numérico -de Ia carga ‘elémental fue calculado teéricamente, fundamenténdose
en:las’leyes de 14 electrélisis, ya que el significado de la constante de Avogadro
se conocia. La medicién experimental directa de la carga’ elemental fue reali-
zada por R.A. Millikan (1868—1953) en 1909. ..

'El esquema‘de los experimentos de Millikan se da en la fig. 7. Las pequefias
particulasiésferoidales se mueven en un liquido viscoso. en presencia de un cam-
po eléctrico homogéneo E. Sobre la particula actan la fuerza sustentadora, di-
rigida contra la fuerza de gravedad (la densidad de la particula es mayor que la
da% lic‘[;.;iéiq), y la fuerze de rozamiento viscoso f.,, con direccién contraria 2 la
velocidad.
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La fuerza de rozamiento viscoso es, conforme
a la férmula de Stokes, proporcional a la veloci-
dad. Siendo la velocidad de la particula constan-
te, la suma de las fuerzas que actian sobre ella
‘es nula,

Todas las fuerzas, a excepcién de la que actia
sobre la particula por parte del campo- eléctrico,
pueden medirse éxperimentalmente al moverse la
particula en un medio sin campo elécirico. Al
estudiar luego el movimiento de la particula en
el campo eléctrico, hallamos la fuerza gk. Esto Ei;':u:ma- da,los andayer e ML
permite calcular la carga ¢ de la particula, ya (|jjian iy "
que la intensidad £ del campo es conocida.

Puede también variarse la intensidad del campo eléctrico E, logrando que
la particula se halle en reposo. En este caso la fuerza de rozamiento también
esta ausente y las demés fuerzas son conocidas. Por esta razén, conociendo E,
puede determinarse g.

Con el tiempo la carga de la particula varia, lo que se refleja en el movi-
miento de la particula. Después de determinar las cargas ¢, ¥ ¢, de la particula
durante diversos lapsos, puede hallarse el cambio de la carga :

Ag =g, — gy (3.1)

Ejecutando una gran cantidad de mediciones de las cargas, Millikan encontrd
que Ag es siempre un valor entero, miltiplo a una misma magnitud | e |

Ag=nlel|, n==x1, £2, .., (3.2)
le|=1,6-10-% C. (3.2a)

Método de medida de la carga por resonancia. En lo sucesivo los métodos de
medida directa de la carga elemental fueron perfeccionados. En la ectualidad la
precision de las mediciones es tal, que permite detectar las décimas de la carga
elemental. El mas eficaz de ellos es el método de resonancia, cuyo esquema se
da en la fig. 8. Una bola que posee una masa suficientemente pequefia m, estd
sujeta a una barra eldstica muy fina. Bajo la influencia de las fuerzas de elasti-
cidad, que surgen al curvarse la barra, la bola oscila cerca de la posicién de
equilibrio con una frecuencia propia (natural) w, que puede medirse experi-
mentalmente. Si en la bola existe cierta carga g, bajo el efecto de un campo elé-
ctrico alternativo de frecuencia ®, la bola realiza oscilaciones forzadas, cuyas
amplitudes dependen de la relacién entre las frecuencias ® y w,. La amplitud
méxima de las oscilaciones se alcanza estando en resonancia (w &~ w,). La
amplitud de las oscilaciones de la bola estando en resonancia, es igual a

Aoy = qEQ/(mey), (3.3)

donde @ es el factor de calidad del sistema, £,, la amplitud de la intensidad
del campo eléctrico. Estimemos las posibilidades del método. Supongamos que
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m =1 mg = 10~ kg; E, = 10° V/m;

g =16-10"9C; o, =10"1s"; Q= 100,
entonces

1k A 28 & 14,6010 m = 160 pm.

\ (3.4

/ \ La magnitud 160 pm es muy grande y es

\ facil medir una parte pequefia de ella. Por lo

—f oy tanto, aplicando este procedimiento, pueden me-

\ [ dirse cargas mucho més pequefias que 1,6 x10-'*C.

e Nt Este método se ha perfeccionado hasta tal punto

m,q que hoy dia permite, en principio, detectar y me-

— dir una carga igual a décimas partes de la ele-

£ = Fycosuet mental, de existir ésta, ’

Fig. 8 Al variar la carga de la bola en Ag, 1a ampli-

Esquema del método de medida tud de las oscilaciones de resonancia cambia
por resonancia de la carga ele- 3 salto:

mental Ad,, = AgEQ/(mal). (3.5)

Las mediciones permitieron establecer con gran precision que la carga de la
bola varia stempre en un nimero entero de cargas elementales y que no existe carga
inferior a la elemental.

Ausencia de carga fraccioparia. Se llevaron a cabo bisquedas intensas
de las cargas fraccionarias. Ello fue iniciado por la prediccién de la existencia
de los quarks. Se supone que los quarks son particulas de las que constan la
mayoria de las particulas elementales pesadas (los protones, etc.). Se pronosticé
que la carga eléctrica de los quarks debe ser 1/3 y 2/3 de la carga elemental (con
los signos correspondientes). La blsqueda de los quarks se efectud por muchos
cientificos, aplicando diferentes métodos, incluyendo el de resonancia. Todos ellos
dieron un resultadoe negativo. Asi, pues, en la actualidad se ha establecido por via
ezperimental y con gran precisidn que en estado libre no existen cargas fraccionarias.

Hemos hecho resaltar las palabras ¢en estado libres, ya que las pruebas
estaban dirigidas precisamente a buscar quarks libres. En cambio, de aqui no
se desprende. el hecho de que enestado combinado dentro de las particulas elemen-
tales los.quarks estén ausentes. Sin'embargo, alin no se conoce una verificacion
experimental directa de esta -afirmacidn. :

- Igualdad de las cargas elementales negativas y positivas. En los experi-
. mefitos, descritos més arriba, se media tanto la carga elemental negativa, como
la positiva: Los resultados de estos experimentos han. demostrado su igualdad
_con la misma precision con que se mide el valor de.las cargas. Esta exactitud
no es muy elevada. Por ejemplo, puede decirse que las cargas elementales nega-
tiva y positiva por su valor absoluto se diferencian no més de una décima de su
valor, €3 decir,

lles| == le_l < % . " (3.6)

lez|
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Esta precisién es totalmente insatisfactoria, puésto que la teoria supone
una igualdad completa de los valores absolutos de las cargas elementales posi-
tivas y negativas. ;

Una estimacién mucho mis precisa puede obtenerse sin medir directamente
el valor de la carga elemental. Como se sabe, los 4tomos poseen una misma can-
tidad de protones y electrones. Los cuerpos también contienen la misma can-
tidad de protones y electrones. Por eso la estimaciéon de la igualdadide las car-
gas del protdn y electrén puede lievarse a cabo por los resultados de 1a medicién
de.la neutralidad de los cuerpos. Pero esto puede hacerse con una precision
extremada, dado que incluso una pequefia perturbacién de ella ‘coiiduce a la
aparicion de enormes fuerzas de interaccion eléctrica entre los cuerpos, que es
facil de observar. Supongamos, por ejemplo, que dos bolas de hierro’con-una -
masa de 1 g, que se hallan a la distancia de 1 m no son neutras & causa-de que
las cargas del protén se diférencian de la carga dal electrén en una millonésima .
de la carga. Bstimemos cudl serd la fuerza de repulsién que surge entre las bolas.
Cada gramo de jiFe contiene 6.10°*.26/56 de cargas de cada signo. Por lo
tanto, al infringir la neutralidad sélo en 10-%, aparece una carga

q = [1,6-10-1*.10-%.6.10%%.26/56] C = 4,46.10-% C (3.7)

en cada bola.
La fuerza de repulsidn entre las bolas es igual a

1 2
F=ta 4 = (4,46-107%)2.9-10° N =1,8-107 N = 18 MN. (3.8)

Ello significa que entre las bolas surge una fuerza de repulsién que equiva-
le a la fuerza que ejerce sobre los rieles un tren cuya masa es casi de 2 mil tone-
ladas. Y eso ocurre diferencidndose las cargas del protén y electrén nada mids
que en 10-° de la carga en 2 gramos de hierro. Es obvio que es ficil medir las
fuerzas entre las bolas de hierro en una cantidad enorme de veces inferiores a
(3.8). Si en el experimento no aparecen semejantes fuerzas eso significa el au-
mento correspondiente de la precisién con la que la carga del electrén es igual,
por el valor absoluto, a la carga del protén. En la actualidad se ha establecido
ezperimentalmente que la carga elemental negaliva del electron es igual, por su
valor absoluto, a la carga positiva gel protén con una precisién relativa de 10-21,
o sea,

||e+ll;;e..ll <1072, (3.9}

La demostracién expuesta respecto a la igualdad de los valores absolutos
de las cargas elementales negativa y positiva puede parecer insuficientemente
estricto. Podemos imaginarnos un cuerpo que consta de itomos o moléculas en
los que las cargas elementales no tienen igual valor absoluto, a pesar de que la
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cantidad de ellas en cada dtomo o molécula es la misma. En este caso los ato-
mos 0 moléculas deben poseer cierta carga, permaneciendo, en cambio, el cuerpo
en total neutro, si ala par con estos 4tomos y moléculas éste posee, en cantidad
necesaria, electrones libres o jones positivos (en dependencia del signo del car-
ga de los dtomos o las moléculas). Sin embargo, haciendo esa supoesicién, cho-
camos con complicaciones a las que es dificil someterse. Por sjemplo, habra
que renunciar a la idea de una estructura homogénea de los cuerpos ¥ conside-
rar que su estructura depende de sus dimensiones, etc. A pesar de todo, es de-
seable tener una demostracién mds directa de que los valores absolutos de las
cargas elementales negativa y positiva en los dtomos son iguales. Tal demostra-
cién fue obtenida.

La neutralidad de los dtomos aislados se verific mediante experimentos: se
investigé la desviacibn del haz de dtomos neutros en los campos electrostdticos. Por
la desviacidn puede juzgarse sobre la carga del dtome y deducir la igualdad de
las cargas de los electrones y protones en el dtomo. Las pruebas con los haces
de cesio (Z = 55) y potasio (Z = 19) mostraron que los valores absolutos de las
gargas Jglel electron y protén son iguales con una precisién relativa de

9-107%8,

Invariacién de la carga. El hecho de que el dtomo sea neutro demuestra
también la independencia entre el valor numérico de la carga elemental y la
velocidad. Merced a la diferencia de las masas de los electrones y protones se
puede sacar la consclusién de que los electrones en los dtomos se mueven con
mayor velocidad que los protones. Si la carga dependiense de la velocidad, no
podria observarse la neutralidad de los dtomos. Por ejemplo, los electrones en
el dtomo.ds helio se mueven aproximadamente con una velocidad dos veces
mayor queen la molécula de hidrﬁgeno, mientras que la neutralidad del dtomo
de helio y de la molécula de hidrogeno se ha demostrado con gran precisién.
Podemos sacar la conclusién de que con la misma exactitud la carga no depende
de la velocidad hasta las velocidades de los electrones en el dtomo de helio.
La velocidad de los electrones en el 4tomo de helio es aproximadamente igual
a 0,02 ¢c. En los 4tomos més pesados, cuya neutralidad estd demostrada, los
electrones se mueven en las capas internas con velocidades, iguales, més o me-
nos, a la mitad de la velocidad de la luz. De esta manera, se ha demostrado
experimentalmente que la carga elemental es invariante hasta 0,5 ¢. No existen
razones para suponer que no sea invariante a velocidades mas altas. Por eso
la invariacién de la carga eléctrica se toma como una de las argumentaciones expe-
rimentales de la teoria de la electricidad.

.La biisjueda de los quarks permitié con gran precisién demostrar que en la naturaleza
no hay cargasifraccionarias. La ausencia de quarks en estado libre no confirma su inexisteneia
en estado combinado dentro de las particulas elementeles.

) iEn qué consiste el lprincipin del método de resonancia de medicidn de la carga ele-
mental? ¢Cuél es la precisién para hoy dia de este método? Citense estimaciones numéricas.
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§ 4. Corriente eléctrica

Se discuten los conceptos principales y las magnituges queicaracierizan
la distribucién y el movimiento de las cargas eléctricas.

Movimiento de las cargas. El movimiento de los electrones y protones- deter-

mina el movimiento de sus cargas. Por eso puede hablarse simplements- del-
movimiento de las cargas, sin mencionar cada vez su portador. Ello.no sélo es.
cémodo, sino que da comunidad a los razonamientos, ya que muchos fendmenos

dependen s6lo de las cargas, su movimiento, etc., sin depender de las propieda-

des de los portadores de estas cargas, por ejemplo, de la masa de los portadores

de'las cargas. Si tiene importancia no solamente la carga sino que también las

propiedades del portador de la carga, por ejemplo la masa de este portador, es

necesario tomar en consideracién no sélo la carga, sino que también otrascarac-

teristicas del portador.

En la teoria de la electricidad la carga elemental se considera puntual,
incluyendo la carga del protdn. La posicion de la carga, su velocidad y acelera-
¢idén tienen el mismo sentido que en el caso de los puntos materiales.

Distribueién continua de las cargas. La carga elemental es muy pequefia.
Por esta razén, en la mayoria de los fenédmenos macroscépicos que se estudian en la
electricidad, participa una cantidad enorme de cargas eléctricas y su cardeter dis-
ereto no se manifiesta. Por ejemplo, cada una de las armaduras de un condensador
plano con una capacidad de 10 uF contiene unas 7.10% cargas elementuales
para una diferencia de potencial de 100 V. Siendo la corriente de 1 A, a través
de la seccitn transversal del conductor pasan aproximadamente 6.10® cargas
elementales por segundo. Por ello, en la mayoria de los casos puede considerarse
que la carga como st estuviese distribuida continuamente en el espacio, por lo que
se menosprecia su cardeter discreto.

Densidad volumétrica de las cargas. Se llama densidad volumétrica .de
distribucién continua de las cargas a la relacién entre la carga y el volumen:

1 _AQ
p=a—h2"'—ﬁr (4.1)

AV,

donde e; son las cargas elementales en el volumen AVy (teniendo en cuenta su
signo); AQ es la carga total incluida en AV,. El volumen AV} es pequeiio, pero
no.infinitamente pequeiio en el sentido matematico. Aqui suponemos que AV,
es infinitamente pequeiio en el sentido fisico, o sea, considerindolo muy pe-
quefio y, por lo tanto, pudiendo caracterizar su posicidén en el espacio con la
guficiente exactitud mediante cualquier punto de coordenadas, situade dentro
del mencionado volumen, es decir, en el primer miembro de (4.1) p puede to-
marse en calidad de argumento de la coordenada (z, y, z) para cualquier punto
dentro de AV, y escribir p (z, y, 7). Pero en el volumen AV, debe haber una
3—01444
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cantidad grande de cargas elementales para que una pequefia variacién de éste
no conduzca a un cambio esencial de la densidad p, calculada por la férmula (4.1).
Por consiguiente, AV, depende de condiciones concretas. En algunos casos el
volumen peguefio AV puede satisfacer las condiciones necesarias y considerarse como
volumen fisico infinitamente pequefio, mientras que en otros casos no se le puede
considerar como tal. Por fin, pueden existir condiciones cuando en general no
haya ningin volumen AV que pueda denominarse volumen fisico infinitamente pe-
quernio. Entonces es imposible utilizar la respresentacidn sobre la distribucién con-
tinua de la carga y determinar p por la férmule (4.1) a titulo de densidad volu-
métrica. Sin embargo, en la mayoria de los casos, examinados en la teoria cld-
gica de la eleciricidad, se considera valida la distribucién continua de la carga.

Al determinar la densidad volumétrica p por la férmula (4.1), ella puede
ser considerada como una funcién matemética simple, y la carga, difuminada
continuamente por el volumen. Entonces de (4.1) se desprende que la carga
total, consistente en el volumen V, es igual a

0={pav, (4-2)

v

donde dV es la diferencial del volumen.
Concentracién de cargas. La relacién entre la cantidad de cargas y el volu-
men queé Ocupan:

A
rzi:T';ii, (4.3)

donde An. es el niimero de cargas de signo correspondiente en el volumen AV,
se denomina concentracién de cargas de signo determinado. Entonces [véase (t-‘i.if]

1 Prey i . M) Angy =) An(-y o
PeE AV 2‘ e+ M'ﬂ, E e(‘ T AV + AVy

AV, -AV,

= () Ry + e Ry = p“)+ p{-), (4-4}

donde {e® es una carga puntual elemental con signo correspondiente, p(+) =
= el#)ng,,, la densidad volumétrica de las cargas. E! volumen fisico infinita-
mente pequefio debe contener muchas cargas para que la definicidén de concentra-
cién tenga sentido.

Densidad superficial de las cargas. A veces la carga estd distribuida en
una capa muy fina en las inmediaciones de cierta superficie. Si nos interesa la
accién de la carge a distancias, mucho mayores que el grosor, de la capa, y no los
. procesos que transcurren en esta capa, entonces puede suponerse que toda lo carga
estd concentrada en. la superficie o, con otras palabras, esta capa muy. fina puede
considerarse superficie. La densidad superficial de la carga se determina valién-
dose -de la formula

i AQ
g = 2 ey =, s 4
ASy o, ASt (4.5)
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donde AS, es un-irea infinitamente pequeéia en el sentido fisii?o, AQ, la carga
que-corresponde al area AS; de la -superficie en una ‘capa fina cerca de ella.
z= En o como argumento pueden ponerse las coordenadas de los puntos super-
ficiales y considerarla a titulo de funcién de estas coordenadas. La argumenta-
cién y el sentido de ello son los mismos que para la densidad volumétrica p en
(4.1). Por esta razon, la carga total en la superficie S es igual a

y : " *
donde dS es la diferencial del drea de la superficie. ' ,

- Densidad de corriente. Las cargas en el volumen AV, se mueven con distin-
tas velocidades que se diferencian no sélo por el médulo, sino también por la
direccién. El movimiento de la carga conduce al traslado de la carga en direccién
de la velocidad. Por eso, como resultado de diferentes movimientos de las cargas,
que se hallan en el volumen AV, se forma cierto traslado medio de la carga,
incluida en este volumen. La intensidad de dicho traslado se caracteriza por la
densidad de corriente, definida por la férmula

1.
I=gr 2 e, (4.7)
AV,

donde v, es la velocidad de la carga e,.
Al partir la suma en (4.7) en sumas por cargas negativas y positivas, obte-
nemos

. | (41 04) 1 (=tgtey ) o+ ) (=3
1= 37 ?e‘ L Ze, IS Sy 2 ¥ AVy ?V' (4.8)

La formula (4.8) serd afin mas evidente si las magnitudes que la componen
se expresan mediante las velocidades y concentraciones medias de las cargas:

2 vi* = An 1 Z Vit = Ant?) (v () == ﬁ z v,
i i i

An )

donde

1
Vi 2 T = (vi*)
i
ya gue An( es la cantidad de cargas, cuya suma de las velocidades estd bajo el

signo de sumacién Y. De la misma manera se transforma la suma segln las
velocidades de las cargas negativas. Teniendo lo dicho en cuenta, la férmula
(4.8) adquiere el aspecto:
j= et® .9.".‘1 (vi)y G- gt Ant) (wi=))y = el pt¥) (v et n) (vl =

av; av; -

=MV + o (v, (4.9)

e
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donde se han tomado en consideracién las relaciones (4.3) y (4.4). De esta ma-
nera, las cargas positivas y negativas crean cada una su densidad de corriente:

0 = p (¥M), ) = pt (),
j= "+ §0. (4.10)

La direccién de la densidad de corriente para las cargas positivas coincide con
la de su velocidad media y la direccién de j para las cargas negativas es contraria
a ella.

Por lo general, para simplificar la escritura, las férmulas (4.10) se repre-
sentan asi

j=pv, (4.11)

donde p y v son la densidad volumétrica y la velocidad de las cargas de signo
correspondiente. Si la corriente se crea por las cargas de los dos signos, en el
segundo miembro se supone la suma de dos términos, referentes a las cargas
negativas y positivas. En cambio, en la mayoria de los casos, examinados en la
teoria de la electricidad, la corriente se determina sélo por el movimiento de las
cargas negativas de los electrones, por lo que el segundo miembro de (4.11)
contiene solamente el producto de la densidad volumétrica negativa de la car-
ga de los electrones por su velocidad media. El traslado de la carga negativa en
direccidn contraria a la velocidad equivale al traslado de una carga positiva en
direcci6n de la velocidad. En distintos razonamientos es més cémodo imaginarse
que la corriente se determina por el movimiento de las cargas positivas, va que
su desplazamiento espacial coincide con la direccién de la densidad de corriente.

Intensidad de corriente a través de una superficie. Un elemento infinita-
mente pequedio de la superficie s2 caracteriza por el vector'dS ,cuyo mddulo es
igual al drea del elemento de superficie y estd dirigido por 1a normal a la super-
ficie, que se considera positiva.

Calculemos la carga que durante el tiempo dt atraviesa un elemento de la
superficie dS (fig. 9). El desplazamiento de la carga en dicho tiempo es v di.
Por consiguiente, la carga que atraviesa dS es igual a la densidad volumétrica
de la carga, multiplicada por el volumen de un cilindro oblicuo (fig. 9). El
drea de la base y la altura del cilindro oblicuo son dS vy kh = v At cos 8. Por
g0 la carga que atraviesa dS es igual a

dg = pv df dS cos 8 = d¢j dS cos 8 = dt j-dS, (4.12)

: A
donde j-d3 = j dS cos (§, dS). Se llama intensidad de corriente a través de
la superticie la relacion entre la carga, que atraviesa la superficie, y el tiemps.
Por esta razéu, la intensidad infinitamente pequefia de corriente df que pasa
por el elemento de la superficie qS [vépse (4.12)], es igual a

df = dQ/dt = j-dS. ) (4.13)
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La intensidad de corriente que pasa por una superficie finita § (fig. 10),
e¢g.igual a la integral de los elementos de la intensidad de corriente de (4.13)
respecto a la superficie dada: ;

g - i dI£ j-d_S. | (4.14)

Si por el conductor pasa corriente eléctrica continua, la férmula _[,::4,14_)'.-39:
reduce a la definicién de la intensidad de corriente como la cantidad.de elec-
tricidad que atraviesa la seccién transversal del conductor en un segundo.

ds
. .

< . —
LN

Fig. 9 Fig. 10

Cﬂqculo de la intensidad de la Corriente eléctrica a través de la

corriente eléctrica a través del superficie

elemento de la superficie

En la magoria de los fenémenos macroseépicos que se estudian en la electricidad, parti-
Elpa una cantidad enorme de cargas eléctricas sin manifestar de ninguna manera su carfcter
discreto. :

Cierto volumen pequefio to pued iderarse en uncs casos como un volumen
fisico inlinitamente pequeiio, mlentras que en otros casos no se le puede considerar asf. Existen
condiciones cuando en general no hay ningiin volumen se pueda considerar como un volu-
men fisico infinitamen uefio, Entonces es imposible pasar al cuadro de la distribucién
continua de las cargas en el volumen.

§ 5. Principio de conservacion de la carga

Se examinan dos aspectos del concepto de conservacién de la carga. Se
ofrecen las enunciaciones diferencial e integral del principio de con-
servacién de la carga.

‘Dos aspectos del concepto de conservacién de la carga. En el concepto de «con-
servacién de la cargar entran dos grupos de hechos totalmente diferentes: 1) el
electrén y el protén som particulas materiales con tiempo infinite de vida y sus
cargas eléctricas elementales son invariantes y no depmdfu de la velocidad, Por lo
tanto, sus cargas existen sin variacién alguna tanto tiempo cuanto existen los
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protones y electrones, independientemente de como se mueven, es decir, para
cualesquiera movimientos la carga se conserva. En este aspecto el principio de
conservacion de la carga resulia simplemente la consecuencia de que los portadores
de carga no se aniguilan como objetos fisicos y de la invariacién de la carga; 2) ade-
mds de los protones y electrones, eziste una gran cantidad de otras particulas ele-
mentales cargadas. Todas ellas se engendran, originan otras particulas y se ani-
quilan en diversos procesos de autotransformaciones. Todo el enorme material ex-
perimental demuestra que sea cual sea el proceso de autotransformacién de ias
particulas, la carga sumaria de las particulas antes de la autotransformacién es
igual a la carga sumaria de ellas después de dicho proceso. Por ejemplo, durante la
desintegracion B antes de emitir un electrdn, el niicleo posee cierta carga posi-
tiva Ze(®. Después de emitir el electron, la carga positiva del nicleo aumenta
en una carga positiva elemental y se hace igual a (Z 4- 1) e(*). En cambio, su-
mando la carga negativa del electrén emitido, el sistema enicleo + electrén»
posee la misma carga (Z + 1) & — | &7 | = Zel®, Puede citarse también
otro ejemplo de la creacién del par electrén—positrén por rayos (fotones) gam-
ma. La partfcula inicial (el fotén gamma) es neutra. Ella se transforma en un
par de particulas, cuya carga sumaria es nula, lo que estd demostrado con gran
precisién al medir 1a carga positiva del positrén. Se investigé una inmensa can-
tidad de autotransformaciones de las particulas elementales y en todos los pro-
cesos se observé la igualdad de la carga sumaria antes del proceso y después de
éste 0, con otras palabras, se observa el principio de conservacién de la carga.
Merced a ello, la carga adquiere en cierto sentido una existencia, independiente
de los portadores y el principio de su conservacién puede enunciarse de la si-
guiente manera: la carga se conserva durante todos !E;s procesos y movimientos,
relacionados con los portadores de las cargas.

Sin embargo, a pesar de su independencia relativa, la carga no puede existir
independientemente de los portadores de la carga o fuera del espacio y tiempo.
Esto significa que la carga no es una substencia independiente, ajena a la mate-
ria, sino que expresa una de las.propiedades de la materia. Uno de los problemas
més dificiles de la fisica moderna es la aclaracién de la naturaleza de dicha re-
lacién. Avin no esté claro el por qué existe sdlo una carga elemental y por qué
s igual a | e | y no a otro valor cualquiera.

" Formulacién integral del principio de conservacién de la carga. Partiendo
del principio de conservacién de la carga como un becho experimental, expre-
sémoglo en forma de cierta afirmacién de que la variacién de la carga en un
volumen V puede ocurrir sblo como consecuencia de que la carga confluya o
fluya por una superficie cerrada § que limita el volumen:

a .

El primer miembro de (5.1) determina la velocidad del cambio de la carga
en el volumen, y el segundo miembro, la intensidad de corriente por la super-
ficie que limita el volumen. El signo menos significa que si la carga positiva den=:
tro del volumen disminuye, la densidad de corriente estd dirigida desde el volumen V.,
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Recordemos que sé considera normal positiva de las superficies cerradas la
normal exterior. Por comsiguiente, el vector dS en (5.1) estd orientado por la

normal exterior a la superficie (fig. 11).

Fig. 11 Fig. 12 _
En las superficies cerradas la Flujo del vector A a través de
normal exterior es la positiva la superficie

Divergencia. El concepto matemdtico de divergencia desempefia un papel
importante para describir los procesos, relacionados con la creacién, aniquila-
¢ién y conservacién de las magnitudes fisicas.

Sea un vector A (r, y, z) determinado.en todos los puntos del espacio.
Examinemos cierta superficie S (fig. 12). La integral

O, = i A.dS (5.2)

se denomina fluio del vector A por la superficie S. La causa de este nombre
consiste en lo siguiente: supongamos que haya una hoguera, cuyo humo tiene
una densidad p y una velocidad v en distintos puntos del espacio. Elijamos la
magnitud pv a titulo de vector A. Entonces la integral (5.2), tomando en consi-
deracién la fig. 10, define la masa del humo que atraviesa la superficie § en un
segundo. Semejante aplicacién para la carga eléctrica ya se utilizé en la igual-
dad (4.14). Por analogfa con (5.1), llegamos a la conclusién de que el flujo del
vector A por una superficie cerrada caracteriza la intensidad de la creacién o
aniquilacién de A dentro del volumen, limitado por la superficie. Asf, el flujo
del vector pv a través de la superficie cerrada caracteriza la intensidad de cre-
acién de humo dentro del volumen, limitado por una superficie cerrada. Seme-
jante interpretacién tiene la igualdad (5.1) para las cargas eléctricas. Puede
decirse que la integral (5.2) caracteriza la potencia sumaria de las fuentes del
vector A dentro del volumen.

La divergencia caracteriza la potencia de las fuentes y se determina por
lz férmula

f§ A.ds
: 5.3)
div A= lim 25 ___, (
av—o AV
donde AS es una superficie cerrada infinitamente pequefia que delimita un
volumen infinitamente pequefio AV.
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Hallemos la expresién para div A en coor-
denadas cartesianas. Para ello calculemos el flujo
del vector A a través de la superficie de un cubo
(fig. 13), cuyos lados son Az, Ay, Az y su centro
posee las coordenadas (z, y, z). Las coordenadas
de los centros de las caras son (z 4 Az/2, y, z);
(.1' ;] Mlgv Y 2)9 (x! y+ Ay'Jrz! ;)l {xl Y- ay‘!z! 5:)!
(=, y, z 4= Az/2), (z, y, z — Az/2). La expresion
x -~ subintegral de (5.3) en coordenadas tieme el

siguiente aspecto:
Fig. 13 A-dS = A.dS, + 4,dS, + 4,4dS,, (54

El flujo del vector a través de

la superficie de un cubo se redu- donde

ce a la suma de los flujos a tra-

vés de sus caras dS, = =dy dz; dS, = +dz dz; dS, = +dzdy,

(5:9)

con la particularidad de que el signe de estas magnitudes se determina por la
orientacién de la normal exterior a la cara respecto a la direccién positiva del
eje correspondiente. Por ejemplo, dS, por la cara derecha (z, ¥ + Ay, z) posee
un valor positivo, mientras que por la cara izquierda, negative. La integral por
la superficie del cubo se reduce a la suma de las integrales por sus caras.

Calculemos, por ejemplo, la integral por las caras perpendiculares al eje
Y. Enp estas caras dS, = 0, = #=dz dz, d§, = 0 y, por lo tanto, la suma
en el segundo miembro de (5.4{ se reduce a un sumando 4, d§,. Designando
. las dreas de las superficies de las caras AS, (la izquierda) y AS,, (la derecha),
escribimos:

L= & A-dS:jA,dSy+
ASUI+Asf3 a

5 4,d5, =

Aﬂ‘i

1’23
= j Ay (z, y—Ay/2, 5)dzdz+
4 vl

E] signo menos de la primera integral en el segundo miembro de (5.6) toma
en congideracién que la normal exterior a la cara izquierda AS,; estd orientada
hacia los valores negativos de y. Para los célculos posteriores representemos-4,
en forma de la serie de Taylor respecto a Ay:

Ay (2, y+ B2, 2)=A(z, y. 2)+ (Ay/2) 04, (2, y, 2)/9y + O [(Ap)*);
Ay @y — Ayl2, 3) = A (3, y, 2) — (By/2) 04, (=, y, D3y + OLAYP, (E7)

donde O [(Ay)*] son los términos del orden superior de pequefiez con respecto a
Ay. Sustituyendo (5.7) en (5.8), hallamos

Iy=ty | Bt dzda+0((AY), (5.8)
Ahy

j Ay (z, y+Ay/2, z)dzdz. (5:6)

ASpy
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donde se tuvo en cuenta que las ireas de las superficies A, y AS,, son iguales
y poseen las mismas coordenadas por los ejes X, Z.

La integral en (5.8) puede calcularse, ‘desarrcllando el integrando en seris,
considerando que z y z son las variables de la integracién y no las coordenadas
del centro de las caras. Si por x y z se toman las coordenadas del centro de las
caras, las variables se sustituyen ficilmente por las férmulas:

z—>z+4 & z—>z+4+ 1, dzdz— dtdn, (5.9)
24y (z, v, 7) 34y (z+e, v, 241) :
i 2D drdz= J It . dEdy, (5.10)
4 ¥ 4 v

donde z, z en el segundo miembro de (5.10) son las coordenadas del centro de
las caras, es decir, son constantes al calcular (5.10). La expresién 44 ,/dy puede
desarrollarse en serie respecto a §, 7!
04y (48, y, 24m) __ ddy(=, y, 2) 4
ay - dy

+'§ élﬂ.zz[lé:yﬂ'n z) =1 a‘-‘ty’;:éyy; z) +0(§2' T]z); {5‘11)

donde § y n varian al integrar desde 0 hasta +=Az/2 y +Az/2 y poseen, por lo
tanto, el mismo orden de pequefiez que Az y Az. Sustituyamos (5.11) en (5.10):

Ay (z+§, y+2+4n) _ 04 a4
J == dedn= gt | dean+ 55 | Edvan+

Yy Y
v A5, AS,

Gk i ndidn+ ... = LAz Ay Az 4 O[(A, (A2 (5.42)

Bz dy

AZy

Entonces para (5.8) obtenemos

;v=£ﬂ%_v-_i Az Ay Az+0[{Az Ay Az)?). (5.13)

De la misma manera calculemos los flujos que atraviesan los otros pares de
caras:

' A
<§)A-d5=(—"5‘—+%i+%-)AszAz+0[(A:cAydz)2]. (5.14)

Poniendo (5.14) en (5.3) y teniendo en cuenta que el volumen del cubo es
igual a AV = Az Ay Az, hallamos que .

div A=dl‘|£?0 —:ﬁ-—‘—-j- %%“_-4-—3-‘:1-}-0[(61 ﬂyAz}’]f(A:dyAz]} =

94, , 04 34
=Gty Se. 619
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— ya que el sumando, dependiente de {Ax Ay Az),
% se reduce a cero durante el paso al limite. La
férmula

.

LL [ javi] 1
7

dr ]

N
¥

div A= 242 +_‘;§ﬂ_+ %: | (5.16)

permite calcular la divergencia en coordenadas
cartesianas.

Férmula de Gauss—Ostrogradski. Esta fér-
mula relaciona la potencic de las fuentes con los
flujos de vectores que engendran y desempeiia un
papel importante en la teoria de la electricidad.
Dividamosel volumen V, delimitado por la super-
ficie § (fig. 14, a), en upa gran cantidad de
pequeiios volimenes AV,, cuyas superficies
son ASy.

La formula (5.3) puede represeatarse como

a)

b)

Fig. 14

Para la deduccién de la férmul ; s
e @iv A)aVi~ § A4S, (5.47)
aa,

donde (div A), significa div A en el i-8simo volumen. En {5.17) se ha puesto el
signo de igualdad aproximada puesto que a pesar de ser AV, pequefio, es finito.
Al disminuir ilimitadamente AV, la relacién (5.17) se hace exacta. Sumemos
ambos miembros de (5.17) respecto a todas las células del volumen V:

> (div A), AV, = D) @ A-dS, (5.18)
i as,

La suma del segundo miembro puede transformarse de la siguiente manera.

Las células adyacentes poseen una superficie comin de contacto. Todas las ¢é-
lulas interiores se encuentran en contacto por toda su superficie con las células
adyacentes. Por eso en la suma del segundo miembro de (5.18) la integral por
cada superficie dentro del volumen V participa dos veces como la integral de las
partes en contacto de las células adyacentes (fig. 14, b; dS, es opuesto a dS§;).
Dado que la direccion de las normales en cada uno de los pares de esas integrales
€8 opuesta, mientras que el vector A tiene un mismo médulo, los valores abso-
lutos de dichias integrales son iguales, pero tienen Signos contrarios. Por consi-
" guiente, la suma de esas integrales es nula, por lo tanto, en el segundo miembro
de (5.18) todas las integrales por la superficie de contacto de las células dentro
del volumen V se anulan, quedando sélo la suma de las integrales por aquellas
partes de las células en el limite del volumen V que no estin en contacto con
otras células. La suma de las 4reas de estas superficies exteriores de las células,
yacentes en el limite del volumen V, es el area de la superficie § que acota el
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volumen V. Por lo tanto,
IR A-dS:iA-dS. (5.19)
i 45

con la particularidad de que esta igualdad es exacta y vélida para cualquier
particion del volumen V en células AV,.

.El primer miembro de (5.18) para AV, —» 0 puede expresarse en forma de
una integral:
lim D) (div A); AV, = J div AdV. (5.20)

AV, =0 av,

Sustituyendo (5.19) en (5.18) y pasando al limite, obtenemos la férmula

édiv AdV:éA‘dS. (5.21)

que recibe el nombre de férmula de Gauss-—Ostrogradski. Ella vincula la in-
tegral por el volumen respecto a la divergencia del vector con el flujo de este vector
a través de la superficie cerrada que limita el volumen. En las matematicas se indi-
can las condiciones de aplicacién de esta férmula, que aqui no se citan, ya que
en la mayoria de las situaciones fisicamente reales ellas se cumplen automé-
ticamente.

Enunciacién diferencial del principio de conservacién de la carga. En la
-férmula (5.1) el volumen V y la superficie S no varian con el tiempo. Por lo
“ tanto, la derivada con relacién al tiempo en el primer miembro de (5.1) puede
introducirse bajo el signo de integral. Por otra parte, aplicando la formula de
‘Gauss—Ostrogradski, el segundo miembro de la igualdad puede transformarse en
la integral respecto al volumen:

a T,
W‘S pdV=‘S 2L 4v, gj-ds.=5 div j dv. (5.22)

Trasladando todos los términos de (5.1) al primer miembro y tomando en
consideracién (5.22), obtenemos

{ (+divj)ar=o. (5.23)
Et

Esta igualdad es valida para cualquier volumen. Es obvio que el integrando
es idénticamente igual a cero. La demostracién se lleva a cabo por reduccién
al absurdo. Si en cierto punto el integrando no es nulo, a titulo de V puede to-
marse un volumen pequeno en las proximidades de este punto, en cuyos limites
ol integrando conserva el signo. La integral respecto a esa zona no es nula, lo
que estd en contradiccidn con la igualdad inicial (5.23). Por esta razén, el in-
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tegrando es igual a cero en todos los puntos.

z

T Entonces

Nl 1 2 L divi=0. (5.24)
(= La igualdad (5.24) esla expresién del prin-
= h cipio de conservacién de la carga en forma dife-
i rencial y se denomina también ecuacién de con-
= tinuidad.

|~ = 1Qué demandas debe satisfacer un volumen fisico

\S = infinitamente uefio!
= 14 iPara qué condiciones puede hacerse uso del con~

cepto de distribucién continua de las cargas? jEs posible
siempre determinar la densidad voluméirica de la carga?
Citense ejemplos. &Psra qué condiciones puede emplearse
Fig. 15 la representacion de las cargas superficiales?

Para el célculo del flujo del ra- Qué relacién existe entre la direccién del vector de
dio vector a través de la super- densiéad de corriente y la direccién del vector de veloci-
ficie de un cilindre recto dad de la carga?

4 I&:, carga se conserva para todes los movimientos y autotransformaciones de los porta-
ores de carga.

La divergencia caracteriza la potencia de las fuentes. La lérmula de Gauss—Ostrogradski
enlaza la potencia sumaria de las fuentes en ¢! volumen con el flujo del vector, engendrado
por las fuentes, que atraviesa la sugerlicie ue limita el volumen,

La carga no es una substancia Indepe te de la materla, sino que es una de las pro-
pledades de ella.

¢Cuiles son los dos grupos de diferentes hechos que se describen por el concepto de con

servacion de la_ carga?
. ]f%uél es el sentido fisico de la igualdad, expresada por el teorema de Gauss—Ostro-
gradski '
¢Qué condicién debe cumplirse para que de la igualdad a cero de la integral se desprenda
la igualdad a cero del integrando?

Elemplo 5.1. Calcular el flujo del radio vector a través de la superficle de un cilindro
eircular recto (fig. 15). Realicese el cdlculo directamente y oplicando la férmula de Gauss—
Ostrogradski.

Coloquemos el origen de coordenadas en el centro de la base del cilindro y dirijamos el
eje Z a lo largo del eje del cilindro (véase 1a fig. 15). Entonces,

' dS= -d8 + .48 + -ds,
i r sljnf 4 5ss:p ‘ 9:§1 '

donde Syg51, Spup ¥ Siat son las reas de las bases inferior y superior del cilindro y de la super-
ficie lateral, respectivamente. Tenemos:

HS r.dS=0, S £-dS = hnad,
inf saup

. i P
ya que:para los puntos-en la superficie de las bases inferior y superior r-dS = r'dS cos (r, d5)=
=0, r+d8 = r-d§ cos (r, dS) = k-dS. Por fin, para la integral con respecto a la superficie
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lateral S r-dS = a-2nah; puesto que para los puntos en la superficie lateral ¢.d$ = g dS.

_ Siat
Por congiguiente,

j r-dS =3nath. (5.25)
5
Segiin el teorema de Gauss—Ostrogradski, -
5 r-ds 4 5 div r dV = 3rath, (5.26)
v

onde divr = 3, V = na®h (el volumen de un cilindro circular recto).

§ 6. Ley de Coulomb

Se examina la precision de las verificaciones experimentales de la ley
de Coulomb.

Verificaciones experimentales de la ley de Coulomb. La ley de Coulomb para
la fuerza F de interaccién de dos cargas puntuales q, y g, que se encuentran a
la distancia r, tiene la forma

1 g
P22, (6.1)
donde g, = 1/(4:-9-10°) F/m. Fue establecida por Ch.A. de Coulomb (1736—
1806) en 1785 midiendo directamente las fuerzas de interaccién entre los cuerpos
con carga, cuyas dimensiones eran mucho més pequefias que la distancia entres
ellos. La precisién de las pruebas no era grande. Sé6lo por razones generales, ba-
sadas en la analogia con las fuerzas de la gravedad, existia la seguridad de que
dicha ley era absolutamente correcta.

La ley de Coulomb (6.1) entra en el niimero de hechos experimentales prin-
cipales on los que se fundamenta la teoria de la electricidad. Las tareas més
importantes, cuya solucién atrajo los esfuerzos considerables de los experimen-
tadores, son la verificacion de su validez y determinacién de los limites de su
aplicacidn.

. Midiendo directamente las fuerzas de interaccién, es diffcil verificar la
ley (6.1) con gran precisién, ya que los experimentadores carecen de cargas pun-
tuales en reposo. Por esta razén, por lo general, se comparan las consecuencias
de la ley de Coulomb y los resultados de los experimentadores y, basindose en
esta comparacién, se deducen los 1imites de su aplicacién y precisién.

. La primera verificacidén de la ley se realizé en 1772 por H. Cavendish
(1731 —1810), 13 afios antes de ser descubierta ésta por Coulomb. Pero como Ca-
vendish no publicé su trabajo, perdié la prioridad del descubrimiento. Al ori-
ginal con la descripeién de sus experimentos se encontrd en los archives sélo
hacia el final de losafios 60 del siglo XIX. El método de Cavendish tenia gran
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empleo y en los dltimos afios permitié comprobar la ley de Coulomb con gran
precisién.

La tarea de la verificacién experimental se enuncia de la siguiente manera.
La ley de interaccién se representa asi

F = const/r**e, 6.2)

Se requiere hallar el orden de infinitud de o. Cuanto menos es | @ |, tanto
mas se aproxima la ley de interaccién a la de Coulomb. Por eso, el resultado de
la prueba se expresa como una restriccién a 1a de Coulomb. Por eso, el resultado
de la prueba se expresa como una restriccién a a: | & | << 6. La tarea del expe-
rimento consiste en definir el valor de §.

Método de Cavendish. Las cargas libres en un conductor homogéneo se
sitdan en su superficie. A primera vista parece ser consecuencia de la repulsién

Fig. 16 Fig. 17 ' :
Para la teorfa del método de Aparicion de la fuerza por
Cavendish parte de la capa esférica en los

puntos dentro de la esfera

de las cargas del mismo signo, a causa de la cual las cargas tienden a separarse
a las maximas distancias, dirigiéndose hacia la superficie del conductor. En
cambio, eso es incorrecto. Semejante situacién surge debido a que la fuerza de
interaccidn de las cargas puntuales disminuye inversamente proporcional al cuadra-
do de la distancia-entre ellas, y no conforme a otra ley. E

De la teoria de la gravedad se sabe que una capa homogénea esiérica de una
'substancia en cierta cavidad, rodeada por esta capa, no crea ninguna fuerza.
De aqui se desprende que si las cargas eléctricas puntuales actiian reciprocamen-
te porla ley de los cuadrados inversos de las distancias, la capa esférica de las
cargas no crea ninguna fuerza en esta cavidad.

" Supongamos que la carga esta distribuida uniformemente por la superficie
de la esfera con una densidad-superficial ¢ (fig. 16). Dentro de la esfera en el
punto P las cargas que se encuéntran en los.elementos de la superficie dS;
y d8;, crean fuerzas, dirigidas opuestamente, dF; =0 dS,/(4neyg?) vy dF, =
= o dS,/(4ney?). Partiendo de las-propiedades de las tangentes hacia los extre-
mos de la cuerda se deduce que los dngulos 8, y 8, entre las perpendiculares res-
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:a la‘cuerda y los elementos de la superficie 4§, y dS, son iguales. Enton-
! S, = d5j/cos ® y dS, = dS,/cosB. Por consiguiente, dF, = odS}/
(dnegricos B), dF, = o dS;/(4negrt cos 0), donde dS./r? = dQ, y ASJr: = dQ,
son-angulos s6lidos, bajo los cuales dS; y diS; se ven desde el punto P (son
és porsu construccién). Asi pues, lasfuerzasdF; ydF,, de igual médulo, estén
tadas en sentido opuesto,-como consecuencia de qué sus cargas en dS, y
ienen el mismo signo. Como resultado sucede la compensacién mutua de
fuerzas; pertenecientes a todos los pares de elementos superficiales, situados
en-sentido opuesto, y la fuerza total que actfia sobre la carga de prueba en el
punto; P, es nula. :

Si.a la esfera conductora se le comunica cafga, ésta se distribuye unifor-
memente por la superficie de la esfera debido a la simetria esférica. La ausencia
de‘cargas en el volumen se demuestra de la siguiente manera. Sea que dentro
de'la;esfera hayan ciertas cargas. Merced a la simétria esférica, su distribucién’
debe ser esféricamente simétrica. Examinemos cierta capa esférica de cargas.
Lag-cargas que se encuentran fuera de la cavidad, limitada por la capa esférica,
no:ejercen ninguna fuerza sobre las cargas de la capa. Sobre ellas actian sélo
las fuerzas de repulsién por parte de las cargas que se hallan dentro de la cavi-
dad; limitada por la capa esférica. Pero ello significa que la capa esférica de
cargas empezara a moverse desde el centro a la periferia. De esta manera, en el
caso de distribucién uniforme, no existen cargas dentro de la esfera conductora.

Otro caso es si la ley de interaccién se diferencia de la de Coulomb. En este caso
en:el punto P, por parte de las cargas o dS; y ¢ dS,, situadas en los elementos
superficiales dS; y dS,, actiian las fuerzas:

dF,=const d.f _:: = ———W:;:: Q, ia 5
Fy ry (6 3)
- dS,0 _ const-o 1 <
dF,=const Fa =042 =
cuya resultanta es
1 1
F=A[— —— 4
AF=4( = r:,‘) (6.4)
no es nula. En la férmula (6.4) 4 significa los mismos factores antes de 1/r% y

1/r® en (6.3).

La existencia de la fuerza AF conduce a que sea posible la distribucién
uniforme de las cargas por todo el volumen de la esfera conductora, ya que sobre
la carga dentro de ia esfera actiian fuerzas no sélo por parte de las capas esféri-
cas interiores, sino también de las exteriores, con la particularidad de que el
caricter de su acci6n depende del signo de e.

Examinemos el caso cuando o > 0. La fuerza que ejerce la carga (¢ > 0),
situada respecto al punto P (fig. 16) en el elemento superficial més alejado, es
interior a la que existe por parte de la carga gue posee el elemento superficial
més préximo. Por lo tanto, 1a fuerza estd dirigida hacia el elemento superficial
més alejado. Sumando todos los pares posibles de elementos superficiales, 1le-
gamos a la conclusién de que la resultante F estd orientada hacia el centro O
(fig. 17). Por consiguiente, dentro de la esfera de radio OP puede crearse una



48 Capfiulo 1, Cargas, campos, fusrzas.

distribucién de la carga tal, que la fuerza en el
punto P, originada por esta distribucién, com-.
pense la fuerza por parte de las cargas en :las
capas esféricas exteriores. Debido a ello, la capa-
de cargas en la esfera de radio OP puede hallarse
en equilibrio. Es necesario elegir la distribucién
de la densidad de las cargas segin el radio, para
Fig. 18 que en cada punto dentro de la esfera la fuerza
Método de Cavendish para veri- Sea nula, Semejante distribucién serd de equili-
ficar la ley de Coulomb brio. Asi pues, para « >0 en la esfera conduc-

tora con carga éstas existen no sélo en la super-
ficie como para a = 0, sino también en el volumen. Una deduccién semejante
se hace para a < (), Puede efectuarse un célculo matematico méas detallado
y hallar 1a carga en el volumen como funcién de «. El método de Cavendish
consiste en la medicién de la carga en el volumen de la esfera y el posterior
calculo del valor de a.

A la esfera conductora (fig. 18) se le acerca una envoltura esférica conducto-
ra separable que consta de dos semiesferas. Al colocarla encima de la esfera,
el sistema adgquiere carga eléctrica. Luego la envoltura se quita de la esfera
mediante unas manecillas aislantes y se investiga la carga que quedé en ella.

§i es vilida la ley de Coulomb, toda la carga debe estar en la envoltura y eli-
minarse con ella. La carga que queda en la esfera es igual a cero.

81 existe cierta desviacién de dicha ley, parte de la carga se concentra én el
volumen de la esfera y parte de ella estd en la envoltura. Después de quitar la en-
voltura, en la esfera queda cierta carga. Determindndola, puede estimarse . Claro
que en los ensayos no puede medirse directamente la carga, sino los potenciales,
lo que no cambia el quid de la cuestién.

Cavendish obtuvo que |« | << 0,02. Aproximadamente, cien afios més
tarde Maxwell realizé las mismas pruebas, obteniendo |a | << 5.10-%. En 1971
el método de Gavendish fue perfeccionado. El experimento se llevaba a cabo
no en ¢l régimen estitico, sino que con ayuda de potenciales que varian con el
tiempo. El dispositivo consta de dos esferas conductoras concéntricas. A la
exterior se le suministraba una tensién alterna de +-10 kV respecto a la Tierra.
En caso de desviarse de la ley de Coulomb, el potencial de la esfera interier debe
variar respecto a la Tierra. Los investigadores podian detectar una diferencia
de potencial inferior a 1 pV. Ellos no encontraron oscilaciones del potencial:
en laesfera interior; lo que permitié tomar |« | << | 2,6 == 3,1 [-10-™.

+ Bstos: ensayos han confirmado, con.una precisién extremadamente grande in-
* dicada, la ley de Coulomb para las distancias desde varios milimetros hasta dece--
nas de centimetros, -

Verificacién de la ley para distancias grandes. Resulta dificil ya aplicar
el método de Cavendish para verificar la ley de:Coulomb para distancias, igu-
ales a varios metros y mas..Para esas distancias se utilizan métodos indirectos, "
cuya.argumentacién yace. fuera de los mdargenes de la teoria cldsica delaelec-
tricidad. Se hace uso de las representaciones cudnticas sobre la interaccién de-
lag particulas, teniendo en cuenta sus propiedades ondulatorias. Cada interac~
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¢ién se determina por un tipo concreto de particulas. La ley de interaccién de-
pende de las propiedades:de las particulas que determinan la interaccién y en
primer lugar, de su masa. Si la masa en reposo de las partfculas responsables
de'larinteraccién, es nula, la fuerza de interaccién es inversamente proporcional
ol .cuadrado de las distancias y el potencial de interaccion es inversamente pro-
porcional a la distancia. Pero si las particulas que ejercen la interdccién, poseen
una masa en reposo diferente de cero, el potencial varia segin la 'ley ~
~(1/r) exp (—pr), donde p depende de la masa -en reposo de las particulas,
Siendo la masa en reposo nula, p es iguel a cero y el potencial varia inversimen=
te proporcional a la distancia como debe ser para 1a ley de Coulomb y la ley de’
la grayitacién de Newton. Segin las representaciones actuales, las interacciones.
electromagnéticas estdén determinadas por los fotones. Por esta razdn;la.cuéstién
sobre.la validez de la ley de Coulomb se reduce a la cuestion sobre la igualdad a cero
de-la. masa en reposo de los fotones.

Todas las particulas, ademds de propiedades corpusculares, poseen pro-
piedades ondulatorias. La energia g, de los fotones estd relacionada con Ia
frecuencia y la masa mediante las relaciones: g = At y 819 = myc?, donde
R:=1,05-10"% J.s es la constante de Planck y m,, la masa del fotén. Esta
ultima es mayor que la masa en reposo si es que el fotén la tiene. Por eso, hallan-
do el limite superior de m,, encontramos la restriccién para la masa en reposo
del fotén. Al demostrar de modo experimental la existencia de ondas electro-
magnéticas de una longitud suficientemente grande, puede afirmarse que el
valor de m, es bastante pequefio. Si se lograse demostrar la existencia de ondas
slectromagnéticas de una longitud infinita de onda, se podria afirmar que la
masa en reposo del fotén es nula y, por lo tanto, es vilida absolutamente la ley
dé' Coulomb.

Las ondas electromagnéticas mas largas, que se logra observar en la actua-
lidad, se forman como ondas estacionarias en el espacio entre la superficie
terrestre y la ionosfera. Se denominan resonancias de Schumann. La resonancia
minima de Schumann corresponde a la frecuencia v, = 8 Hz. Basidndose en
esto y teniendo en cuenta la distancia entre la superficie de la Tierra y la ionos-
fera, asimismo las condiciones de formacidn de las ondas estacionarias, para la
masa del fotén obtenemos m, < 10-%® kg. Dicha estimacién muestra que la ley
de-Coulomb se cumple con una precisién extremadamente grande, ya que la
desigualdad | & | < 10-'® equivale a m, <C 10~%° kg.

Se han llevado a cabo experimentos relacionados con la investigacién del
gam;i’o magnético mediante los satélites en el espacio circunterrestre. Estas
prusbas permitieron determinar la precisién con que se cumple la ley de Cou-
lomb a grandes distancias. Se ha establecido que la ley de Coulomb se cumple
con una precisién muy elevada hasta las distancias del orden de 10° m. No hay duda
alguna de que también a mayores distancias se cumple la ley de Coulomb, a pesar
de-que-no se llevaron a cabo verificaciones experimentales directas.

YVerificacién de la ley para distancias pequefias. La ley de Coulomb a peque-
fias distancias se comprueba en los experimentos de la interaccién de las parti-
culas elementales. Ya los ensayos de Rutherford permitieron sacar la conclusién
de que la ley de Coulomb es vdlida con gran precisién hasta las distancias de
f~01444
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hasta 10" m. Los experimentos posteriores de la dispersion eldstica de los electro-
nes parae las energias de varios miles de millones de electrén-voltios mostraron que
la ley de Coulomb se cumple hasta las distancias de 10~'" m.

Para interpretar dichos experimentos se utiliza la electrodinimica cudn-
tica.

Interpretacién de campo de la ley de Coulomb. Antes de aparecer los tra-
bajos de Faraday, la ley de Coulomb se interpretaba partiendo de la accién
a distancia, o sea, se consideraba que un cuerpo actia sobre otro sir intermedia-
rios. Por esta razén, ese concepto tenia el nombre de accién a distancia. En la pri-
mera mitad del siglo XIX surgi6 otro punto de vista del mecanismo de interac-
cibn, conforme al cual la interaccidn entre los cuerpos se efectiia sélo mediante una
stransmisidn de fuerzasy continua g través del espacio entre los cuerpos. Semejante
idea recibi6 el nombre de concepto de accién a corta distancia. Dicho concepto
fue introducido en la ciencia por M. Faraday (1791—1867) en varios trabajos,
publicados en el periodo de 1831 a 1855. 4 la par con la idea sobre la accién a
corta distancia, en la ciencia aparecié el concepto de campo como intermediario
que efectiia la interaccién. Primero las funciones de intermediario se le atribufan
al medio que ocupa todo el espacio, recibiendo el nombre de Fter. El estado
del éter se caracterizaba por determinadas propiedades mecénicas, tales como la
elasticidad, tensién, el movimiento de unas partes del medio con relacién a
otras, etc. Segln esta interpretacién, la fuerza que actiia sobre el cuerpo, es
consecuencia de la interaccién del cuerpo con el medio en el punto donde se
encuentra el cuerpo. Asi pues, el mecanismo de interaccién se enuncia como rela-
ciones locales. En 1861—1862 Maxwell (1831 —1879) intent6 enunciar este cuadro
mecdnico de transmisién de las interacciones desde el punto de vista matema-
tico. El quiso representar las fuerzas de interaccion electromagnética como fuer-
zas mecdnicas, determinadas por las tensiones y presiones en el éter. Luego pasd
a la enunciacién fenomenoldgica de la interaccién, caracterizando el estado del
medio con ayuda de log vectores E, D, H, B, a los que, sin embargo, no se les
da ninguna interpretacién mecinica. Hay que sefialar que Maxwell no excluia la
posibilidad de la interpretacién mecédnica de las ecuaciones fenomenolégicas. En
1864 el cientifico formuld las ecuaciones del campo electromagnético (las ecua-
ciones de Maxwell)., Ulteriormente se aclaré que no se podia aplicar al éter pro-
piedades mecénicas y hablar sobre el movimiento con relacién al éter. Se esfumé
la esperanza de la interpretacién mecdnica de las interacciones electromagnéticas.
Sin embargo, la ideg de la formulacidn local de la interaccidn y la necesidad de que
ezista en el-éspacio un campo que efectie dicha interaccién, se conservaron. El cam-
po se: convierte en una esencia primordial y se caracteriza por magnitudes que no
pwdm interpretarse-en los mdrgenes-de las représentaciones mecdnicas. Esta afir-
maci6n en una.forma mas precisa fue enunciada en1889 por Hertz (1857-—1894)
que descubrid: expanmentalmanta ‘las ondas electromagnéticas y formulé las
ecuaciones de Maxwell para el vacio en la forma actual. Esté clare que el campo.
existe en el espacio.y el tiempo a la par con la materia en forma de atomos. mo-
léculas, ete.

Por lo tanto, el campo es también una forma de 1a materia que posee carac-
teristicas, propias para cada materia, a saber: impulso, energfa, etc.
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Campo eléctrico. Designemos: F,;, la fuerza que ejerce la carga g, sobre
la carga gq; F,y, Ia fuerza por parte de la carga g, sobre la carga gp; fys ¥y Iy,
los vectores, trazados desde el punto de estancia de la primera carga hacia el
punto donde esta la segunda carga y viceversa. Conforme con ello, escribamos
la-ley de Coulomb en la forma:

N O W
F,= ey 13 s 72 (a) (6:5)

I,
L g. (b)

1
P e i
M7 Iney, 13, o

Estas dos férmulas son diferentes por su contenido fisico y determinan las
fuerzas que actiian sobre la segunda carga y la primera en el punto de su estan-
cia, es decir, describen las fuerzas en distintos puntos espaciales. Pero el meca-
nismo de aparicibn de estas fuerzas es igual. Las cargas g, y q, crean un campo
eléctrico en el espacio que los rodea, el cual se caracteriza por la intensidad E. La
intensidad del campo es un concepto local y tiene un significado determinado en
cada punto del espacio. Se llama intensidad del campo eléetrico en un punto la
magnitud, igual a la relacién entre la fuerza con que el campo actia sobre una car-
ga positiva, colocaga en el punto dado del campo, y la carga. En cambio, de agqui
no se desprende que para medir la intensidad del campo es suficiente colocar una
carga positiva en cierto punto del espacio y medir la fuerza que actia sobre ella,
. En muchos casos la introduccion de la carga en el punto dado va acompaniada
“de una intensa variacion de la intensidad del campo eléctrico en el punio y el re-
sultado de la medicidn suele ser alierado (véase el § 7).

Teniendo en cuenta lo dicho, las férmulas (6.5) pueden representarse como

1

E=gr it (a) Fu=Fy=gqF, (b) (6.6)
1

E=f it (@) Fu=Fo,=gF, (b) (6.7)

La férmula (6.6a) describe la intensidad del campo eléctrico, formado por
la carga puntual ¢,, mientras que la férmula (6.6b) caracteriza la fuerza con la
que el campo de intensidad E, actia sobre la carga que se encuentra en un punto
del campo. El mismo sentido tienen las férmulas (6.7).

Asf pues, la accién de una carga sobre la otra se divide en dos etapas:

1. La carga puntual ¢ crea en el espacio que lo rodea un campo eléctrico,
cuya intensidad

E(h=2- 1L (6.8)
4neg r* r ! i
donde r es el radio vector, trazado desde el punto de estancia de la carga hasta
el punto donde se determina la intensidad (fig. 19).
.~ 2. La carga puntual g que se halla en el punto del campo con intensidad
E, se somete por parte de este campo a la accién de la fuerza

F = gE. (6.9)
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Elg >0) La enunciacién de la segunda etapa de interac-

! i cién, expresada por la férmula (6.9), es local: la

Elg 4‘0'/ /" intensidad E, 1a carga ¢ y la fuerza F se determi-

r nan en un mismo punto. La formulacién de la pri-

mera etapa de interaccién, expresada por la férmula

(6.8), no es local: la intensidad E en el primer

miembro de (6.8) depende no sélo del punto donde

se define, sino también del punto de estancia de

L la fuente del campo. Con otras palabras, (6.8) es
la relacién entre las magnitudes que se refieren

Fig. 19

Interpretacién de la ley de Con- a diversos puntos del espacio, es decir, tfene

lomb respecto al campo cardcter no local. La enunciacién local se da
enel §13.

Sobre los limites de aplicacién de la concepcién cldsica de campo. Antes
se supuso C{ue la intensidad E varfa continuamente y lo suficiente suave en el
espacio y el tiempo. En cambio, en los mérgenes de las representaciones cuinti-
cas la fuerza de interaccion entre los cuerpos con carga sutge como consecuencia
del intercambio de fotones. De agui se desprende el cardcter discreto de la inte-
raccién. Pero eso significa que la intensidad E no puede interpretarse como una
magnitud continua que varia suavemente en el espacio y el tiempo. Se pregunta:
¢paraqué condiciones puede considerarse continua a pesar de todo? Esté claro que
eso puede realizarse sélo a condicién de que la accidn de cuantos aislados es pequenia en
comparacién con la accidn total, o sea, cuando los fendmenos en cuestidn dependen
de la accibn simultdnea de una cantidad inmensa de cuantos. Semejante situacion se
encuentra con mucha frecuencia. Por ejemplo, una bombilla de 200 W de poten-
cia g ladistanciade2 m da un flujo de fotones de luz visible aproximadamente
igual a 10" fotones/{cm?.s). El 4rea de la pupila del ojo es muchoe menor que un
cm? sin embargo, la cantidad de fotones que llega al ojo en el transcurso de 1 s
es muy grande. Por esta razdn, el flujo de fotones se percibe como continuo. En
cambio, disminuyendo la intensidad luminesa, puede lograrse una posicién en
la que al ojo llegue sélo una cantidad pequefia de fotones por segundo. En con-
diciones especiales el ojo puede percibir fotones aislados en forma de relimpa-
gos separados. En este caso ya es imposible utilizar el concepto de flujo continuo
de luz. Las estaciones de radio de la gama de ondas ultracortas en la URSS
funcionan en frecuencias de 60 . . . 70 MHz. A la distancia de 10 km semejante
estacion de-200 W de potencia emite un flujo dé unos 4-10™ cuantos/(cm?.s), lo
que corresponde a la densidad de 104 cuantos/cm®. Por lo tanto, en un volumen
igual al cubo de la longitud de onda (=64 m?) se encuentran mas de 10! cuan-
tos de emision. En estas condiciones es también dificil fijar el campo de un
cuanto aislado. En aquellos casos cuando la accién de los cuantos aislados no
so manifiesta, puede utilizarse la descripcién clisica. Ello es posible si la can- -
tidad de cuantos es grande, mientras que el impulso de un cuanto es pequefio -
en comparamon con el impulso del sistema material, Por e;amplo. la radiacion .
de un 4tomo aislado no se puede examinar desde el punto de vista cldsico, puesto °
que la cantidad de fotones antes de la radiacién era nula y después de ella existe
s6lo un fotén.
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Si‘ze cumple estrictamente la leY de Coulomb, la'carga de la esfera conductora se distri-
ggyapo;isu superlicie. Al desviarse'de la ley de Coulomb, la carga existe también en el volumen

e la eslera, b AL =
La representaciin de la interaccién continua clésica es vélida sélo a condicién de que

Iaacelén de cuantos {fotones) aislados €s pequeiia én corparacién con la accién total, es decir,
cuando el fendémeno en cuealién'de;r;nde' de la participacién simultdnea de una inmensa cantidad
de cuantos f cuando la accién-de cuantos aislados mo se manifiesta. -

La deliniclén de la intensidad del campo eléetrico no estd ligada con la pequeiiez de las

cargas de prueba,

¢Bn qué ley fisica se funda el método de Cavendish para verificar la ley de Coulomb?
{Cuél es la precisién de 1a verificacién de la legr de-Coulomb usando el método de Cavendish,
pero. con- procedimientos. modernos? ¢Para que distancias son vélidas estas pruebas? -

. aPEn qué consiste el método de verificacion de la._-lei? de Coulomb para distancias. gran-

des? ¢Para qué distancias existen Tesultados directos de la verificacién? ;Cuales son?’

4En qué se basa la verificacién de la validez de la ley de Coulomb para distancias muy
pequeiias? jCudles son los resultados de la prueha?

¢En qué se diferencian los conceptos de campo electromagnético y de éter?

§ 7. Principio de superposicién

Se analiza el contenido fisico del principio de superposicién y se discu~
ten los limites de su aplicacién.

Principio de superposicién para la interaccién de las cargas puntuales. Las
fuerzas de interatcidn de dos cargas aisladas puntuales se definen mediante la
ley de Coulomb (6.1). ¢Cambia esta fuerza si en las proximidades de dos cargas
en interaccién existe otra carga puntual mas? Para que el interrogatorio tenga
un sentido univoco es necesario precisar lo que se comprende por fuerzas de
interaccion de dos cargas en presencia de una tercera (3e supone que todas las
cargas son inméviles).

8i por fuerzas de interaccién se comprende la fuerza dirigida a lo largo de
la linea que une las cargas en interaccidn, estas fuerzas dependen de la tercera
carga y, ademdés, no satisfacen la demanda de la igualdad de la accién y reac-
cién. La dificultad consiste en que la fuerza que actiia sobre la carga, puede me-
dirse, pero no estd claro como diferenciar la aportacién de distintas cargas en
dicha fuerza. Sin embargo, la tercera carga puntual no se diferencia en nada de
las dos cargas en cuestién y todas las tres son equitativas. Por esta razén, puede
cambiarse el planteamiento de la pregunta. Existen tres cargas en interaccién.
Lag fuerzas que actdan sobre cada una de las cargas son magnitudes que se mi-
den experimentalmente. La ley de adicién de las fuerzas-segiin.la regla del pa-
ralelogramo se conoce. Se pregunta: ¢es la fuerza a medir, que actiia;sobre cada
una de las cargas, igual a la suma de las fuerzas que ejercen las otras dos cargas
si estas fuerzas se calculan conforme a la ley de Coulomb (6.1)? Sedialemos que
aquf se trata de la medicién experimental de la fuerza y el céleulo ‘matemdtico
de las fuerzas segiin la ley (6.1) y su adicién, aplicando lz regla del paralelo-
gramo. Semejante planteamiento tiene un sentido hien determinado y su res<
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puesta puede obtenerse del experimento, Las
¥ investigaciones mostraron que lz fuerze a medir
es siempre igual a la suma de las fuerzas calcula-
das por la ley de Coulomb, que ejercen dos cargas.
Ese resultado experimental se expresa en forma
de las siguientes afirmaciones:
95 a) la fuerza de interaccién de dos cargas pun-
tuales no varfa, en presencia de otras cargas;
b) la fuerza que actiia sobre una carga pun-
tual por parte de dos cargas puntuales esigual

Fy

&

7 a la suma de las fuerzas que actiéan sobre ella por
parte de cada una de las cargas puntuales en ausen-

Fig. 20 S cia de la otra.
Princfplo de superposicién Esta afirmacién se denomina principie de

superposicién y refleja un hecho experimental
que forma uno de los cimientos de la teoria de la electricidad. Este es tan
importante en la teorfa de la electricidad como, por ejemplo, la ley de
Coulomb. La generalizacién para e caso de muchas particulas es evidente.
Enunciacién con relacién al campo del principio de superposicién. Exami-
nemos la fuerza F,;, que actiia sobre la carga puntual g, habiendo otras dos
cargas ¢, ¥ ¢, (fig. 20). Designemos por F,; y F,4 las fuerzas que actan sobre la
carga ¢ por parte de las cargas g, y ¢, cuando no existen las cargas ¢, y ¢,. El
principio de superposicién afirma que

Fy = Fy; + Fo. (7.1)
Designemos por E,; y E,; las intensidades del cai:npo eléctrico, creado por

las cargas g, ¥ ¢, en el punto con carga g, en ausencia de la carga ¢, 04, respec-
tivamente. Por la férmula (6.9) tenemos:

Fia = q:Ei5,  Fys = B (1.2)
Escribamos la expresién (7.1) de nuevo:
Fyg = ;?aEn + g5Eqs- (7-3)

La fuerza en el campo eléctrico surge como consecuencia de la accién del
+tampo sobre la carga. Porlo tanto, la fuerza F, en (7.3} testimonia la présencia
de un:campo-eléctricoren el:punto.donde se halla la'carga g;. Este campo posee
una- intensidad ‘E, que-determina: la mencionada fuerza [véase (6.9)], o sea,
. - " Fy = gqE, (7.4)
Sustituyendo (7.4) en (7.3) y reduciendo la expresién obtenida por el facto
comun ¢,, hallamos  * ' '

' .' E; = E;; + E,, (1.5)

'La igualdad (7.5) es la enuseiacién respecto al campo del principio de
superposicién: la intensidad del campo de do§ cargas puntuales es igual a la suma
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d& las intensidades que crea cada una de las cargas en ausencia de la otra. Dicha
enunciacidn es local, ya que todas las magnitudes se refieren a un punto del
espacio.

La generalizacién para el caso de muchas cargas es evidente:

E=3E, (1.6)

es decir, la intensidad del campo de cualquier niimero de cargaes puntuales es igua
a la suma de intensidades de los campos, creados por cada una de las.cargas puntu
ales en ausencia de las demds. . . PR

Cargas de prucba. De. la definicién de la intensidad del campo eléctrico
se deduce que su medicion de reduce a la medicién de la fuerza que actiia sobre
la carga puntual. Esta carga puntual, con cuya ayuda se determina la intensi-
dad, se denomina carga de prueba. Surge la pregunta sobre el valor de la carga
de prueba. Si se supone que todas las cargas puniuales, cuye intensidad sumaria
del campo se calcula, estdn fijas en los puntos del espacio, la carga de prueba puede
ser cualquiera. Pero sin embargo, si las cargas puntuales no estin fijas en el
espacio, la carga de prueba, actuando sobre estas cargas, puede desplazarlas a
otros puntos del espacio. En este caso se hallaréd no la intensidad que habia en
el punto de estancia de la carga de prueba para la posicién inicial de todas las
cargas, sino otra intensidad que surge como consecuencia del desplazamiento
de las cargas a una nueva posicion, infinidas por la carga de prueba. Para evitar
eso hay que disminuir la influencia de la carga de prueba sobre las cargas que
¢rean el campo a investigar. Por esta razéun, la carga de prueba debe ser suficien-
temente pequefia. En cambio, s necesario sefialar que esta demanda no tiene
rélacién alguna con el principio de superposicién, solo asegura la observacitn de
las condiciones para las cuales la intensidad del campo a investigar no varia esen-
cialmente al medirla.

Limites de aplicacién del principio de superposicion. Como testimonio
experimental de la validez del principio de superposicién sirve la concordancia
entre las deducciones obtenidas mediante dicho principio y las resultados de los
ensayos. Se ha establecido que el principio de superposicién se observa incluso
hasta intensidades muy elevadas de los campos. Toda la practica ingenieril confirma
bien su validez para las intensidades de los campos de varios millones de veoltios
por metro (electrotecnia, aceleradores, descargas de alta tensidn, etc.). En los
dtomos y nidcleos existen intensidades de campo mucho mayores. En las orbi-
tales de los electrones en los atomos son iguales a E = 10 ... 10" V/m.
Las diferencias de los niveles energéticos de los dtomos, calculadas conforme al
principio de superposicion, se confirman experimentalmente con un grado ele-
vado de exactitud (el error relativo es no mas de 10-%). Esto significa que a in-
_ tensidades de los campos interatémicos, el principio de superposicién se observa
también con gran precisién. En la superficie de los nicleos pesados las intensi-
.- dades alcanzan valores enormes (E = 10** V/m). Los datos experimentales
/" tpstimonian gue para estas inmensas inténsidades se cumple también el prin-
. cipio de superposicion. Sin embargo, en esle caso se ponen al descubierto otros
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efec'toa, a saber: para la intensidad de unos 10*® V/m surge la polarizacién del
vacio como consecuencia de la ?aricién de los pares electrén-positrén. Ello
conduce & una no linealidad cuéntica de interaccion.

La fuerza de interaccién de dos cargas puntuales no varia en presencia de otras cargas,
mientras que la fuerza de interaccion de los cuerpos cargados, en g 1, bia en presenria
de otros cuerpes con carga.

La carga de grueha se supone ser suficientemente pequefia. Pero esta demanda no tiene
nada que ver con el principio de superposicién que permanece siendo vélido para cualesquiera
valores de la carga de prueba.

_ ¢Por qué la fuerza de interaccién de dos cuerpos cargados cambia, en general, en pre-
senicia de un tercer cuerpo con carga?
¢Iniringe esto el principio de superposicién?
. ., é¢Qué hechos experimentales permiten juzgar sobre la validez del principio de superpo-
sicién Incluso hasta intensidades muy elevadas del campo eléctrico?

§ 8. Campo magnético

Se analize la naturaleza relativista del campo magnético. Aplicando
las transformaciones relativistas, de la ley de Coulomb se deduce la ley
de interaccidn de conductores paralelos.

Necesidad de la aparicién de un campo magnético durante el movimiento de
las cargas. La interacei6n de las cargas inméviles puntuales se describe total-
mente por la ley de Coulomb. En cambio, la ley de Coulomb resulta ser insuficien-
te para analizar la interaccidn de las cargas en movimiento, con la particularidad
de que semejante deduccién se desprende no de las peculiaridades concretas de
la interaccién de Coulomb, sino que se determina por las propiedades relativis-
tas del espacio y el tiempo y las ecuaciones relativistas del movimiento.

Esta afirmacién se deduce, en principio, de las siguientes consideraciones.
La ecuacidén relativista del movimiento

dp/dt = F 8.1)

es invariante y tiene la misma forma en todos los sistemas inerciales de coordena-
das;"en particular, en el sistema de coordenadas XK' que se mueve de modo uni-
forme 'y fectilineo respecto a K: '

o ' ' dp'/dt’ = F'. 8.2)

. "Lasletras con tildes sefialan las magnitudes, referentes a X', Los primeros
miembros: de ‘estas ‘ecuaciones estdn compuestos de‘magnitudes puramente
mecénicas, cuyo comportamiento al pasar de un sistema de coordenadas a otro,
$e conoce. Por lo tanto, mediante cierta férmula- pueden relacionarse los pri-
meros mismbros de'las scuaciones (8.1) y (8:2). Péro entonces resultan enlazadas
entre si 1as fuerzas'que se encuentran en el segundo miembro de estas ecuaciones.
La ‘exigencia ‘de una-invariacién relativista de la ecuacién. de movimiento de-




-§ 8, Campo magnético BT

termina la existencia de semejante enlace: Dado
que en los primeres miembros de las -ecuaciones  dF* s
{8.1) y (8.2) participan las velocidades, sacamos Et{ 4

la conclusién de que la-fuerza de interaccion de So

las cargas en movimiento depende de lavelocidad  9Fx “x\

y <o se reduce a la fuerza de Coulomb. De esta . ‘\m
manera se demuestra que la inferaccion de las = B
cargas en movimiento se efectia no sélo por la . 0 , et X7
fuerza coulombiana, sino. que tambien por una fuer- A

Za de otra m‘ita}_m!_ez’a,‘ denominada magnética. La e B
existencia de la fuerza mdgnética se aclara del Fig. 21
siguiente ejemplo de interaccién de las cargas. m?rai}:i%ﬂiﬁiedfn?c:‘:gz;uﬁ
..~ Interaccién entre una carga puntual'y unhilo  tual y un hilo- cargado -recto
infinito recto con carga. Claro estd que la interac- infinito |
cidn 'm4s sencilla de dos cargas puntuales que estén
en reposo en el sistema de coordenadas K’, es la de Coulomb. Sin embargo, en
otro sistema de coordenadas K, que se mueve respecto a X', estas cargas se mue-
ven con lag mismas velocidades y su interaccién se complica, ya que debido al
movimiento de las cargas, el campo eléctrico en cado punto del espacio es varia-
ble. Poreso es conveniente elegir una situacién que sea lo suficiente sencilla tanto
en el sistema de coordenadas X', donde las cargas estdn en reposo, como también
en el sistema de coordenadas K, en el que ellas se mueven. La interacci6n entre la
carga puntual y un hile recto infinito con carga resulta ser relativamente sencilla.
“ "En el sistema de coordenadas X’ el hilo estd en reposo y se orienta a lo
largo del eje X” (fig. 21). La carga puntual g estd situada en el sje ¥ aladis-
tancia y, del hilo. Designemos por S, el 4rea de la seccién transversal del hilo,
condgiderando sus dimensiones lineales muy pequefias en comparacién con la
distancia hasta la carga puntual. Si la densidad volumétrica de la carga es p’,
en el elemento de longitud dz’ del hilo se encuentra una carga dg’ = p'S;dz’".
Para mayor precisién suponemos que la carga del hilo y la puntual son posi-
tivas. Entonces las fuerzas que actilan sobre la carga puntual por parte de la
carga en el elemento del hilo, estdn orientadas asi como se muestra en Ia fig, 21.
Segin la ley de Coulomb
,__ gp'Side’
T T
dneg (4" -+=x'%)
F: qp'S; dz’ (8.3}
= RS ST Sen @,
hmeg (yo°+2'%)
Tomando en consideracién que cos o = —z'/ (;® -+ 2'%) ¥2, sen & =
=yl (g + z'*) V%, para las proyecciones de la fuerza obtenemos
g 3 z' dz’
F;m__ﬁ 5 (y;'ZJ._:Jg}a;g *

4ney
oo (8.4)

cosa,

Fr— 3'Sevi j dz’
R T
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La primera integral es nula, ya que en el integrando se encuentra una
funcién impar, mientras que para calcular la segunda integral es necesario
sustituir las variables: z' = —y,cot ¢, dz’ = y/da/sen’a, 1 + cota =
= 1/sen’z. Entonces

n

S sen & dag = 2258 (8.5)
(1]

Fi=0, Fj= il

0’ Sa
4;18

Ademads, F; = 0. Tomando en consideracién que en el momento dado la
carga estd en reposo y designando por m, la masa del portador de la carga, obte-
nemos para la aceleracién de la carga en el sistema K’ las siguientes expresiones:

ay =0, a = Fy/m, = qp'Sy/ Cneyy;mo), a = 0. (8.8)

Examinemos ahora esta misma interaccién en el sistema de coordenadas X
que se mueve respecto al sistema K’ con una velocidad v en direccion de los
valores negativos del eje X’. Orientemos el eje X a lo largo del hilo de tal ma-
nera que su direccién positiva coincida con la direccién positiva del eje X’
y consideremos que el mencionado sistema es inmévil. En el sistema de coorde-
nadas K el sistema K', el hilo y la carga se mueven en dlrecclén de los valores
positivos del eje X con una velocidad v.

Calculemos la fuerza de repulsién coulombiana que ejerce el hilo en movi-
miento sobre la carga que se desplaza. Dado que la carga es invariante, la carga
puntual -g es invariable. Debido a la reduccién de las escalas en movimiento,
cada metro de longitud del hilo que se desplaza posee mayor cantidad de cargas
que un metro de longitud del hilo inmévil, o sea, la densidad de las cargas del
hilo en movimiento es mayor que del inmévil. En los célculos anteriores la
densidad de las cargas del hilo inmdvil se designé por p’. Por eso la densidad de
las cargas en ol hilo en movimiento en el sistema X es igual a

p=p/V 1=1%c?, (8.7)

donde Y1 — v%/¢ tiene en cuenta la variacién relativista de las escalas en movi-
miento. Todos los cilculos posteriores son totalmente andlogos a los que se
han hecho para el hilo en reposo. Dado que las longitudes permanecen constan-
tes en direccién perpendicular a la velocidad v, el drea de la seccidén transversal
del hilo en movimiento y ladistancia entre. el hilo y la carga puntual quedan
1nvarmbles Por esta razon, én lugar de.(8.5) obtenemos:

f:c S, 0 !y ?Psof (Znsoyo)' f: = 0 (8 %L;

con la particularidad de que aqui la fuerza coulombiana se demota por una
letra: mintseula para-diferénciarla de'la: fuerza.total que: actia sobre la:carga
'y 0o se reduce a la fuerza de Coulomb Sustituyendo (8.7) en la segunda ecua-
“¢ibén de(8.8), hallamos

= 0p"sol(2rieqy) V Tvc%) = 4o’ Syl @rvegtip V T8l = Fy Y T2,
_ _ (8.9)
donde Sy = §;, y, = y, ¥ se toma-en consideracién la férmula (8.5).
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* Hallemos la fuerza total que actiia scbre la carga puntual en el sistema
deé coordenadas K. Debido a la simetria, la fuerza est dirigida a lo largo del eje
Y y relacionada con &l impulso mediante la ecuacién del movimiento:

_ F, = dp,/dt. + (8.10)
"En el sistema de coordenadas X' esté enlace tiene el aspecto
) F,=dpyldt. : (8.11)
Segan las férmulas de transformacidn ‘de la teoria de la relatividad
2 de’ Vi—pe e
=P AT Ttnee (B=vic),  (8.42)

.donde z; es la componente de la velocidad de la particula en el sist'ei];a_al de coor-
denadas K’', con la particularidad de que en el caso dado u: = 0. Teniendo
en cuenta (8.12), de la ecuacién (8.10) hallamos

F,=dp,/dt=(dp,/dt’) (dt'/dt) = F; Y T—P* (8.13)
La comparacién de (8.13) con (8.9) muestra que
Fy=@—§1n (8.14)

es decir, la fuerza coulombiana de repulsion f, es mayor que la fuerza F, que ejerce
el hilo en movimiento sobre la carga gue se gesplaza. Por lo tanto, ademds de la
fuerza coulombiana de repulsién, sobre la carga actia otra fuerza mds, diferente
de la mencionada, que en este caso es la fuerza de atroccién. Esta surge como conse-
cuencia del movimiento de las cargas y se denomina fuerza magnética. Esta
forma de interaccién Tespecto al campo-para la fuerza magnética se enuncia de
la misma manera que la interpretacién de la interaccién eléctrica, respecto al
campo: la carga en movimiento crea un campo magnético en el espacio que la rodea;
‘el campo magnético ejerce una fuerza sobre la carga en movimiento.

Naturaleza relativista del campo magnético. Examinando (8.14) se ve
que la fuerza magnética es igual a

Fym =Fy = [y = — ¥ /c%, (8.19)

El signo menos significa que la fuerza estd orientada hacia el hilo cargado, o
sea, e3 una fuerza de atraccién. Como se desprende de (8.15), esta fuerza se
describe por una magnitud de segundo orden de pequefiez respecto a v/c con
relacién a la interaccion de Coulomb. Por lo tanto, la interaccién magnética es
-comparable por su magnitud con la eléctrica sélo cuande las partfculas con carge
" poseen velocidades suficientemente grandes, No obstante, es notoria también para
las pequerias velocidades de las cargas si la interaccién eléctrica coulombiana no se
~ manifiesta por ciertes causas. Semejante situacién tiene lugar, por ejemplo,
. habiendo corriente eléctrica en el conductor. En este caso, el campo eléctrico
de las cargas en movimiento se neutraliza por el campo eléctrico de las cargas
.del conductor que poseen signo-contrario, es decir, el campo se apantalla. En
definitiva, queda sélo la fuerza magnética, infinitamente pequefia en compa-
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e /; racién con la fuerza coulombiana si ella no esti:

— viese apantallada. Por ejemplo, para las velocid

l;m e Xa des tipicas de deriva de los electrones en un

& N ductor metdlico (véase el § 31), la fuerza mag:

T m ¢, ‘f:_“\ tica es mas de 10% veces inferior a la de Coulom
—a > sin embargo, es lo suficientemente grande y:se
dr, X manifiesta como cierta interaccién de los conduc:
Fig. 22 tores con la corriente. Por esta razon, el efeqto_
Interaccién de dos corrientes puramente relativista de la aparicidn del campd
paralelas magnético se revela para cualesquiera velocidades,

ro sélo para las muy grandes.

Fuerzas de interaccién de los conductores paralelos con corriente. Imngmé-
monos que las cargas se mueven en un hilo cilindrico fino que en total es eléct
tricamente neutro. Entonces las fuerzas coulombianas por parte de las cargai
en movimiente, que forman la corriente eléctrica, se apantallan por las ca as_
de signos contrarios del hilo, de esta manera, fuera del hilo actiia sélo la fuerza
magnética (8.15). Por lo tanto, alrededor del conductor con corriente se mani-
fiesta sblo la accién de la fuerza maguética sobre las cargas en movlmlento
que forman la corriente eléctrica. Asi, surge una interaccién magnética de- lns
corrientes. Ello ocurre como resultado del anilisis relativista de la interaccion
de las cargas en movimiento. En cambio, la interaccién magnética de las corrien-
tes fue descubierta mucho antes de crearse la teoria de la relatividad.

‘Supongamos que las cargas en movimiento forman una corriente lineal;
que pasa por un conductor, paralela a la corriente inicial, que fluye a lo la gb
del eje X y situada a la distancia r de él (fig. 22). Las magnitudes, referen
la corriente inicial, las designaremos por los indices 1 y las pertenecient
la corriente lineal, por los indices 2. La corriente I, ejerce una fuerza magné:
tica de atraccién Fp,, (8.15) sobre cada carga de la corriente J,. Dicha fuerza
puede representarse, teniendo en cuenta (8.8), como

S 1 p1oS 1 Iy _
Frny = "?—qun%= = Zagge?r Y e Tneee® 10 7 (8:46)

donde pvS,, = I, [véase (4.11) y gé A4)1, r = y, [véase (8.8)].

Desxgnemos la concentracién. lineal de las cargas en el segundo conductor,
por. ;. En el elemento deé. longitud dz, se ‘eéncuentran ngdz, cargas sobré‘las
cuales actda una fuerza magnétma

AP = Frynydz,. _ (8:47)
Sustituyendo la expresién (8.16) en (8.17), obtenemos
. LR 1 Iiqvng dz; 8:48)

donde gvny = I,. Ademds, en ]a teoria del magnetlsmn en lugar de la constante
2y se.acostumbra utilizar p, = 1/ (e,c?), que es la:constante magnética: Entofi-
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:cés [véase (8.18)]
dFp=—be Il gz, (8.19)

Ella caracteriza la interaccién de las corrientes rectilineas en conductores
paralelos infinitos. Es necesario sefialar que la condicién para aplicar (8.19)
es la pequeiiez de las dimensiones transversales de los: conductores en compara-
¢ién con la distancia entre ellos (conductores finos y corrientes lineales).

- Unidad de la intensidad de corriente. Do la férmula (8.19) se ve que a la
longitud [, del conductor le corresponde la fuerza

Poy= __g}i& 1. (8.20)

El signo menos indica que para las mismas direcciones de I; e I, entre los
conductores actiia la fuerza de atraccidn. Pero si las orientaciones de las corrien-
tes I, e [, son distintas, surge la fuerza de repulsién.

A base de (8.20) se da la definicién de unidad de intensidad de corriente:
amperio es lu intensidad de la corriente continua que, manteniéndose en dos con-
ductores rectilineos paralelos de longitud infinita y de seccion circular infima, si--
tuados e la distancia de 1 m uno de otro en el vacto, proveca entre estos conductores
a aparicidn de una fuerza igual a 2.10°7 N por un metro de longitud. Suponiendo
en 820) I, =I, =14, r=1m,l,=1m, Fp; = — 2107 N, hallamos

o = 4n-10-7 N/AZ (8.21)
Como ya se sefialé [véase (8.19)],
poge = 1/¢%, (8.22)

donde ¢ es la velocidad de la luz en el vacio. Esta relacién refleja el enlace pro-
fundo que existe entre los campos magnético y eléctrico y se caracteriza por la
constante fisica fundamental ¢, igual a la velocidad de la luz. La naturaleza de
este gnlace se aclarard al estudiar las ondas electromagnéticas (véase el capi-
tulo 9).

Campo magnético. Por analogia completa con la interpretacién respecto
al campo de la interaccién coulombiana (véase el § 6), el proceso de aparicién
de la fuerza (8.18) puede formularse de nuevo en dos etapas: la generacion del
campo magnético por la corriente [, en el espacio que rodea esta corriente y la
accién del campo magnético sobre la carga en movimiento o la corriente. En cam-
bio las leyes de aparicion del campo magnético y de la accién de la fuerza re-
sultan ser mds complicadas que en la ley de Coulomb, ya que dependen de la
orientacién mutua de la corriente y la velocidad de la carga. Ademds, la co-
rriente Iy, que fluye por un conductor infinitamente largo, no vale para el papel
de objeto elemental, la interaccién de la carga puntual con el cual puede con-
siderarse como accién elemental. Por esta razén, es necesario volver a analizar
la accion de las fuerzas sobre las cargas puntuales en movimiento o sobre los
elementos de la corriente.

La ley de Coulomb es insuficiente para describir la interaccién de las cargas en movi-
to. Esta deduceidin no se desprende de las peculiaridades concretas de la interaccion cou-
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lombiana, sino que se determina por las propiedades relativistas del espacio y el tiempo, asi-
mismo por la ecuacidn relativista del movimienta,

La interaccién magnética es comparable con la eléetrica sélo a velocidades bastante
grandes de las particulas cargadas, No obstante, puede manifestarse a velocidades muy pequeiias
si por causa alguna falta la interacclén coulombiana.

§ 9. Fuerza de Lorentz. Fuerza de Ampére

Se estudian las propiedades relativistas de las fuerzas de Loreniz y
Ampére.

Transformacién de las fuerzas. En el § 8, en un ejemplo particular, se mostré
de qué manera, partiendo de la suposicién sobre la invariacidn relativista de
la ecuacién del movimiento, puede obtenerse la ley de transformacion de la fuer-
za al pasar de un sistema de coordenadas a otro. Generalicemos este método para
un caso més comin. '

Como siempre, el sistema de coordenadas K’ se mueve respecto al sistema K
en direccién de Jos valores positivos del eje X con una velocidad v. Examinemos
el movimiento de un punto material bajo la accién de las fuerzas Prefijadas. Sean
las proyecciones de Ia fuerza en el sistema de coordenadas K’ iguales a (£,
F,, F)yenK, (Fy, Fy, F,). En el caso general las correspondientes proyeccio-
nes de estas fuerzas en diferentes sistemas de coordenadas no son iguales entre
si. Sin embargo, entre ellas existen unas relaciones bien determinadas que ase-
guran la invariacién de las ecuaciones del movimiento, o sea, un mismo aspecto
de éstas en distintos sistemas de coordenadas:

dp./dt = F,, dp,/dt = F,, dp,/dt=F,, (9.1)

dpx/dt’ = Fy, dpydt' = F,, dp;/dt’ = F;. (9.2)

Los primeros miembros de estas ecuaciones se transforman con ayuda de

las férmulas de la teoria de la relatividad para el impulse y las transformacio-
nes de Lorentz:

_ Pxek(E Ny

‘_TT-E;.- ¥ Py::p;;} P:=P;: (9'3)

donde E' = m'c® es la energia total del punto material, p = v/c. Las férmulas
(9.1) se reducen a la forma:

o dpz dpe Av A [ pAH(EYN VA g vl g
ol sk b aek e — i b e
T L .
* {4+ vux/c? Fa 04
dpy _ dpy ' _ VI-P o
Fy=g- = = 1+4vuz/ct o L

__dp, _ dp. dr Vi—p ..
By =T = iakie 1 49
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donde (it%, uj, ©}) son las velocidades en el sistema K'; F%, F,, F] aparecieron.
1 s segundos miembros de (9.4)—(9.6) como resultado de la utilizacién de
las scuaciones del movimiento (9.2). Para calcular (9.4) se tomé en considera-
¢ién la formula

T =F (9.7)
quig-expresa el principio de conservacién de la energia.en el sistema de coorde-
nadag X'. Aplicando las férmulas de adicién de las velocidades

uy VI—p uy VI=P3.

Lrouefer ' 5T Atvurle 38)

"Reduzquemos la expresidn (9.4) a la forma

[Ly=

F,=F;,+-;’7‘;ﬁ_‘f§z—ﬁ;+ rle B (9.9)

Para simplificar (9.5) y (9.6) es necesario tener una relacién importante que
se-obtiene de las férmulas para las transformaciones de las velocidades. Escri-
bameos las transformaciones directas e inversas, por ejemplo, para la proyeccion

y-de la velocidad:
_wVi-pE . VI
(e 1-b vuz/c? 4 YT i vugfer
Al multiplicar término a término los primeros y segundos miembros de
estas igualdades y reducir las igualdades obtenidas por el factor comdn uyuy,
hallamos

(1+5) (1-2) = 610
Tomando en consideracién (9.10), transformemos las férmulas (9.9) y (9.6):
1 —vuygfct "
Fy= V_!—l:__—sf; - Fy (9.11)
_ A—vugfct o
Fp= T F;. (9.12)

De esta manera, aplicando las formulas (9.9), (9.11) v (9.12), la fuerza en el
sistema de coordenadas K se expresa mediante la fuerza en el sistema K’'. Ha-
ciendo uso del principio de la relatividad, no es dificil eseribir las férmulas de
transformacién inversas.

Al deducir estas férmulas, no se ha hecho ninguna clase de suposiciones
acerca de las propiedades de las fuerzas iniciales: ellas pueden depender de las
coordenadas, del tiempo y de la velocidad. Ademds, no se supuso que en alguno
de los sistemas de coordenadas la particula se encuentra en reposo, ya que no
se'puso restriccion alguna a la velocidad de las particulas, Las férmulas obte-
nidas muestran que en la teoria relativista es indispensable la dependencia entre
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las fuerzas y la velocidad: incluse si en cierto sistema de coordenadas ésta esta
ausente (por ejemplo, Fz, F,, F;), en otros sistemas de coordenadas dicha de-
pendencia aparece obligatoriamente (en el caso dado F., F,, F, dependen de
la velocidad uy, uy, u, de la particula).

Escribamos las formulas de transformacién de las fuerzas en forma vectorial,
Para eso introduzquemos las siguientes designaciones:

O-=(Fu FYVTP, F/VI-B, (9.13)
G={0, — (/e FyV T—P2, @/cd) FlYT=P). (9.14)

No es dificil comprobar que con ayuda de (9.13) y (9.14) las férmulas (9.9),
{9.11) y (9.12) se escriben en forma de una igualdad vectorial

F=®+uxG. (9.15)

Dado que F es un vector, todo el segundo miembro es vector. La igualdad
es valida para u arbitrarias. Por lo tanto, cada uno de los sumandos en el se-
gundo miembro es vector. Puesto que u X G y u son vectores, sacamos la con-
clusién de que G también es vector. Asi queda demostrado que las magnitudes
® y G, definidas por las igualdades (9.13) y (9.14), son vectores.

Fuerza de Lorentz. Supongamos que en el sistema de wordenadas K
existe s6lo un campo electrmo y, como consecuencia, la fuerza (¥, F,, F;) no
depende de la velocidad u’ de la particula. Entonces ® [véase (9. 13]] no de-
pende de la velocidad u de la particula y es en si una fuerza eléctrica en el sis-
tema de coordenadas K.

De la misma manera deducimos que el vector G tampoco depende de la
velocidad u de la particula, sélo puede ser funcién de las coordenadas y el
tiempo. Por eso, la dependencia entre la fuerza y la velocidad de la particula
astd en el segundo sumando de (9.15):

Fp =u X G. (9.16)

Estq es precisamente la fuerza magnética, dirigida perpendicularmente a
la velocidad de la particula y al vector G que representa el campo magnético
que acta sobre la particula en movimiento.

Dado que ® en la férmula (9.15) representa la fuerza eléctrica que actiia
sobre la carga ¢, la intensidad

E = @lq. 947
De semejafite manera, la induccién del campo magnético r
B =Gl 48y

‘Teniendo en cuenta (9 A7) ¥ (9.18), la férmula (9.15) para la Iuarza que=
actiia sobre la carga puntual, se escribe en la forma

F= qE-‘i-gu X B, (9.19]_‘_
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Esta-es la fuerza de Lorentz. El primer su- N -
mando- del segundo miembro caracteriza la fuerza i i
con !ﬂ ma{ el campo eléctrico actia sobre la carga m “m\“ ““ :
puntual, y el segundo sumando, la fuerza que eférce \MPIMIMIHITHITIIRINLY -/
el campo magnético sobre dicha carga. ) L_ _J

Induecién del campo magnético. Dado quela l . {
fuerza:- que ejerce el campo magnético sobre la Fig. 23 W
carga-én movimiento, se describe por el vector B, Pag‘o de-las. corrientes “volumé-
es natural denominar-esta. vector intensidad del tricas a :las_ lineales:. J-d¥ =
campo magnético. Pero'la denominacién histérica == j:So+dl.= I-dl
dé"la”intensidad del campo magnético le queds : :
a‘otro’vector que se désigna por H. Este véctor no es una caracteristica respecto
al’campo del campo magnético, sélo tiene en cuenta las propiedades del medio
material en' que exista el campo. Por ejemplo, siendo H dado, el vector B y,
porile tanto, la fuerza que actiia sobre la carga en movimiento, pueden tener
los:méas diversos valores (véase el § 38). EI vector B recibié el nombre de induc-
cién del campo magnético.

Fuerza de Ampére. Supongamos que haya un conjunto de cargas puntuales,
cuya concentracién es igual a.n. Entonces en el elemento de volumen dV hay n
dV-cargas. Si todas ellas se mueven con una velocidad u y sobre cada una de
ellas actiia una fuerza magnética que se determina por el segundo sumando en
(9:19), Ia fuerza que actiia sobre las cargas en el elemento de volumen dV es

dFn = ngdVu X B. (9.20)
A continuacién no se necesitard escribir el subindice m que muestra que

la fuerza es «magnéticar, La fuerza actda sobre la carga de la misma manera,
independientemente de su origen. Teniendo en cuenta que :

=

rg = p, ngu = pu =}, (9.21)

JQndg p ¥ j son la densidad de las cargas y la densidad de la corriente [véase
(44) y (4.11)], escribamos la férmula (9.20) como

dF = pu x BdV, 9.22)
o -bien

dF =j x BdV. (9.23)

La relacién (9.23) se denomina ley de Amplre y determina la fuerza que
actia sobre el elemento de la corriente eléctrica de densidad j, incluido en el
volumen dV. A

Paso de las corrientes volumétricas a las lineales. La f6rmula (8.23) puede
presentarse en otra forma. Supongamos que la corriente eléctrica circula por
un, conductor fino, cuya 4rea de la seccién transversal es §,. Examinemos un
elemento de longitud dl del conductor (fig.-23). El volumen de ese elemento
es:dV'= §, di, Por ser el 4rea de la seccion transversal del conductor pequefia,
puede considerarse que la densidad j de’la corriente que atraviesa la seccién
5=01444
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del conductor es constante y, por lo tanto,
I = 8,i. (9.24)

Sea que la direccién de dl coincida con el vector de la densidad de corriente
que fluye por esta seccién del conductor. Entonces,
jdV = iS,dl = I dl. (9.25)

En general, 12 corriente eléctrica en cada punto del espacio tiene diferente
densidad y, por eso, se denomina volumétrica. La fuerza que actiia sobre semejan-
te corriente en el elemento de volumen dV, se determina por la férmula (9.23).
Pero si la corriente pasa por conductores finos (en el limite, infinitamente
fino en sentido fisico), se denomina corriente lineal. En este caso se puede ha-
blar sobre el elemento de corriente en la longitud dl del conductor. El pasc de
las férmulas, deducidas para las corrientes volumétricas, a las de las corrientes
lineales se da mediante la relacién (9.25) que es conveniente representar como

| §dV =1 dl. l (9.26)

Las flechas indican que esta sustitucién permite pasar tanto de las férmu-
las para las corrientes volumétricas a las férmulas para las corrientes lineales,

como también viceversa.
En particular, la formula (9.23) para las corrientes lineales adquiere el

aspecto
I dF=7dl x B, (9.27)

La férmula (9.27) refleja la idea principal de Ampére: reducir la interac-
cién de los circuitos con corriente a la interaccién de los elementos infinita-
mente pequefios de corrientes,

Campo magnético de la corriente rectilinea. Comparando las férmulas (9.27)
¥ (8:19), sacamos la conclusién de que la corriente que fluye por un conductor recti-
lineo ilimitado, crea un campo magnético, cuyas lineas de fuerza son circunferencias,
concéntricas segin la corriente y yacentes en los planos, perpendiculares a la corrien-
‘te. La induccién del campo magnético a la distancia r del centro del conductor
con corriente se expresa mediante la férmula

ot g
: B=3r—, (9.28)

obtenida mediante la teoria de la relatividad partiendo de la ley de Coulomb.
y.teniendo-én cuénta-el principio -de superposicion para la intensidad del campo-
eléctrico ¥ la invariacién, de la carga..Basdndose en.el principio de superposicién
pira la intensidad del campo eléctrico. puede deducirse la vdlides también del. prin:,
cipio deé superposicién para la induccién del campo magnético. St e
.. Representémos-el resultado’de :(9.28) én forma’vectorial, haciendo. coinci-
dir-elseje’ X' del- sistéina cartesiano de coordenadas con la corriente rectilinea, .
Desigriando por r ='i, (z'— z') 4 iy + I,z el radio vector dirigido desde
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gl punto (z’, 0, 0) hacia el punto (z, ¥, z) y tomando en consideracién.el vallbn
de-la integral al calcular F; en (8.4)

s’ o . '
_-L (o + 202 _i, -t 29
podemos presentar el resultado de (9.28) en forma de
oy ,
' 1 ) T
B= 4o [ =Xfaz, ! (9.30)

donde se tuvo en cuenta que | iy X r| = V3 + 2.

Las forrulas de transformacién de la fuerza se obtienen exigiendo que la ecuacién rela-
tivista del movimiento sea invariante. :
.....En la teoria relativista la dependencia entre las fuerzas y la velocidad es inevitable.
Incluso si en cierto sisterna de coordenadas la fuerza no depende de la velocidad, en otro sistema
de coordenadas que se mueve respecto al primero, aparece la dependencia entre la fuerza y la

veloeldad.

Si las férmulas de transformacién de la fuerza se obtienen, exigiendo que la ecuacién
relativista del movimiento sea invariante, no se podria de aqui sacar la conclusién de que la
léy de la transformacién de la fuerza es desde el punto de vista fisico una afirmacién sin con-
tfnidd,? simplemente una tautologia (repeticién inGtil} de la exigencia de la invariacién rela-
tivista

¢Por qué directamente del aspecto de las férmulas (9.13) y (9.14) no puede sacarse la
conclusién de que ® y G son vectores?

—
X
b

§ 10. Ley de Biot y Savart

Se examinan la interpretacion de campo de la interaccién de las co-
rrientes y la ley de Biot y Savart.

Interaccién de los elementos de corriente. La ley de interaccién de las corrientes
fue descubierta experimentalmente mucho antes de crearse la teoria de la re-
latividad. Dicha ley es mucho més complicada que la ley de Coulomb que
describe la interaccién de las cargas puntuales inméviles. Eso explica la parti-
cipacion.activa de muchos cientificos en su investigacién. Contribuyeron esen-
tialmente en el descubrimiento tales cientificos eminentes como Biot (1774—
1862), ‘Savart (1781—1841), Ampére (1775—1836) y Laplace (1749—1827).

_ En 1820 H. Ch. Oersted (1777—1851) descubrié el efecto de la corriente
eléctrica sobre una aguja imantada. En ese mismo afio Biot y Savart enunciaron
la'ley para la fuerza dF que ejerce el elemento de corriente I dl sobre el polo
magnético, alejado a la distancia r del elemento de corriente:

dF ~ I dlg (a) f (). (10.1)

i
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donde o es el dngulo que caracteriza la orientacién mutua del elemento de
corriente y del polo magnético. La funcién ¢ (x) fue descubierta experimental-
mente poco tiempo después. La funcién f (r) fue deducida teéricamente por La-

place en forma de
fr) ~ i/t (10.2)

De esta manera, los esfuerzos de Biot, Savart y Laplace dieron sus frutos:
se hallé la férmula que describfa la fuerza del efecto de la corriente sobre el
polo magnético. En forma definitiva la ley de Biot—Savart—Laplace fue enun-
ciada en 1826 como la férmula para la fuerza que actita sobre el polo magné-
tico ya que atln no existia el concepto de intensidad del campo.

En 1820 Ampére descubrié la interaccién de las corrientes: la atraccién o
repulsién de las corrientes paralelas. Demostré la equivalencia del solenoide
y el imédn permanente. Esto permitié plantear con precisién la tarea de la in-
vestigacidn: reducir todas las interacciones magnéticas a la interaccién de los
elementos de corriente y hallar la ley de su accién reciproca como la ley fun-
damental que desempefie el mismo papel en el magnetismo como la ley de Cou-
lomb en la electricidad. Por su ensefianza y aficién Ampdre era teérico y mate-
mético. No obstante, al investigar la interaccién de los elementos de corriente,
efectud trabajos experimentales muy minuciosos, construyendo varios dispe-
sitivos ingeniosos. Hasta hoy dia se utiliza en las conferencias la méquina de
Ampére para mostrar las fuerzas de interaccién de les elementos de corriente,
y su dependencia de los 4ngulos. En definitiva, el cientifico descubri6 la ley de
interaccion de los elementos de corriente. Desgraciadamente, ni en las publica-
ciomes, ni en sus papeles no quedd la descripcién-de qué manera llegdé al descu-
brimiento. Sin embargo, la férmula de Ampére para la fuerza se diferencia de
(10.3) por haber una diferencial total en el segundo miembro. Esta diferencia
no tiene importancia si se calcula la fuerza de interaccién de las corrientes
cerradas, ya que la integral de la diferencial total respecto a un cireuito cerrado -
es nula. Teniendo en cuenta que en los experimentos no se mide la fuerza de
interaccién de los elementos de corriente, sino la fuerza de interaccién de corrien-
tes cerradas, Ampere puede considerarse con toda razén el autor de la loy de la
interaccién magnética de las corrientes. La férmula para la interaccién de los
elementos de corriente que se utiliza en la actualidad, fue obtenida en 1844 por
H. G. Grassmann (1809—1877) y en las designaciones modernas tiene el siguien-
te ‘aspecto

dE_‘s*—--l-;-:‘-'_.'h dlix‘i;:l? Xl"u)”' (10.3).

donde dF;, s la fuerza con, que el elemento.de corriente 7,dl, actda sobre el ele:
mento"de corriente T,dl;; rys, ‘el radi : ado_desde el elemento ide
corriente J;dl; hacia J,dl, (fig ling : } ca los circuitos cerras
dos, la“interaccién’de ] de ‘corriente en”los cuales no. se, examina.

La fuerza‘dF;; con q elémento de corriente J,dl, actia.sobre I dly, se.
da, -claro ‘estd, con la ‘misma formula (10.3)," pero sustituyendo el indice
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2porel1: ) _
r) . '%L;T I, dly % (f‘!'d_ls X Ta1) . {10.4)

T
En la figura 24 los versores ny, y m,, mues-
tran la direccién de lds fuerzas dF,, y '_d%m per-
pendiculares a los correspondientes elementos de
corriente. En general, estas fuerzas no son colinea-
les:- Por lo tanto, .la interaccién de los elementos
de corriente no satisface la tercera ley de Newton:

dF,, + dF,,;5£0. , (10.5)

La fuerza que ejerce la corriente I,, que
fluye por un circuito cerrade L,, sobre otro cir-
cuito cerrado L, con la corriente I ,, es, basindose :

10 3 : 1 Flg. 24
en (10.3), igual a Interaccion de los elementos de

Fyy= P"i:’ LS; fll.xic:;:xru) . (10.6) corriente

Las intensidades de corrientes I, @ I, se sacan del signo de laintegzal, pues-
to que son constantes en todos los puntos de los circuitos correspondientes
L, y L, de integracion. E] mismo aspecto lo tiene la férmula para la fuerza Fy,
que actia sobre el circuito cerrado con la corriente I,. Para las fuerzas de inte-
raccién de los circuitos cerrados con corriente se cumple la tercera ley de Newton:

[Fy+F,=—0. (10.7)

Sobre la verificacién experimental de la ley de interaccién., Hablando estricta-
mente, lg ley de interaccién de los elementos de corriente (10.3) no puede comprobarse
por via experimental, ya que no existen elementos de corriente aislados 7 dl,
la fuerza de interaccién entre los cuales podria medirse. Cada elemento de corrien-
te es parte del circuito cerrado de corriente, por lo que puede verificarse experi-
mentalmente sélo la ley de interaccién de las corrientes cerradas (10.6). Sin
embargo, de la validez de (10.6) no se desprende la de (10.4), porque a esta 1lti-
ma se le puede afiadir cualquier funcién que, al ser integrada por circuitos cerra-
dos, después de sustituiria en (10.6) da cero.

La corriente eléctrica se determina por el movimiento de las cargas. Por eso
la férmula (10.4) expresa también la ley de lg interaccién magnética de las cargas
¢n movimiento que es fdcil obtener de ella y comprobar por via experimental, ya
que la fuerza de interaccién entre las cargas en movimiento puede ser medida.
Pero la verificacién experimental més completa de esta férmula es la concor-
dancia entre la prueba y sus consecuencias que son muy numerosas.

Interpretacion de la interaccién respecto al campo. Por analogia total
con ' la electrostdtica, la interaccién de los elementos de corriente se representan
en'dos etapas: el elemento de corriente I;dl, en el punto donde se encuentra el
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elemento de corriente 7,dl, crea un campo magnético, la interaccién del elemen-
to I,dl, con el cual conduce a la aparicién de la fuerza dF,,. La accién del campo
magnético con la induccién B sobre I dl se describe mediante la férmula (9.27).
Teniéndola en cuenta, las dos etapas de interaccién se definen asi:

1) el elemerito de corriente I,d), crea en el punto en que se encuentra el ele-
mento de corriente I,dl, un campo magnético, cuya induccién es

dB ___ﬁ Ildl,xr“ B

127 &n r.;:’ ] (10. 8)

2) sobre el elemento de corriente I, dl, que se halla en el punto con induccién
magnética dB,,, actda la fuerza

I dF,, =TI, dl, x dB,,. | (10.9)

Ley de Biot y Savart. La relacion (10.8), que explica la generacién del campo
magnético por la corriente, se denomina ley de Biot y Savart. Para la corriente
cerrada J

_#, foTdixr
B=Lo § L5, (10.10)

donde r es el radio vector, trazado desde el elemento de corriente [ di hacia el
punto en que se calcula la induccién B del campo magnético. La integracidén
en (10.10) se efectiia por el circuito cerrado de corriente. Se supone que la co-
rriente es lineal, El paso a las corrientes volumétricas se ejecuta conforme a la
regla (9.26). Para las corrientes volumétricas la ley de Biot y Savart (10.10)
toma el siguiente aspecto

l xre
B=42 { 1XC gy,
¥

(10.11)

Aqui se integra por todas las zonas del espacio donde hay corrientes volumé-
tricas -que se caracterizan por la:densidad-de corriente j. %

Fuerza de interaccion de las corrientes rectilineas. ‘El elemento de corriente:
I,dz;(fig. 22):en el:pinto-donde-se encientra el-élémento I,dz, 'crea un campo
con induccién: dBj;,.-dirigida ‘perpendicularmente’ al'plano del" disefie hiacia
nosotros,.y cuyo mbdilo es igual a- - e :

R £(10.42)

~ Por 1o tanto, la’ induccién del campo magné ico, creado por la céfriéu;g
linéal 7, que ﬂuy.‘e'_':pnr‘lu'n__‘"éo'_r_i‘éi ictor” ilimitado ‘en el. punto donde se encuentra
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el elemento de corriente f,dz, [véase (10.10)], se
expresa por la férmula

o
I-lah &enmd:l o f.
e e s

donde para calcular la integral se ha hecho uso
de la misma sustitucién que para ‘obtener la f6r-
mula (8.5). La férmula (10.3) coincide con la
(9.28). .

La férmula de Ampére conduce a. la conclu-
sién de que la fuerza dF,, en el campo magné- Flﬁ- 25 , i
tico con induccién (10.13) actia sobre el ele- ::“';gzlf:c“ﬁ;g:ﬁtﬂzm:n;ﬁ:
mento de corriente [7,dl, perpendicularmente longitud finita
al conductor con corriente I, y esti orientada
hacia la corriente I,, es decir, es una fuerza de atraccién:

dF =t D00 47 (10.14)

La férmula (10.14) coincide con la (8.19).

La confirmacién experimental de las férmulas 1‘;:“ el campo magnético, obtenidas me-
diante las transformaciories relativistas de las f6rmulas para el campo eléctrico, sirve no sélo
parademostrar la existencia del camro magnético, sino que atestigua su naturaleza relativista.
% Las fuerzas de interaccién de los el tos de la corriente no satisfacen la tercera ley do
ewton.
= Las fuerzas de interaccién de los circuitos cerrados con corviente satisfacen Ia tercera ley
ewton.

Dade T:e en forma aislada no existen elementos de corriente, ¢en qué sentido puede
hablarse de la verificacién experimental directa de la férmula para la interaccién de los ele-
mentos de corriente?

{Qué puede deducirse del hecho de que las fuerzas de interaccién de los el t
corriente no satisfacen la tercera ley de Newton y de las corrientes cerradas, satisfacen?

Ejemplo 10.1, Determinar la inducclén del campo magnético creado por una seccldn recti-
lfnea finita del conductor de longitud i por el que circuln la corriente I (fig. 25). .

La intensidad del campo de cada elemento del conductor esté dirigida perpendicular-
mente al plano del disefio y conforme a la ley (10.10) es igual a

dlxr
—_

=Fo
dB= an 1
dado que dl X r es perpendicular al plano del disefio. Entonces,

A~
[dl X r| = dirsen (dl, r) = dir sen p = dyd,
por eso
a ¢ a I
=k ri PR = g en ke,
~(l-a)




72 Capitulo 1. Cargas, campos, fuerzas

Aplicando esta formula, puede calcularse la induccién de cualquier circuito con corriente
que consta de segmentos rectifil:wos.

Elemplo 10.2. Definir la induccién del campo magnético en el eje de la corriente circulor I
de radio r, (fig. 26).

Hacemos uso de 1a ley (10.11);

pol [ dixr
B=f- 6 =5,
L
donde r = r, + h, dl X.r = dl X r, + dl X h. Al integrar, el médulo r no varia, por eso
b
mﬂﬁ%(gqu+§mxhy (10.15)

Dado que b es un vector constante, hallamos

?mxh=(§dehzm

¥a que ‘;ﬁ dl = 0. La otra integral que figura en (10.15), se calcula de ls siguiente manera:
@dlxr, = s§ nrgdl = nr, @ dl=nry2nr,,
L L L

donde n es el versor, perpendicular al plano en que fluye la corriente J.
Entonces

w1
Bh—-—z—w 0. [10.18)
Ejemplo 10.3. Dos conductores circulares coaziales del mismo radio situados en planos

Pparalelos, la distancia d entre los cunles es igual al radlo de los anillos, se denominan anillos de
Helmholiz,

; 7
Flﬁ 26 . ; - Fig. 27 . !

Induccién. magnética en el eje Para el calculo de la interac-
de una mpﬁira! con ..c_:_or'rient_e_ cién de dos corrientes circulares

Demostrar que el campo magnética en el cje de los anllios de Helmholts en la mitad de lz
distancia entre ellos ex homagéneo con una gran precisidn, 5

Cologuemos el origen del sistema cartesiano dé coordenadas en'el centro de uno de los
anillos y el ejé Z lo dirigimos a lolargo-de) éje de los anillos {fig. 27). 'La induceién del campo
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en el ¢je de los anillos en ¢l punto con la coordenada z,
conforme a (10.18}, es ighal a

Balr} 1 1
= [ + =T )
{1047

donde I ey la intensidad de corriente en el anilio.
La heterogeneidad de B, se caracteriza en primera,.
aproximécién ‘por la- primera derivada: .

8By - 3pplr} :[ —z i—d
GRS R L S
(10.48) Solenoide de longitud finita

Para 3 = d/2 obtenemos 4B./9z == 0, entonces
9By 3plr} { 521 . 1 + S(—adp 1
T B N T TV (e
(1019

Para los anillos de Helmholiz d = r, y para z = d/2 (8'B,/ds% = 0. Ello muestra que el
campo en las proximidades del punto z = d/2 en el eje de los anillos de Helmholtz es real-
mente homogéneo con un grado elevado de precisién,

“Ejemplo 10.4. Existe un solencide circular recto de longltud L que consta de n espiras
hechas de un conductor fino muy ajustadas. Hallar la induccion en el efe del solenotde st por sus
espiras cireula wna corriente I,

Dado que-'las espiras estin compactamente ajustadas la una a la otra, puede conside-
rarse con suficiente exactitud que cada eapira crea un campo en el eje del solenoide de acuerdo
con la férmula (10.16). La densidad del bobinaje es igual a n/L. Puede tomarse que por la
longitud dz del solencide fluye una corriente (fn/L) dz. Colocando el origen del sistemsa de

coordanadas en el punto del eje del solenoide en la mitad de su longitud é ig. 28}, hallamos,
?ormula (101.16) que la induccidn en el eje del solenoi

valiéndonos de la 6 e en el punto z es
Liz
B Bonril '
B S T RO A
_ Bond — x4 LJ2 . 2+ L/2
=% { =zt vt AT ) - o

Para un. solencide muy largo (£ — oo} en los puntos z < L/2 de (10.20) obtenemos
Lﬂm By=penl/L. (10.21)

El campo de un solenoide ilimitadamente largo no sélo es constante a lo
largo del eje, sino que también es homogéneo por su seccién [véase (8.38)].
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§ 11. Transformacidn de los campos

Partiendo de que la ecuacién de movimiento de la carga es invarianie
en el campo electromagnético, se deduce la ley de transformacién de los
campos.

Invariacién de la expresién para la fuerza en el campo electromagnético. La
expresién (9.19) para la fuerza de Lorentz que actia sobre la carga puntual en
el campo electromagnético, se obtiene de la exigencia de invariacidn de la ecua-
cidn relativista del movimiento. Por lo tanto, esa expresién debe ser también in-
variante desde el punto de vista relativista, es decir, debe tener el mismo aspecto en to-
dos los sistemas de coordenadas, Asi, pues, en los sistemas de coordenadas X y
K’ las expresiones para las fuerzas tiene la forma:

F=g(E-+u X B), (11.1)
F=q(E +u X B). (11.2)

Haciendo uso de la invariacién relativista de la expresién para la fuerza, re-
presentada por las f6rmulas (11.1) y (11.2), y teniendo en cuenta (9.9), (9.11)
v (9.12), pueden obtenerse las relaciones entre los vectores de los campos mag-
néticos y eléctricos en distintos sistemas de coordenadas.

Un caso particular de la transformacién de los vectores de los campos ya
se examiné anteriormente, a saber: fue demostrado que si en el sistema de coor-
denadas K’ hay sélo intensidad eléctrica, en el sistema X aparece también in-
duccién magnética. Se podria mostrar de la misma manera que si en cierto
sistema de coordenadas hay sélo induccién magnética, en el otro surge, en
general, también intensidad del campo eléctrico. Estudiemos la relacién entre
los campos eléctrico y magnético para el caso general.

Transformacién de los campos. Sustituyamos F, y Fj en la férmula (9.11)
por sus expresiones de (11.1) y (11.2): ;

Byt (4B usB) = =2 [y + (B — i) (11.3)

Excluyendo de (11.3) las magnitudes u; y u; mediante las férmulas de
adicién de las velocid_ades

5 Ug— D 7 1—p2
=t =S XER (11.4)

¥ agrupando todos los términos en el primer miembro de (11.3), hallamos
TSl A i ol B,
(El'_— )/’t_—:i—ﬁ',_i_zﬁs)‘l"(_gz_l" éV@+Vm“)x
' X ug+(Be—Bx)u,=0. (11.5) :
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Esta-igualdad es'valida para los valorés arbitrarios de uy ¥.u,."Por lo tanto,
las:expresiones entre paréntesis de (11.5) por separado son igualesa cero. Igua-

1 las a cero, obtenemos las férmulas de transformacién para-los vectores
del::éampo: % =
_ Ej+uB; ' e
b=y o
B.=B;, (11:7)
B,= BitWEy (11.8)
; 1-p2

 De la misma manera, partiendo de (9.12), obtenemos las férmulas de trans-
i_drmacié‘n para los otros componentes:

E,:%, (11.9)
BB, (11.10)
3,=§£};T‘§_i‘.;};€§. (11.11)

La deduccion de la transformacién para la proyecciéon z de la fuerza es cé-
modo argumentarla, basindose en la formula (9.4) escrita en la forma

-t [P (F.w
Fam g [Pt ], (1542

Obrando de 1a misma manera que en los casos anteriores, reducimos la igual-
dad (11.12) a la forma

ux . il Y B
() (Bt 0 BB — Bt (B — By = o (B0, (11.43)
donde F'-u’ = gE’.u’. Haciendo uso de las férmulas (11.8) y (11.11), hallamos
que

E. = E,. (11.14)

Asi, pues, las férmulas de transformacion para los vectores del campo elec-
tromagnético tienen el aspecto:

Ex=E:n stB;,
E = E‘u"'l"vﬂ; B, = B;""(Wc'lg;
Wi T YT i ! (11.15)

E:—vBy Bi(v/c?) Ey
E = _?U, Bx———-—-:'—'
¥ Vi—pt VI—pt
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Las férmulas inversas de transformacién de
los vectores del campo se obtienen, conforme al
principio de la relatividad, de las férmulas
(11.15) sustituyen do v = — v y las magnitudes
con rasgo por las magnitudes sin éstos y vice-
versa.

Aplicacién de las férmulas (11.15)., Lasg for-
mulas (11.15) permiten hallar los vectores del
campo electromagnético en cualquier sistema
inercial de coordenadas si sé conocen por lo me-
nos en uno cualquiera de ellos.

Fig. 29 A titulo de ejemplo estudiemos el campo de
Lineas de fuerza del campo mag- un hilo infinito cargado. El hilo es inmévil y se
nético, formade por un hilo encuentra en el sistema de coordenadas X' a lo
ﬁareﬁd? que ﬂzm“e"eﬁlﬂ' largo  Jargo del eje X’. Por lo tanto, en este sistema
& s longiin de coordenadas existe séle un campo eléctrico,
cuya intensidad se da por las férmulas (8.5), te-
niendo en cuenta la definicién de la intensidad. Por eso en lugar de (8.5) para
la intensidad del campo eléctrico, obtenemos las expresiones:

E.=0, E,=p'Sy (2neey), E.=0. (11.16)

El eje Y puede tener cualquier direccién, perpendicular al hilo. Baséndose
en la férmula (11.16), sacamos la conclusién de que la intensidad del campo
eléctrico de un hilo infinito cargado esté orientada por las perpendiculares
respecto al hilo y decrece inversamente proporcional al primer grado de la dis-
tancia del hilo, El campo magnético estd ausente en el sistema de coordena-
das K’, ya que las cargas son inméviles.

En el sistema de coordenadas K el hilo se mueve a lo largo de su longitud
en direccién de los valores positivos del eje X con una velocidad v. Basdndose
en (11.15), la intensidad del campo eléctrico es igual a

E.,=0, E,=E/VT=F=p'S,@nuey,VI=F), E=0, (11.17)

lo que equivale a (8.8), dado que la intensidad es igual a la relacién entre la
fuerza y la carga.

Las férmulas (11.15) muestran que a la par con el campo eléctrico, el hilo
cargado.en movimiento crea en el medio que lo rodea; un campo magnético, cuya
induccidén es ;

o . _ (/o Ey _ 'S}

. Bx 0, Bﬂ 0, Bz -—. _-—V‘I.Tﬁ’ W ’ (11 .18)
que, conforme a (8.9), equivale a la férmula (8:15) sélo si se pasa de la fuerza
fyia‘latinduccidn.del campo magnético de acuerdo con las férmulas (9.18) y
{5.16)_; es decir, si dividimos. f, en (8.15) por qv. Es obvio que las lineas mag-
néticas de fuerza son circunferencias concéntricas, yacentesen planos, perpendi- -

cularss al hilo (fig. 29): el centro de las circunferencias. est4 en el hilo.
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Al resolver tareas concretas, es necesario elegir un sistems de coordena-
das, en el que el campo electromagnético sea el ‘mas sencillo, lo_que simplifica
la solucién del problema. Pero no hay que pensar que siempre eziste un sistema
de coordenadas, donde elicampo se reduce-o-bien al'campo eléctrico, o bien al mag-
nético. Eristen configuraciones del campo electromagnético, tales, que en uie
sistema dé coordenadas estdn 'presentes simulténeamente ‘el ‘campo elécirico
magnético. El examen ‘general de dicha cirestién se efectia, analizando:l :
variaciones del campo electromagnético con relacién ‘a la transformacion de;
Lorentz (véase el § 62). ! ; UL

Campo de una carga puntual .que se mueve uniforme y rectilineamente..
Hagamos coinecidir el- origen ‘del sistema ‘cartesiano de coordenadas X’ con la
carga puntual ¢g. En este sistema la intensidad del campo eléctrico se describe
por la ley de Coulomb en ausencia del campo magnstico:

.r g r ’

E=zl.5 B'=0, (11.19)
donde r'* = z'* 4 y'* 4 22, En el sistema de coordenadas K la carga g se mue-
ve con una velocidad v en direccidn de los valores positives del eje X. Los ejes
de coordenadas del sistema K’ estdn orientados de tal manera que para el mo-
mento de tiempo t' = ¢ = 0 ellos cointiden con los ejes correspondientes del
sistema K. Sustituyendo (11.19) en (11.15) y utilizando las transformaciones
de Lorentz, obtenemos

I T qy (z—uvt)
E=Ei= dmeg r'3 T Ane, [V (z— ) yi-FgB)E (11.20)

donde

1

Designando por z, la coordenada de la carga ¢ en el sistema X en el mo-
‘meuto ¢ en que se determina la intensidad del campo en el puato (z, y, z), es-
cribamos (11.20) de nueve en la forma

e ¥ {z—zq)
ket dneg [YH{r—zgP AP (41.29
ya que z; == vt s la ley del movimiento de la carga en el sistema K.

De la misma manera hallamos las otras dos componentes de la intensidad
del campo eléctrico:

7 ¥
By = fes WS 7R (11.23)
= o - (11.24)

ey TP (—zq + oA

... La induecidn del campo magnético se determina valiéndose de las férmulas
(11.15). El resultado es més cémodo escribirlo en forma vectorial:

B = (1/¢*) v x E, (11.25)
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donde E se define por las férmulas (11.22)—(11.24). Se ve que las lineas de B
forman circunferencias concéntricas con centro en el eje X, a lo largo del cual
se mueve la carga g.

La configuracién del campo de la carga que se mueve uniforme y rectili-
neamente, no varia con el tiempo, sélo cambia la posicién de esta configura-
cidén respecto al sistema de coordenadas inmévil X, o sea, la configuracién in-
variable del campo se mueve junto con la carga. Estudiémosla en el momento
en que la carga se encuentra en el origen del sistema de coordenadas K, es decir,
para z; = 0. En este caso véase (11.22)—(11.24)

__a il
B= e, oo W=y
donde r es el radio vector, trazado desde el punto en que se encuentra la carga
¢ hacia el punto donde se determina E. Asi, pues, la intensidad estd orientada
a lo largo del radio vector, en cambio su valor depende de la direccidn del radio
vector. Designemos el dngulo entre las direcciones de la velocid ad v de la carga
¥ deI radio vector por 6. Entonces z = rcos®, y* + 22 = r* sen 28, y2* +
+ 2 =ry? (1 —psentB), p=vic y la férmula (‘l‘l .26) adqulere la
forma .
E= r 1—f*
= !.m 7 (I—PFseni@)ifd *

La diferencia entre los campos eléctricos de la carga en movimiento y de la
carga inmévil consiste en la fuerte dependencia de la intensidad del campo de
la carga en movimiento respecto a la direccién. Por la linea de movimiento
de la carga (8 = 0; 8 = n) y perpendicularmente a ella (8 = +n/2) la inten-
sidad es igual a

En=<§;—°,,,—(1—pa)_, (11.27)
EJ“=T“:?1—/-1_1__7 (11.28)

respectivamente.

Para las velocidades relativistas (§ ~ 1) la intensidad del campo de la carga en
movimiento a una distancia prefijada de ellg es pequeria, a lo largo de la linea de
movimiento de la carga, y es grande en direccién perpendicular, es decir, ¢l campo
se concentra aparentemente en las inmediaciones del plano, que atraviesa la carga
perpendicu!armnte a su velocidad.

en clerto sistema de ooordmadu exlste sélo el campo eléetrlco en otro sistema aparece
el camim magnético y viceversa, Eligiendo de la manera adecuada el sistema de re-

lograrse obtener una-configuracibn- més sencilla de los campos eléctrico y mag-
nético o eliminar uno de ellos. Sin embargo; nio siempre existe'semefante sistema de referencia,
donde el caropo se reduce bien al eléetrizo, o bien al campo ‘magnético. -

Part}endu de las férmulas: de transformacién de fas magnitudes del sistema X' al siste-
ma K, <Jqué procedimientos pueden aplicarse para recibir las fériulas, de: transformacién
de las .mismas, magnitude: ando:del ‘sisterna X al-aistema " : aaindose en |
de las” formulas {11.15), co gruébese que mbos’ procedlmlentos cen:

© ¢Es central el r,ampn' una carg-a punuual que se’ mueve con gran velocidad? ‘simé-
tnoo-cantral?
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Problemas

1.4. Caleular divr. *
1.2. Caleular grad (r-A), donde A es un vector constante. -

1,3. Calcular div (w X r), donde @ es un vector constante.

1.4, Calcular div (r/r). ;

4,5. Caleular divi[A X (r X B}, donde A y B son vectores constantes. ;

1.6. ;Cudl es la induccién del campo magnético en el centro de un circuito cuadrado, cuyo
ado es a y por el que circula una corriente J?° } 0

1.7. Un conductor est4 bobinado en espiral sobre- un aislador cilindrico de radioa y.for-

ma r espiras completas. El angulo- de elevacion de la espiral es igual a a..Delerminar
la induccién magnética en el centro del aislador cilindrico si por el arrollamiento eir-
7 cula una corriente  f. s oz
1.8. Dos cargas puntuales qi’ —q estdn situadas én los puntos (a, 0, 0).¥ (=, 0,0);
respectivamente;” Hallar la ifitensidad del.campo eléctrico en el punto (z; g 2). -

4
~
(T
F
a, /
L /
!
/ /
L 4 —f——
/ Y
/ 7
x /4
Fig. 30 Fig. 3
Dos secciones del conductor de Designacion de los éngulos en
longitud [inita el_dsistema de coordenadas ele-
gido

1.9. La carga esté distribuida con una densidad lineal t en una longitud L a lo largo del
radio vector que comienza en el punto en que se halla la carga puntual ¢. La distancia
desde ¢ hasta el punto, més proximo a ésta, de la carga lineal es igual a R. Hallar la
fuerza que actia sobre la carl;a lineal.

1.40. Dos cargas se distribuyen con la misma densidad lineal en una longitud L de modo
pﬁralelo y se encuentra a la distancia [ (fig. 30). Hallar la fuerza de interaccion entre
ellas.

1.11. Un disco posee cierta c.arga superficial con una densidad o = ar?, donde res la dis-
tancia deade el centro del disco. El radio del disco es r,. Hallar la intensidad del campo
en la perpendicular al plano del disco, trazada por su centro a la altura h.

1.12. Dos superficies uniformemente cargadas son paralelas al plano X, Y y atraviesan el
eje Z en los puntos z, = @, ¥ z, = a, > a,. Las densidades superficiales de las curlgaa

- son iguales, pero de signo comtrario (¢, = -—ag,). Hallar la intensidad del campo eléc-
trico en todos los puntos del espacio,

1.13. Hallar la intensidagda un campo eléctrico en el punto P, creado por un hilo cargado

" de longitud L (fig. 3f). La densidad lineal de la carga es 7. El punto P yace en el pla-
no Z, Y, lo que, sin embargo, no impone restriccion alguna a la idea general de la
- solucién, ya que el campo es axialmente simétrico.

1.44. Un cilindro ilimitadamente largo de seccién circular estd cargado uniformemente con

una densidad superficial . En el eje del cilindro se coloca un hilo ilimitadamente
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largo con una carga uniforme de densidad lineal 7. ;Para qué condicién la intensidad-
del campo eléotrico fuera del cilindro sers nula? s

1.15. Dentro de una esfera de radio a se distribuye una carga, cuya densidad volumétrica.
es p=a}/r. Hallar la intensidad del campo eléctrico.

1.16. Un haz de seccién circular que posee un radio de 1 mm ¥y consta de protones, se acelers-
aplicindole una diferencia de potencial de 10 kV. Suponiendo que la densidad de los:
protones por la seccibn del haz es constante, hallar la densidad volumétrica de la carga

eléctrica ¢n el haz para la corriente de 5.10—% A. i

Respuestas

4. 3. 12, 4 13 0. 14 2/r 15 2(A-B). 1.8, 2V 3p.0/(nD). 1.7,
"L WS (S TSR (E—a)iytyly _ _(eta)iztuly }
Z Vitaaiwga ey \T—a)f P @+ Fpr S

Ll gtl o Ltz _@h
19 Pegmrn s MO P [(145) 1] s ma= % X

3
% [-(ﬁ—h—z.;-r—%]. 142. E;=0 para z<<ay y z>>ay E;=01/e, para ¢, <z<<a,,
1.13. Eaﬁ;— [(sen cq -t 5en e24) 1 — (co8 @y —c08 &g) 1;]. 1.14. T= — 27r0. l.lS.E:%x

2a8'2

XVrr 0<r<a E= 7o 55 Para r>a. 146, p=1,15.10" C/m?,
']



CAPITULO-2

Campo eléctrico constante

Los campos eléctricos .constantes en la naturaleza no existen, yn que

no hay cargas elementales.inméviles. En. cambio, si en un-volumen,
‘Tisico infinitamente pequefio la suma de las cargas elementales de .
cada signo &s’ aproximadamente constante y la velocidad media es;
préxima. a cero, el campo que ellas originan a-una distancia -gufi-:

cientemente grande del volumen es, casi constante. Dicho.campo so .
denomina campo. eléctrico. constante. En calidad, de. modelo:-de una..
carga que engendra semejante campo, puede servir una. carga.pun.
tual inmévil. El conjunto de cargas puntuales puede formar cargas

lineal, superficial y volumétrica. Pasando al modelo de distribucién

continua de la carga, estos conjuntos se caracterizan por densidades

lineal, superficial y volumétrica de la carga.

§ 2. Campo eléctrico constante

Se examina el modelo ideal de un campo eléctrico constante y los limi-
tes de su aplicacidn.

Carga inmévil. En la electrostitica se estudian los campos eléctricos de cargas
inméviles. Se supone que las cargas se mantienen en distintos puntos del espacio
mediante fuerzas de origen no ltﬁec;tm:pst;eiticn. cuya naturaleza no se precisa en
los margenes de la electrostdtica. Verbigracia, en la electrostitica se investigan
istribucién de las cargas en la superficie del conductor, el campo eléctrico
qus engendran, las fuerzas que actian, pero no se examina el por qué estas
cargas no abandonan la superficie del conductor. En los mérgenes de la elec-
trostética no se estudia la naturaleza de las fuerzas que mantienen las cargas
112 superficie del conductor. Un sentidc andlogo tiene la expresion «la carga g
.encuentra en el punto (z, y, 2) en el vacios. Se supone que la carga g esta apa-
entemente fija en el punto (z, y, z) del espacio, con la particularidad de que
en;las inmediaciones de la carga no hay ninguna particula material (vacio).
Estd claro que semejante representacion es una idealizacién,

Esencia del modelo. Como no existen cargas elementales inméviles,
tampoco existen campos constantes. Sin embargo, en la mayorfa de los fendme-
nos.que se estudian en la teorfa cldsica de la electricidad, se observa no el campo
detina carga elemental aislada, sino la superposicién de los campos de mu-
¢chas cargas. La aportacién del campo de una carga elemental aislada en la su-
perposicidn de los campos es muy pequefia. A esto es necesario afiadir que la
intensidad del campo eléctrico se determina como el valor medio respscto a un
volumen y a un intervalo de tiempo fisicamente pequefios. Las fluctuaciones
501444
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del valor medio de la intensidad del campo son bastante pequeiias. Precisamente
estos valores medios son el objeto de estudio en la teoria cldsica de la electricidad
y el magnetismo. Por eso, hablando en rigor, para le electrostdtica lo esencial es
no la inmovilidad de las cargas, sino que la constancia con el tiempo del campo
eléctrico. Con otras palabras, en sl modelo de campos constantes no se idealiza
la constancia del campo, sino la inmovilidad de las cargas que lo originan.

Limites de aplicacién del modelo. Dado que el modelo se fundamenta
en la existencia de campos con fluctuaciones muy pequefias de los valores me-
dios y no la existencia de cargas inméviles, sus limites se determinan por las exi-
gencias de pequeriez de gportacién de las cargas elementales aisladas en el campo
que se observa. De aqui, por ejemplo, se desprende que la electrodindmica no
puede aplicarse al movimiento de electrones aislados en el dtomo. Su movi-
miento en los dtomos se describe mediante la teoria cuéntica.

§ 13. Forma diferencial de la ley de Coufomb

Se analizan los factores que determinan la valides del teorema de Gauss.
Se da la formulacién diferencial de la ley de Coulomb y se discuten
sus corolarios.

Teorema de Gauss. El teorema electrostitico de Gauss determina la relacién
mateméatica entre el flujo de intensidad a través de una superficie cerrada y la
carga que se encuentra en un volumen, limitado por esta superficie.

Sea que la carga puntual g se halla dentro del volumen V, acotado por la
superficie cerrada § (fig. 32). Examinemos el flujo IV de intensidad E a través
de esta superficie: '

N=§E-ds. (13:1)

Recordemos que para las superficies cerradas a titulo de direccién posi-
tiva se elige siempre la direccién hacia la normal exterior. Ello significa que
el elemento del drea de superficie dS.en (13.1) estd orientado hacia la parte
exterior del volumen (fig. 32). Segin la ley de Coulomb

ST . I 13,2y

I B (13.2)

Por lo-tanto, la integral en '{i3_.1'}f_pueda representarse asf: _
o A Ay ;

N_TWT‘EF (T dS), (13.3)

Ta;ng_amos en cuenta la relacién

%'—dS=|-—:-I dScos (¥, dS)=ds’, (13.4)
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donde dS’ es la proyeccién del irea del slemento dS sobre el plano perpendi-
cular al radio vector r. De la geometria se sabe que

dQ = d.5'/rt, (13.5)
donde dQ es el angulo sélido, bajo el cual el elemento del drea dS' se ve desde

punto de referencia de los radios vectores, que en este caso coincide con; el

donde estd la ‘carga puntual g. Teniendo en cuenta (13.4) v (13 5), la
éxpresién (13.3) adquiers la forma ;

N = -4 &; dQ. ' (1"3.‘6_5'

El 4dngulo sélido total, bajo el cual se ve la superficie cerrada desde los
‘puntos dentro del volumen que ésta limita, es igual a 4n, es decir, g

§ 4Q = 4n, (13.7)
E]

y por eso de (13.6) obtenemos
I Negle, (13.8)

El flujo de E a través de la superficie cerrada se calcula de la misma ma-
nera (fig. 33) y se define por la férmula (13.3) si 1a carga puntual se hallaba fue-

Fi%. 32 Fiq- 33
Calculo del flujo del vector de Caleulo del flujo del vector de

intensidad a través de una su- _ intensidad a través de una su-
perficie cerradacuando’la carga perficie cerrada cuando la carga
puntual esti dentro del volu- Funtual estd fuera del volumen,
men, limitado por la superficie imitado por la superficie

r&”dal volumen, limitado por la superficie. En cambio, ahora el integrando to-
a*valores tanto positivos, como negativos: en los puntos de la superficie,

Pa
en:que el 4ngulo (r, dS) es inferior a n/2, es positivo y cuando el dngulo es
nayor, el integrando es negativo. Esto significa que en la superficie ADB el
integrando es positivo y en la ACB, negativo. Por esta razén, los elementos del
angulo s6lido de (13.5) son positivos en- la superficie ADB y negativos, en la
ACR. Designemos por Q, el dngulo sélido en el vértice del cono, formado por
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las tangentes trazadas desde el punto O a la superficie en cuestién (fig. 33). En-
tonces

§(5-as= § ao— § a@=0,—Q=0, (13.9)
8

ADB ACB

va que las superficies ACB y ADB se ven desde el punto O bajo ¢! mismo 4ngulo
sélido 2y, pero en la integral estdn con signos contrarios. Cuando la carga
puntual se encuentra fuera del volumen, el flujo de intensidad E a través de la
superficie cerrada es nulo:

N =0. (13.10)

Uniendo los resultados de (13.8) y (13.10), podemos escribir definitiva-
mente para (13.1):

@EdSz

gleg, cuando g se encuentra dentro del volumen limitado por §;

~ 10, cuando q se halla fuera del volumen, limitade por S. (1349

La confirmacién que posee (13.11) es el contenido del teorema electrostd-
tico de Gauss para la carga puntual.

Su ganarahzaclﬁn para el sistema de cargas puntuales se lleva a cabo me-
diante el principio de superposicién. Si hay cargas puntuales g, la intensidad
E del campo en cada punto es la suma de las intensidades E, de los campos, crea-
dos por cada una de las cargas puntuales:

E=)E,. (13.12)

Por consiguiente, :

is@sazéﬂpﬁ. (13.13)
i 8

Al caleular cada una de las integrales que se encuentran bajo el signo de
suma en el segundo miembro de (13.13), es necesario tomar en consideracién
(13.11): para la carga puntual dentro del volumen la integral correspondiente es
igual a g;/e, y para la carga fuera. del volumen, es nula. Por esta razén, (13.13)
toma la forma

§aw372m=rg o (13.449)

donde V, perteneciente al signo de suma, significa q#a la suma se compone
sblo de cargas. que se encuentran dentro del volumen V. La carga. total dentro
del yolumen' V en (13, 14) se denota por Q:

Q= Em— (13.15)
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Teniendo en cuenta la definicién (4.1) para la densidad volumétrica p para
la:distribucién Continua de las cargas, la férmula (13.14) se escribe inmedia-
tamente asi: L

: . :
?E'd5=?‘:ipd"=?ﬂ@’ _ ) (13.16)

“donde .
Q =.j pdv (1847

es la carga total, incluida en el volumen limitado por la superficie cerrada S.
La afirmacién que encierra la formula (13.18) es el contenido del teorema elec-
trostdtica de Gauss para la distribucién continna de las cargas. Es obvio que
la férmula incluye en si también las expresiones (13.14) y (13.11) como casos
particulares.

Medicién de la carga. El teorema de Gauss permite determinar la carga

‘total que contiene el volumen dentro de sf, midiendo el flujo de intensidad a
‘través de la superficie que limita el volumen. Otras definiciones de la carga no dan
resultados satisfactorios. Por ejemplo, no se puede hallar esta carga, midiendo
la fuerza que ella ejerce sobre una carga de prueba que estd fuera de dicho vo-
lumen, ya que la fuerza depende no sélo de la carga total, sino también de su dis-
tribucién por el volumen, que por ¢ierto, es desconocida. Puede determinarse
la carga, midiendo 1a fuerza que actiia sobre ella en un campe eléctrico exterior
homogéneo que se conoce. En este caso es iraportante asegurar la homogensidad
del campo. Esta claro que este procedimiento es aplicable sélo cuando el campo
homogéneo exterior no varia esencialmente la distribucién de las cargas dentro
del volumen.
.1 Base fisica de la validez del teorema de Gauss. Partiendo de la deduccién
del teorema de Gauss, se ve que su validez se determina por la posibilidad de
reducir el integrando (13.3) mediante (13.4) y (13.5) a la diferencial del dngulo
sélido dS2. Ello resulta posible sélo cuando E (r) decrece inversamente propor-
cional al cuadrado de la distancia desde la carga puntual. Para otra dependen-
cia'de E (r), en la formula (13.6) bajo la integral debe haber ademés de la di-
ferencial del éngulo sélido, cierta funcién respecto a r que no-permite expre-
sar-el flujo de intensidad mediante la superficie en forma de funcion de la carga,
lo:que. significa la inobservancia del-teorema de Gauss, Por esta razén, la base
fisica-del teorema de Gauss es. la ley de Coulomb o, de otra manera, el teorema de
Gauss es la formulacién integral de la ley de Coulomb. -

Enunciacién -diferencial de la ley de Coulomb. Ecuacién de Maxwell para
divE. Con ayuda de la férmula matemitica de Gauss—Ostrogradski (5.21)
eliflujo E a través de una superficie cerrada puede transformarse ‘en una integral
de:div:E respecto al volumen:

$E-dS = [ divE av, (13.18)
-3 v
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como consecuencia de lo cual la férmula (13.16) adquiere el aspecto

‘[ (div E—p/e,) dV =0. (13.19)

La igualdad de la integral a cero se cumple para un volumen arbitrario V.
Por lo tanto, el integrando es idénticamente igual a

div E= p/e,. (13.20)

La posibilidad de realizarse (13.20), lo mismo que el teorema .de Gauss, se
determina por la validez de la ley de Coulomb. Por consiguiente, (13.20) es la
forma diferencial de la ley de Coulomb. El cardcter lineal de la ecuacién (13.20)

Fig. 34 Fig. 35
Lineas de fuerza del campo, cu- Lineas de fuerza de dos cargas
ya intensidad aumenta de dere- con signos contrarios

cha a izquierda

refleja la validez del principio de superposicion gara la intensidad del campo.
En este caso se dedujo para las cargas inmdviles. Se considera que es vélido para
un movimiento arbitrario de las cargas.

Lineas de fuerza. Se llama linea de fuerza de un campo eléctrico a la linea, la
tangente a la cual en cada punto coincide con la intensidad E. Con ayuda de las
lineas de fuerza es cémodo representar grificamente el campo. Se ha -acordado
caracterizar la intensidad del.campo por el nlimero. de lineas de fuerza que atra-
viesan 1 m?.de.drea de la superficie, perpendicular:a la direccién de las lineas:
“de fuerza eén el punto correspondiente: cuanto mayor:es la densidad de las lineasy
tanto mayor es la.intensidad del campo. En-la fig. 34 se muestra un campo:eléc-
trico, cuya intensidad crece de.derecha a izquierda: i

. Fuentes.y. sumideros. del_vector:E. Como se ve de la ecuacién (13.20) las-
lineas de, fuerza comienzan donde div E > 0.y terminan donde div E < 0; es
decir,.empiezan.enlas cargas positivas_y terminan:en. las negativas. Se.dice. que
‘las cargas positivas son las fuentes del vector E y las negativas, los sumideros:
Es obvio que semejante diferencia entre las cargas es puramente convencional:
eso parte de la definicién de la direccién:de-la intensidad del campo. Segin su
papel en la formacion del campo eléctricolas cargas: positivas y negativas son
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totalmente equivalentes. La fig. 35 muestra las lineas de fuerza de dos cargas

de~signo contrario. ; . ,
Invariacién de la carga. Hallemos el flujo E a través de la superficie cerrada

que'rodea una carga puntual g que se mueve uniforme y rectilineamente. La in-

idad del campo para esta carga se determina por la férmula (11.26). El flujo

ensidad es igual a

N=QE.dS = § £r2dQ =& Er2sen 840 dg, (13.21)
J 3

donde en calidad de superficie de integracién se toma:una esfera con centro

punto ‘donde est la carga en movimiento en cierto rmomento:de-tiempo: -
y/se-tiene en cuenta que-E y dS son colineales al radio vector r; 8.y ¢ .son los
4ngulos polar y axial, respectivamente, del sistema esférico de coordenadas,
cuyo eje polar coincide con el eje X del sistema de coordenadas inmévil. Susti-
tuyendo (11.26) en (13.21), hallamos

 g—BY [  sen0dd

N—Tiﬁ":ﬁ?ﬁi‘mﬁv (13.22)
donde la integracién se lleva a cabo por el éngulo dg del que el integrando en
{13.21) no depende. Ya que sen®0 = 1 — cos? 6, sen 8 d6 = — d cos 6, enton-

n ]
sen @ d 6 _ dz _ 2 z 1_ 2

ces i (I—F* sen? §)°3 205 ‘—‘(1_' BT+ paznyers Ei[u, Vu__’-l-_z‘ ]o =i =
donde a? = (1 — B%)/p%. Entonces la relacién (13.22) adquiere la forma

N = gle,, (13.23)

que-coincide con (13.8). Esto demuestra que el teorema de Gauss es tamhién
walido para la carga puntual que se mueve de modo uniforme y rectilineo. Si
la:Carga en el volumen se determina mediante el flujo E a través de la super-
ficie cerrada que limita el volumen, la igualdad (13.23) expresa la invariacién
do-la carga.

'El teorema de Gauss expresa 1a relacién entre el flujo de la intensidad de} campo eléetrico
‘avés de una superficle cerrada y la carga en el volumen, acotado por dicha superficie. La
ica del teorerna de Gauss es 1a ley de Coulomb o, con otras palabras, el teorems de Gauss

es'la’forma-integral de-la ley de Coulomb.

Seiilama-linea de fuerza del campo eléctrico a la linea, la tangente a la cualen cada punto
colacide con: la intensidad del campo eléctrico.

Las ¢argas positivas son las fuentes de la intensidad del campo eléctrico, mientras que las
megativas, los sumidercs. Pero esta diferencia entre las cargas es puramente convencional.
Su:papel en la formacién del campo eléctrico es absolutamente igual.



88 Capitule 2, Campo elécirico confinuo

§ 14. Carécter potencial de un campo electrostatico

Se examinan las formas diferencial e integral del cardcter potencial del
campo. Se introduce el potencial escalar y se estudian sus propiedades.
Se calcula el potencial de las cargas distribuidas en una zona finita
del espacio. Se demuestra el teorema de Earnshaw

Trabajo en un campo eléctrico. Puesto que la fuerza que actfia en el campo
eléctrico sobre una carga puntual g es igual a F = gE, al desplazar la carga a
dl, se efectiia un trabajo

d4 = F.dl = gE-dl (14.1)

El trabajo especifico que se gasta para desplazar la carga, se determina
como la relacién entre el trabajo y la carga: i

dA’ = dd/g = E.dL (14.2)

Este trabajo se expresa en julios por Coulomb. Examinando (14.2) se ve
que el trabajo que efectia el campo se considera positivo, mientras que el que rea-
lizan las fuerzas exteriores respecto al campo, es negativo. Esto es la condicién
de los signos semejante a la que se utiliza en la termodindmica para el trabajo
del sistema.

Al desplazer la carga del punto 7 al punto 2 por el trayecto L (fig. 36), el
trabajo especifico es i

2 -
A'=S E-dl. (14.3)

(1)
L

Carécter potenclal del campo coulombiano, El campo de fuerzas se deno-
mina potencial si el trabajo de desplazamiento en este campo depende sélo de
los puntos inicial y final del camino y no depende de la trayectoria, Otra defi-
nicién equivalente del cardcter potencial es la exigencia que el trabajo de desplaza-:
miento por cualquier circuito cerrado sea nulo. i

Se sabe que la fuerza de gravedad de una masa puntual que decrece inver-
samente proporcional al cuadrado de las distanci n la

IS B o e 4l cArAGtEr Sotencial se
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Basdndose en el principio de superposicién ‘del cardcler potencial del campo
de una carga puntual,’se desprende el cardcter potencial de un campo electrostdtico
arbitrario. La demostracion matemdtica de esta afirmacién es

CS)E-dl:cg)(Z E,):dl=3 § E,.dl = 30=0, (14.4)
donde ‘ i' { _ e
E=Y K, @E,-cu:o. (_'14.5}-.

Rotor del vector. El criterio- del cardcter potencial del campo gue se' uti]lzé--
hasta ahora, no es diferencial v no siempre se puede aplicar de manera ficil y

rotp A
n
—
L
Fig. 36 Fig. 37
Trabajo en el campo eléctrico al Para la delinicién vectorial del
desplazar una carga puntual rotor

eficaz. Su aplicacién se reduce a la verificacién de la coiroboracién de que el
trabajo por cualquier camino cerradoe es nulo. Ello significa la necesidad de
investigar una cantidad infinita de caminos cerrados, lo que es imposible para
el caso general. El criterio puede aplicarse sélo cuando se conoce la expresién
general para el trabajo por cualquier camino, dada en forma analitica. Pero sélo
en casos muy raros se logra obtener semejante férmula. Por esta razén, es in-
dispensable hallar otro criterio del cardcter potencial que pueda utilizarse en
18" practica con facilidad y comodidad. La forma diferencial que se da con
ayuda del rotor del vector es precisamente este criterio.

Ante todo examinemos la definicién vectorial del rotor A, designado por
rot'A. El vector se determina por tres componentés que no yacen en un mismo
lano. Elijamos cierta direccién que se caracteriza por el versor n. En el plano,
perpendicular & n, limitemos el drea AS por un contorne cerrado muy pequefio
(fig. 37). Por lo general, la direccién del recorrido positive en el contorno L
relacionada con n por la regla de Ampére (del sacacorchos). Se denomina
rotor el vector, cuya proyeccién sobre la direccién de o se determina por la
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z formula
A.dl
Y rot, A= lim '§“ A (14.6)
tx, v, 2) )y + oy, 2) 880
El rotor caracteriza la intensidad del wemo-
X/ lino» del vector, lo que se refleja en el nombre de

la operacién. Supongamos, por ejemplo, que el

lr+ax,p,2) (x+ax,y+ay,20  vector A seaigual a la velocidad v de los puntos
Fig. 38 de un sdlido que gira con una velocidad angular
Para la definicién del rotor @ alrededor del eje, colineal con n. Hallemos
en coordenadas rot,v para los puntos del eje de rotacidén. Elija-
mos en calidad de contorno L una circunferencia

de radio r con centro en el eje y yacente en el plano perpendicular al eje. Es
obvio que tenemos v = wr, AS = sr* y A.dl = v dl, donde d! es el valor
escalar del elemento de la circunferencia. Por eso basindose en (14.6), obtenemos

wr ¢ dl

rot,v=lim =lim
rp W2 rexl)

wr Inr

2 — 20, (14.7)

donde c§ dl = 2nr es la longitud de la circunferencia. De esta manera, el rotor

de la velocidad lineal de los puntos de un sélido en rotacién es igual a la ve-
locidad angular duplicada de su rotacién. Puede mostrarse que esta confirmacidn
es vilida no sélo para los puntos en el eje de rotacidn, sino para todoes los pun-
tos en general.

Al calcular el rotor en la prictica, es més cémodo emplear en lugar de
(14.6) las férmulas de coordenadas. Hallemos las proyecciones del rot A en el
sistema cartesiano rectangular de coordenadas. Cojamos como ejemplo el eje
Z (fig. 38). El contorno L es un rectidngulo con lades Az, Ay. La direccién del
recorrido positivo se indica en la figura. En este caso

(x+azx, v, 2) (xpAx, y+au, 2}
$A-a= j A, (z, y, 2)da+ 5 Ay (@ +Az, y, 2)dy+
L =, v, 2) (z+dx, ¥, 2)
(x, y+au, ¥) (=, 2) ;
=+ 5 - 4z, yﬂ-_&y. z) dz 4+ A, (=, y, z) dy, (1'4.-8}
(.x+"&x ;.r-uy, ) _ {x v+ay. ),

TLaw

s "-I
sagunda ¥ tercera o sctuar’ el. desarro 5..de
Ay -y limitarse’a los términos, lmaales

e y+ay.z) 4 (x.y.z)+Ay%=-M’—"+ R
Ay (402, Y, 5= Ay (2,1, 2) + Bz -—f%;;ﬁi’-r_.p(b) L usy)
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Calculemos la sumade la primera y tercera integrales:

(x+ax, y, 1) {=, y+dy, z) ;
L= § Auodtr | Aeytbyode=
{x, v, 2) (x4+Ax, y+Ay, 1)
(xkax, v, 2) (442, y,7) ) i y
= | Aewai— | (4@ a+a2280 0 145010
=, ¥ 2) (x v, 2) .

r

‘donde para calcular la segunda integral en (14.10) se utilizé la formula (14.98)
y.-el signe menos aparecié como consecuencia del cambio de“la direccién:de:la
integracién por la contraria. En (14.10) los términos que contienen en los in-
tegrandos A, (z, y, z) se eliminan mutuamente y por eso

I, ;Ei‘ﬂ;;—y"’ AzAy. (14.11)
De la misma manera calculamos la suma de las integrales segunda y cuarta

en (14.8):
_ BAy(z v D)

I, o Azay. (14.12)
Segtin la férmula (14.6), hallamos
(rot A), = ot — 2z (14.13)

Por analogia calculamos las proyecciones sobre los otros ejes de coordena-
das:

[ dA 34 34,
(mtA},:ﬁe._??, (rot A), = 2= _ 24; (14.14)

Designando como siempre por i, i,, i, los versores de los ejes de coorde-
nadas, escribimos el vector de rot A como

rovAmi, (S 200) 4y, (Se_4s) 4, (S :). (14.15)

Férmula de Stokes. La formula de Stokes enlaza la circulacién del vector
por el contorno que limita la superficie, con el flujo de su rotor a través de la
guperficie. La deduccién de dicha férmula se basa en la definicién de (14.6).
Calculemos el flujo del vector de rot A a través de la superficie S, limitada por
el contorno L (fig. 39), la que dividimos en elementos AS;:

grotA-dS=2 i rot A-ds. (14.16)
ioaF
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Dado que AS;son muy pequefios, para cada

i W uno de ellos, basindose en (14.6), tenemos
/
/= ::: iiﬂ':._\':\'4 S rotA.-dS= i (rot A), 48 =z (rot A), AS =
A el il T 4%
ST TR e R Wi | ~ 5
& i il ' ~§ A, (14.17)
O S R i 7 L Ly
% U W donde L, es el contorno que limita AS,. Por esta
“'! S = razoén, (14.16) puede representarse asi:
(|
N lmtA-dSm E@A-dl. (14.18)
ds. b Ay
Fig. 39 Las partes de los contornos L; que son fron-
Para la demostracién de la teras entre AS,, entran en dos términos de la
férmula de Stokes suma (14.18): una vez al integrar por el contorno

del 4rea dada AS, y la otra vez, por el contorno
del 4rea vecina. Las integrales tienen iguales médulos, pero signos contrarios,
va que los caminos a lo largo de las fronteras para calcular las integrales
tienen orientaciones contrarias. As{ pues, en la suma de (14.18) todas las partes
de las integrales por las fronteras entre AS, se reducen reciprocamente y queda
s6lo la suma de las integrales por aquellas partes de los contornos L, que no
forman frontera alguna entre AS,, o sea, se conserva la integral por el contorno
L que limita el drea S. Para AS;—~0 la igualdad aproximada (14.18} se
convierte en exacta:

irot A-dS=§ A.dl, (14.19)
L

denominada férmula de Stokes.
Enunciacién diferencial del carficter potencial del campo. La igualdad

B B .
j Euil:j E.dl, (14.20)
L, Ly

d_cp'l:i‘d,e:._L:',-:y Lyson-los caminos diversos entre los puntos A y B, expresa la in-
* dependencia entre el trabajo y.el camino al desplazar la carga en: elicampo-eléc-
20 30 e A ; BT

trico: Teniéndo en ‘ciienta que S E:dl = — i E.dl, representemos (14.20) como
‘::'. L,
B A
j q,a:+£ dl=§ E-di1=0, (14.21)

Ly Ls
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donde Ly + L, = L. La férmula. (14,21) es la
enlinciacién matemética de-la afirmacién de que
n'un campo electrostatico el trabajo .es nulo al
desplazar la cargd por cualquier contorno cerrado.
Aplicando (14.19), de (14.21) obtenemos

i rot E.dS =0, (14.22)

- Fig. 40

, ; e 9 .Dlii_lreccién- del.grad @
donde S es la guperficie, limitada por el contorne =~

L/ Puesto que S es arbitraria, de (14.22) se desprende que

rot E=0. (14.23)
. Esta igualdad es la forma diferencial del cardcter potencial del campo

electrostitico, . !
Gradiente. Sea ¢ (x, y, z) una funcién escalar del punto. El vector

gmd¢=l,—:%+ig-§§;+l;%?" (14.24)

%e llama gradiente de ¢.
. Para aclarar el sentide de este vector, calculemos la diferencial total de la
funcién ¢ al desplazarse a dr = i,dz 4 i,dy 4= i.dz:

dqg?,:%dz-{—.g%dy—f—% dz =grad @-dr. (14.25)

De esta manera, un incremento infinitamente pequefic de de al despla-
zarse en cierta direccién, es igual al componente del grad cﬁ por esta direccién,
multiplicado por el médulo de desplazamiento. Tracemos la familia de super-
ficies @ == comst (fig- 40). Al moverse a lo largo de la superficie ¢ = const,
tenemmos dg = 0. Por esta razén [véase (14.25)] grad ¢_Ldr, es decir, el vector
-delgrad @ estd dirigido perpendicularmente a la superficie ¢ = const. Es igual,
segtn el méduloe, a la derivada respecto a ¢ por el camino en direccién perpendi-
cular-a la superficie ¢ = const. '

. Potencial escalar. Dado que el trabajo para desplazar la carga en un campo
potencial no depende del trayecto, sino que es sélo funcién de los puntos ini-
“cial y final del camino, se puede expresar a través de la coordenada de los ex-
tremos de la trayectoria. Eso se hace con ayuda del potencial.

Comprobando directamente, puede uno cerciorarse que existe siempre la
igualdad idéntica

rot grad ¢ = 0. (14.26)

Por esta razén, la ecuacién (14.23) se satisface si E se representa como

] E= —grad ¢. I (14.27)
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El signo se elige de tal manera que la intensidad E esté dirigida hacia el
decremento de ¢. La funcién escalar ¢, relacionada con la intensidad E del campo
mediante la férmula (14.27) se denomina potencial escalar del campo eléctrico.

La intensidad puede medirse de manera experimental. El potencial pno
tiene un valor numérico determinado y no tiene sentido hablar de la definicién ex-
perimental de su valor.

Multiformidad del potencial escalar. De la férmula (14.27) se ve que 3i
a ¢ se le afiade cierta constante, el campo, descrito por el potencial, no varia, ya
que las derivadas de una magnitud constante con respecto a las coordenada.s
son nulas. Por lo tanto, el potencial @ de un campo eléctrico dado estd determinado
s6lo con una precisién de hasta una constante aditiva.

Normalizacién. Haciendo uso de la multiformidad del potencial escalar,
se le puede atribuir en cualquier punto, prefijado de antemano, cualquier va-

" lor, prefijado con anterioridad. Después de ello, el potencial tiene un valor

bien determinado en todos los demds puntos, o sea, serid univoco. Este procedi-
miento de atribuir al potencial un cardcier univoco, agregdndole un valor determina-
do en uno de los puntos, se llama normalizacidn del potencial, Al estudiar los cam-
pos eléctricos en las proximidades de la superficie terrestre, por regla general,
se toma como potencial nule el de la Tierra. Al investigar cuestiones generales,
cuando las cargas se hallan en una zona finita del espacio, es més cémedo con-
siderar que el potencial es nulo & un alejamiento infinito de las cargas. Seme-
jante normalizacidén se utiliza con frecuencia en el presente libro.

Expresién del trabajo por medio del potencial. Si la carga se desplaza entre
los puntos I y 2, el trabajo especifico es igual a

{2) (2) (2)
A’=§E-dl=—jgmdq}-dr= —5d;p=q:(‘[)—-lp(2) (14.28)
() (1) (1)

donde se utilizé la férmula (14.25) y dl = dr. De (14.28) se ve que en efecto,
el trabajo depende de los puntos inicial y final de la trayectoria y no depende
de la forma de esta tiltima. Partiendo de esta misma férmula, se desprende que
la diferencia de potencial entre dos puntos tiene un sentido fisico claro y puede
medirse experimentalmente. Asi, pues, el sentido fésico lo posee no el propio po-
tencial, sino la diferencial de patmcml entre distintos puntos.
Potencial del campo de una carga puntual. Normalicemos el potencial
a cero -en’el infinito. Considerando que‘en la férmula (14.28) el" punto 2 se en-
{2) &g (an} =0y obtenemns la® si-
en el punto 2 L :

()= j E-dl. (14.29)
)
Elcamino del punto I al infinito puede ser‘cualquiera. Pero hay que elegir-
lo de’manera que se simplifiquen'en’lo"mds posible los calculos.
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El: cainpo de'la carga puntual ges esféricamente simétrico. E1 potencial a la
Bistancia’r'de la ‘carga puntual es, ségin-la férmula (14.29)

() =7y j el (14.30)

El:camino de“integracién mds adecuado es a lo Jargo del radio Veetor que
parte:de la carga puntual. Entonces (ridl/r) = dry da {14.30) se dasprande que

dr _. 4 [ 1'=_ 1 g a4
'P(i‘)——“* e — —}'],—mo T “4'3”

Como ejercicio, se recomienda al estudiante comprobar si de esta formula

se:deduce la ley de Coulomb: i
1 1

E:-—gradq;——mgrad-r—=m~%--:-. (14.32)

Potencial‘del 'campo de un sistema de' cargas puntuales. Segiin el principio de

rposleién, él potencial del campo de un sistema de cargas puntuales es igual a

mq_ ‘de los potenciales creados en el puntoen cuestién por cada una de las car-

E=E, + E, ='— grad g, — grad @, = — grad (p; + @2}

Por’consiguiente, con ayuda de la férmula (14.31) para el potencial, crea-
do por un sistema de cargas puntuales g;, puede escribirse la expresién

JEN =)=3;;;- 2, (14.33)

donde r, = V& =2 + (y — #1)* + G — z;)° es la distancia entre la carga
puntusl g, que se encuentra en el punto (z;, ¥, 2,), y el punto (z, y, z) en el que
sescalcula el potencial.

Potencial del campo para una distribucién continua de las cargas. Supone-
‘mos; como de costumbre, que todas las cargas estdn en una zona finita del espacio
yelipotencial estd normalizado a cero en el infinito, Disignando la densidad volu-
métrica de la carga por p (z', ¥, z'), obténemos en vez de (14.33) para el poten-
cial la expresién

pix’', ¥, 2')dz" dy’ ds’ (14.34)

PlE b )= 4’“ Vie—a )~y P+—2)P

Esta formula puede escribirse de otra manera, sin indicar detalladamente

lag " variables:
_ 1 pdV

(14.35)
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donde dV es el elemento de volumen por el que se efectda la integracibn. Se-
mejante forma breve de escritura se emplea con frecuencia en la exposicién a
continuacién.

Potencial del campo de las cargas superficiales. Si la carga estd en la super-
ficie, la distribucién se caracteriza por la densidad superficial de la carga o.
En el elemento del drea dS (es un escalar y no vector del elemento de la superfi-
cie) se encuentra una carga o dS y, por lo tanto, el potencial en cierto punto, de
modo analégico con (14.35), se da por la férmula

(14.36)

e odS
'p_li:r:ens r

L

donde r es la distancia entre el elemento del srea dS y el punto en que se calcua
la ol potencial. La integral (14.36) se propaga a todas las superficies que poseen-
cargas superficiales.

Infinidad del potencial del campo de una carga puntual. De (14 31) se
deduce que para r — 0 ¢l potencial ¢ (r — 0) — oo. Esto estd relacionado con
el hecho de que la carga puntual posee formalmente una densidad volumétrica
infinita, ya que su volumen es nulo. Precisamente la densidad voluméirica infi-
nita de la carga es la determina la inversién del potencial al infinito.

Caréicter finito djw tencial, siendo continua la distribucién de la carga
con densidad finita. Pa:a Ja chstnbuclén continua de la carga con una densidad
finita, el potencial no se reduce en ninguna parte al infinito. De ello puede uno
cerciorarse al calcular el potencial por la férmula (14.34). Tomemos el punto
(z, ¥, z) como orlgen de las coordenadas (z = y = z = 0) y efectuaremos los
célculos en el sistema esférico de coordenadas. El elemento de volumen en éstu
se expresa mediante la férmula dz’dy’'ds’ = r'* sen 0' d6° da'dr’, donde r’' =
=VzT+F y° + 27, Entonces [véase (14.34)]

1 I + s J' r r ’
qJ(O,O.O)_MSp{r,a,B)rsenB da’ dr’. |

Por lo tanto, si p es finito, el potencial ¢ también es finito, lo que se requerfa
demostrar,

Continuidad del potencial. La derivada del potencial por la coordenada
cartesiana ofrece una componente correspondiente de la. 1ntan31dad del campo
éc ico. Estd claro que la‘intensidad no pu rinfinita: P i
erivadas - del . potencial Tespecto a las coordenadas deben )
ello sign{ﬁca ‘que ol potencial “6s” una’ ‘funcién- continua. De esta” manera, el
potencial g es una’ funcidn finita y continua con derivadas finitas por las ‘coorde-
nadas. Estas condiciones:son importantes -para rasolver las ‘ecuaciones dife-
mnclales para el potencial.- -

. Teorema de: Earnshaw. Este:teorema- afirma.que no eziste una configuracion
de las’¢ cargas inmoéviles que sed estable, si no hay otras fuerzas, ‘ademds.de:las fuer-
sas de interaccién coulombiana entre las cargas del sistema.

Lia; demostracién del teoréma dé-Earnshaw:sé désprende de la férmula de
Gauss ‘Supongamos que el equlhhno es astahla. ‘Entonces, al desplazar cualquier
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carga. del sistema de su posicién de equilibrio hacia cualquier direccién, sobre
ella:debe actuar una fuerza que tienda a volver la carga a la posicién inicial.
Pero eso significa que la intensidad del campo, creado en las inmediaciones de
cada una de las cargas en reposo por todas las demas cargas; estd dirigida a lo
largo ‘de los radios que emanan del punto en que est4 dicha carga. El flujo de la
intensidad de este campo-a través de una superficie cerrada alrededor-de la car-
ga'se diferencia de cero, ya que la intensidad esta orientsda a lo largo'de los ra-
dios en una direccién (en la cercania deé la carga positiva, hacia la carga y en'la
proximidad de la carga negativa, desde.la carga). Seglin el teorema ‘de. Gauss,
el flujo que atraviesa %a superficie cerrada, se origina por la carga que esta‘en-un
volumen limitado por dicha superficie. Esto contradice a la suposicién, inicial
de que el flujo se crea por las cargas que se encuentran fuera del volumen. Por
eso mismo se rechaza la suposicién sobre la estabilidad de la configuracién de
las cargas inméviles y el teorema de Earnshaw queda demostrado.

Las configuraciones estables de las cargas inméviles pueden existir sélo
cuando ademds de las fuerzad de interaccién entre allas, hay otras fuerzas ajenas
que mantienen las cargas en las posiciones de equilibrio. Los estados estables
de las cargas en movimiento pueden existir como, por ejemple, el movimiento
de dos cargas de signos contrarios por las elipses alrededor del centro de masas
(si, claro estd, menospreciamos la radiacién).

La condicidn de los signas: el trabajo que ejecuta el campo se considera positivo y el que
efectdan las fuerzas, exteriores dr:i'peetu al campo, negativo.

La enunclaeién diferencial encial del campa eléctrico: rot E = 0, El signo menos
°':'&'“ Expmi(m E = —grad ¢ se eligié de acuerdo para que E esté orientada hacia la disminu-
cifn de @. -

La utilizaci6n de la ecuaclén de Polsson para resolver el problema no supone una norma-
lizacién determinada del potencial y Ia a ia de las cargas en el Infinito. El potencial es
una funelén continua y flnita con derivadas finitas respecto a las coordenadas,

¢Qué métodos para definir la intensidad del campo por la distribucién prefijada de las

cargas conoce Usted? ;Qué es lo que determina en cada caso conereto la eleccién del método
para molyer la tarea B
: £Qué ventajas tiene la bisqueda de la intensidad del campo, resolviendo las ecuaciones
de-Laplace y Poisson, en comparacién con otros métodos?

.- ¢Cuéles son las propiedades del potencial, como solucién de las correspondientes ecua-
clones diferenciales?
: {Qué enunciaciones del cardcter potencial del campo electrosttico conoce Usted?
{En-qué consiste la ventaja de la forma diferencial?

¢Cudles son las circunstancias fisicas que determinan la posibilidad de normalizar el
-pflemigl escalar? ¢{Qué normalizaciones son las més aplicables y en qué casos son conve-
nieates

Ejemplo 14.1. Caleular grad ¢ (r).
Tenemos:

—i. e ap 99
L e Y R e
dp dyp or , or e S
woF wV T VP
T=01444
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De la misma manera calculamos d@/dy, 39/ds. La raya significa la derivada con relacién
al argumento r. Teniendo en cuenta que
ar . 2z - dog dp r
AT e =+ obtenemos grad ¢ (r)= F(i,z+l,y+l;s)= TR

En particular, para @ (r} = r, grad r = v/r, ¥ para (13‘= fr grad (1/r) = —1/r%,
Elemplo 14.2. Caleular tanto directamente, como con ayuda del teorema de Stokes, la cir-
culacldn del vector © X _t por la clreunferencia L de radlo ry, situada en el plano perpendicular
al vector constante w. El centro de la circunferencia coincide con el origen de coordenadas.
El vector @ X ry estd dirigido en cada punto por la tangente a la circunferencia. Por

lo tanto,
§ o Xr-dl=or 5 dl =2nwrd. (14.38)
L

La direccién del recorrido se ha elegido de mllmera que los vectores @ X r y dl son coli-
neales en cada punto, Durante la direccién inversa del recorrido cambia el signo de la integral.
Con ayuda del teorema de Stokes el problema se resuelve de otra manera:

:§axr-dl= g rot {0 X r)-d§,
L

donde S es la superficie, limitada por la circunferencia L. Para @ = const rot (0 X r) =

=20y
Sm{mxr)-ds=z§w-ds=2m§ 4§ = 2nerd, (14.39)
5

lo que como debe ser, coincide con (14.38).

No es dificil ver que la superficie S puede ser cualquiera, limitada por la circunferencia
y no solamente plana. Tenemos

j mt{wxr}-d&z.".j m-dS:ZmJ ds. (14.40)

Tomames en consideracion que
48=0, (14.41)
&

donde S' es una superficie cerrada que consta de la superficie S; en (14.40) y la superficie §
del circulo en (14.39), es decir, §' = §; + S. De (14.41) obtenemos

f. d8=—annrf, : (14.42)°
8, i

donde 1 es un versor, perpendicular al plano del circulo. En.(44.42) se tiene en cuenta, que en
(14:41). el elemento. d;_ esté dirigido por la normal exterior hacia la superficie cerrada. Sus~
tituyendo. (14.42) en (14.40), oblenemos una férmula idéntica a (14.39).

" 'Ejemplo 14.3. Hallar el potencial y 1a intensidad del campo, creado por un hilo con carga
uniforme de longitud finita'2L en el espacio circundante. ‘L densidad lineal de la carga del hilo -
es tgual a T. . :

Coloquemos el origen del sistema cartesiano de coordenadas en la mitad del hilo (pun-
to OI y ¢l eje Z lo dirigimos a lo largo del hilo {fig. 41). Como consecuercia de la simetria
axial, el potencial depende sélo de 7 y' de'la coordenada z. . :
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La fig.-41 muestra el plano que atraviesa el punto L1z

(rizj:y el eje 2. La carga 7 dz’ que se encuentra en el
emento, de longitud dz’, crea en el punto (r, z) un g
potencial -
P Tda’ _
4ne, ]/F“‘-‘HT?_T’ . 7
Poro tanto, el potencial, originado por todo el ~
hilo-cargado, es igual a 0
1]
Gy o BAE,
= 4mey 2 Vitiz—z)E
L+VATG=Ip =
T Z— I—
=———p(E VY TR Y 14.43) p
4ne, n(z+L+V|—‘l+(s+L) ) ( ) Fig. 41

Carga lineal de longitud finita

Las componentes de la intensidad del campo eléctrico se dan mediante las férmulas:

T 1 1
g T — ' 14.44
o 9z — 4ne, ( Viita—Lp VoFG+ L3 Ha4d)
. N | 1— L _ 2+ L
E= ==t (s VA ) (14.45)

Para L — o obtenemos
E, =0, E,= 1/2ne,).
El potencial para L —» oo tiende al infinito:
p=— 2;3‘, [Inr—1n (2L)) = co.
Esto es la consecuencia de que la carga no esté concentrada en una zona finita del espa-
Ij por lo que no se puede utilizar la férmula (14.43) para calcular el potencial en el caso de
F— oo,
A distancias muy grandes del centro del hilo (R = VP + ## = L) de {14.43) hallamos
__TL _ 1 @
Y= TreR —Gne, R
donde Q = 2vL es la carga total del hilo. Asi pues, a distancias grandes en comparacién con
las dimensiones lineales del hilo, el campo es préximo al coulombiano.

§ 15. Campo electrostitico en el vacio

Se exponen los métodos fundamentales del cdleulo del potencial
Y la intensidad del campo electrostdtico y se analizan los efemplos
de los cdleulos.

Planteamiento del problema. Resolvamos uno de los problemas de la electro-
atdtica:

. definir la intensidad del campo eléctrico, creado por una distribucién cono-
cida de cargas.

T
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Este problema puede resolverse por varios métodos. En el sentido princi-
pal, todos esos métodos son equitativos, mientras que en el prédctico, son dife-
rentes en funcién de las circunstancias, ya que estdn relacionados con distin-
tos voliimenes de cilculos. Es titil elegir el método que conduce al resultado bus-
cado, aplicando el camino mads sencillo,

Aplicaci6n directa de la ley de Coulomb. En este caso la intensidad del
campo en el punto se calcula como la suma de las intensidades de los campos,

d

e

X
Fig. 42 Fig. 43 )
Campo en el eje de un disco con Para el cdlculo de la intensidad
carga uniforme del campo de un hilo con carga
infinita mediante el teorema de .
Gavuss

creados por todos los elementos pdV y odS de las cargas volumétricas y superfi-
ciales, Dicho método es el mas natural, pero no el mas sencillo, ya que hay que
sumar los vectores, lo que complica bastanta los cdlculos. Un ejemplo de apli-
cacién de este método se examiné en el § 8 al calcular la fuerza de interaccidn
de una carga puntual y un hilo recto infinito con carga.

Céleulo del potencial. Las férmulas (14.35) y (14.36) pueden aplicarse
s6lo para la distribucién de la carga en una zona finita del espacio y la normali-
zacién del potencial a cero en el infinito,

A titulo de ejemplo, analicemos un campo en los puntaes de la perpendicu-
lar nl plano de un disco uniformemente -cargado:de radio a que atraviesa su cent-
ro (fig. 42). La carga total del disco es igual a Q. Para el potencial a la distancia
k-de la superficie .del disco tenemos [véase (14.36)}

1 U&dy

donde 0 = Q/(na?) es la densidad superficial de la carga en el disco. Es c6modo.
calcular la integral en coordenadas polares, c'onsit_ierando que 2+ y? = ré
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dz dy = dS = r dr da. Entonces [véase (15.1)]

an
':P(k)——"! 57:-,51_'%;; 5':3—%(1/"’4'_"’—")- (15 2)

Partiendo de la siretria axial de Ia distribuci6én de la carga, se dasprande
que ol vector de intensidad del campo eléctrico estd orientado a lo largo del aJe
del disco y es igual a

fp 1 @
Ep oh g, af (1 ;a'+hﬁ ) h ('15'3)'
Para h’» a puede considerarse que
1 1 e
L - B :' +. (15.4)

Vatm Vita/a
y por lo tanto,
Ej ~ 4;3 2, (15.5)

como se podia esperar sin efectuar los célculos, puesto que a distancias grandes
la intensidad del campo de un cuerpo con carga es préxima a la intensidad del
campo de una carga puntual,

Uso del teorema de Gauss. En ciertos casos, al haber simetria, el método
1nds eficaz de difinicién de la intensidad del campo es la aplicacién del teorema
deGauss. Sea, por ejemplo, que se requiera hallar la intensidad del campo de
aun hilo recto infinito con carga de una densidad lineal v. Construyamos un ci-
lindro circular de radio r, cuyo eje coincide con el hilo (fig. 43). Designemos la
-gtura del cilindro por k. Apliquemos al volumen del cilindro el teorema de
“Gauss:

j E.dS = Q/e,, (15.6)

donde Q es la carga en el volumen del cilindro y S, la superficie del cilindro. Es
obvio que Q = th. El flujo de E a través de la base del cilindro es nulo, ya que
el:vector E es paralelo a las bases. El flujo de E que atraviesa la superficie late-
ral, se caleula fdcilmente, puesto que en ésta el vector E coincide en direccién
con la normal a la superficie y segiin el mddulo, es constante. Entonces

jE d8= | E-dS=E-2arh. (15.7)
S1at
De esta manera, el teorema de Gauss conduce a la igualdad
B E-25rh = thle,, (15.8)
de’ la cual obtenemos
i T
E=gpr . (15.9)
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En un campo que posee esa intensidad, la fuerza que actua sobre la carga
puntual, tiens el valor de (8.5), obtenido aplicando directamente la ley de Cou-
lomb.

Ecuacién de Laplace y Poisson. En muchos casos el método més prefe-
rible para hallar la intensidad del campo es la reduccién de la tarea a la solucién
de una ecuacién diferencial para el potencial. Para obtenerla, sustituyamos en

div E = ple, (15.10)
la expresién
E = —grad o. (15.11)
Entonces
div grad ¢ = —p/e,. (15.12)
Consideraremos que
: g , g g
dwgradq:=-‘g+ﬁ+ar=v’ﬁp. (15.13)

donde V* es el operador de Laplace, que representa la suma de las segundas de-
rivadas respecto a las coordenadas. A veces se denota por A = v?. Haciendo uso
de (15.13), la igualdad (15.12) se escribe como

Vig = —p/g, {15.14)

y se denomina ecuacién de Poisson. En las zonas del espacio donde no hay
cargas (p = 0), dicha ecuacién se transforma en

Vip =0, (15.15)
llamada ecuacién de Laplace.

Después de hallar el potencial ¢ como solucién de (15.14), puede calcular-
se la intensidad del campo eléctrico por la férmula (15.11). La solucién debe sa-

. tisfacer las exigencias, enunciadas para el potencial (véase el § 14): el potencial
@ es una funcidn finita y continua, con derivadas finitas respecto a las coordenadas.

Si todas las cargas est&n concentradas en una zona finita del espacio, la so-
lucién de (15.14), es (14.35), lo que se desprende de la univocidad de la solucién
de los problemas del electromagnetismo (véase el § 58).

La ventaja més importants de hallar la intensidad del campo con ayuda de
la ecuacién diferencial de Poisson para.el potencial es. la comunidad amplia de
este; método. y su aplicacién. Las.férmulas (14.35).y-(14.36) suponen:que. todas
las cargas se encuentran en una. zona finita del:espacio, merced-a lo cual tiene
sentido. la normalizacién del potencial a cero en el infinito. Pero la ecuacién de
Poisson no presupone la normalizacién'definida del potencial y la ausencia de las
cargas en. el infinito.

" Cilindro eircular infinito, cargado uniformemente. Aplicando la ecuacién
de Poisson, hallemos el potencial, creado por un cilindro circular infinito de ra-
dio a; cuya densidad volumétrica de:la carga es:p = const. ;

Dirijamos el eje Z a lo largo del eje del cilindro. Como consecuencia de 1a

simetria axial de la distribucién de la carga, el potencial @ poses también si:
metria axial, o sea, ¢ = @ (r). Por esta razén, es cGmodo hacer uso del sistema
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de coordenadas cilindricas, cuyo #ngulo axial designaremos por e. En diche.
sistama el operador de Laplace tiene el siguiente aspecto
g 1 18 dg
V=gt bkt i (a0
Ptiesto que en este caso el potencial ¢ depende sélo de r, la expresién (15.16)
se-simplifica: '
g, 1 & i d .
Vigm g+ s o=t (r ) (a47)

¥ la-ecuacién de Poisson (15.14) se escribe asi:

d d
L (r$)=—ole, (0<r<a)

i d dgay
.r.-d-r_(rd__;)ﬁo (r>a). (15.18)
Las soluciones comunes de (15.18) se encuentran por integracién:

Py = —-%z;: r*+AyInr4-B,,
$,=A,lnr-+ B, (15.19)

donde A,, A,, B, y B, son constantes de integracién. Dado que ol potencial en
todos los puntos debe ser finito, ¥y In r — co para r — 0, es necesario en la so-
lucién de (15.19) poner A, = 0. También resulta cémodo normalizar el potencial
mediante la condicién ¢, (0) =0, entonces B, = 0

. Dado que no hay cargas superficiales, la intensidad del campo eléctrico en
la'siiperficie de la esfera es continua, es decir, es continua la derivada respecto
al potencial. Las condiciones de continuidad para el potencial y su derivada a
r=a dan dos ecuaciones algebraicas para definir las dos constantes A, v B,
que permanecen por ahora incognitas:

4,lna+B,= _}%az. i1, (15.20)
De aqui se desprende que
i
wN=—g4r (0<r<a),

5 « 4.8 (15.21)
cpz(r)=?—¢;—azln 2 T'E;'az (r=a)
Entonces,
99 _ 1 p
Er= _'E;.L‘— 3 ?’-I’ (0<r{=aa)l
; (15.22)

E,=-2% =%%“T (r=a).

Teniendo en cuenta que pra? = 7 es la carga que corresponde a un metro
do longitud del cilindro, la segunda igualdad de (15.22) puede escribirse
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como
1
B =g

La comparacién de (15.23) y (15.9) muestra que el campo fuera de un ci-
lilndro con carga uniforme es tal como si toda su carga estuviese concentrada en
el eje.

RIL]

. (15.23)

La hisqueda de la intensidad del po por Ia distribucién prefijada de las cargas, apli-
cando directamente la ley de Coulomb, es la més natural, pero no la més sencilla.

Por lo general es atil hatlar la Intensidad del campo con ayuda del teorema de Gauss,
habiendo simetrfas de la distribucién de la carga.

-

O

Sig. 44 Fig. 45 Fig. 46
Para el cileulo de la intensi-  Para el cdlculo de la intensi- Para el célculo de la intensi-
dad del campo eléctrico de dad del campo eléctrico de dad del camdpo de la carga

una carga lineal de longitud un disco con carga superficial de una esfera

finita

¢Qué puede decirse del sentido fisico del potencial en Ios mérgenes de la electrostdtica?
¢Qué sentido fisico tieme la diferencia de potencial?

Ejemplo 15.1. Hallar la intensidad del campo de un hilo recto de longitud finita, cargado
uniformemente con una densidad lineal de la carga 7T (fig. 44). Tomar: T = 10" C/m; I =
=1{md=05m; a=05m.

Segln la ley de Coulomb

dE.— tdycosa drdy
7 hney (P44 T Ameg (a0 !
dE, — tdysenc Ty dy .
P Gmeg (y2--d8) — 4mey (a2 !
G Eandi gq (y2--d%) ~ dney
a
Eu—. 1d. dy
T ; }{H'id‘i‘iﬁ !
—-(i=a

B e ydy
T N T
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Sustituyendo las variables y = dtan &, dy = d dafcos® @, 1 + g% @ = 1/cos® & e inte-
grando, obtenemos

E,:h;dsena.-{-senal)':i,m’ V/m,
Ey= h:.d (c08 @3 — cos &y} =0, : (15.24)

Para un hilo infinito (I - oo} o, = ay = /2 y por eso £, = 0 y E, = 1/{2ne,d).
! Ejemplo 15.2. Aplicando el potenclal, determinar lz tnfensidad del campo en-los puntos
' de la perpendicular al plano del disco sl por éste se distribuye uniformements una cargs Q. El
radio del disco es a ([ig. 45). ; i
Tomar: Q = 10719 C; a = 10 cm; h = 20 cm (la distancia desde el plano del disco haste

el punta).
Segin la férmula (14.36) tenemos
_____i_ odxdy .
? ()= ,ST“——W o=l
Para calcular la integral p 2 las coordenadas polares en el plano del disco:
2+ 2= 2 drdy = rdrde,
an a d 1 Q
o rdr N———
h)y=—— | d — = o — 5" i+ W —h), 5.25
P (R) mgﬂsm E“G.(Vﬂ-l- ) {15.25)
de donde : )
29 L 9 fi_ .t Yo
L (1 ]fa'+b‘) 18 V/m. (15.26)

La férmula (15.28) coincide con (15.3).

Efemplo 15.13. Hallar la intensidad del campo eléctrico que crea una carga superficial
de la e?ern de radio R. La carga total de lg esfera es Q y la densidad superficial de lacarga es
o=@ }433’}.

El potencial, originado por el elemento de la superficie cargada (fig. 46) en el punto
gue se caracteriza por r, es igual a
{ oR'senfdfda
i i e e 15.27
? 4mey [ ( »

donde 2% sen 0 d6 da es el elemento superficial de la esfera en coordenadas esféricas, cuyo
eje polar coincide con el vector r; el énﬁlo « es axial. De la figura se ve que p = R — 1.
_Desgu_és de elevar ambos miembros de la igualdad al cuadrado, hallamos que p? = R? +
+ r* — 2Rr cos 8. Tomando las diferenciales de los dos miembros de dicha igualdad, tenemos

2p dp = 2Rr sen 6 d0,
de donde se deduce que R®sen 8 d0 = (pR/r) dp. Entonces [véase (15.27)]

1 oA

Integrando (15.28) por toda la superficie de la esfera, hallamos

2 ¢>n,

2n r+R

1 aR _1 0B ir _ Byt 4mey r
T ) do=z = :"ri=Y or 1 o .

1] Ir=RI a_._nins. R (r << R).



106 Capitule 2. Campo eléctrice conilnua
De aqui obtenemos la intensidad del campo eléctrico

1 0
EP=_-6:?'"'”= iblen -l'T (F}R).

ar
0 (r<<R),
o sea, fuera de una eslera cargada uniformemente la intensidad del campo es tal, como si toda

la carga estuviese concentrada en su centro y dentro del volumen, limitado por la esfera, no huy
campo.

§ 16. Campo electrostitico en presencia de conductores

Se examina la influencia de los conductores sobre un campo eléctrico.
Se describen los fenémenos fisicos fundamentales, determinados por la
distribucidn de las cargas en la superficie del conductor (fuga de las
cargas de la punta, etc.). Se discuten las caracteristicas cuantitativas
de las propiedades eléctricas de los conductores aislados y de sistemas de
conductores. Se expone la esencia del método de representaciones.

Forma diferencial de la ley de Ohm. Se llaman conductores a los cuerpos mate-
riales, en los cuales, habiendo un campo eléctrico, surge el movimiento de las
cargas, o sea, corriente eléctrica, La ley que une la intensidad de la corriente que
circula por el conductor, y la diferencia de potencial, aplicada a sus extremos,
fus descubierta experimentalmente en 1827 por G.S. Ohm (1787—1854) y tie-
ne la forma

I = U/R, (16.1)

donde R es una magnitud denominada resistencia del conductor. La ley de Ohm
en forma diferencial se obtiene, escribiendo la relacién (16.1) pare la densidad de
corriente. Examinemos un elemento infinitamente pequefio del conductor {fig.
47: Al es la longitud; AS, la secci6n transversal del conductor, a cuyos extremos
se aplica la diferencia de potencial Ag). Sea y la conductividad eléctrica de la
substancia, que es la magnitud inversa a la registividad eléctrica. La resisten-
cia eléctrica del elemento del conductor y la intensidad de corriente que pasa
por él, son iguales a -

1 Al j
Rs? A5 (16. 2a)
To=j:AS, (16.2b)

donde el indice T significa que se toma la componente de la densidad de corrien-
to a lo largo del elemento del conductor. La ley de Ohm para este elemeénto del
conductor se escribe asi:

1 Al
Ap= j‘AS? a5 - - (16.3)
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Tomando en consideracién que (Ap/Al) = E,
65 1a componiente de la intensidad del campo = |
eléctrico en direccidn del elemento en cuestion,
de (16.3) obteremos

jo = YyE.. (16.4)

‘Esta relacién es vidlida para cualgiuer orien- _ : ]
tacién del elemento del conductor y, por lo tanto, | i
‘puede escribirse en forma vectorial: Fig. 47

T Para la deduccidn de la forma
i=yE. (16.5) diferencial de la. ley de Ohm

Clasificacién de los materiales segfin su conductividad. La conductividad

eléctrica y depende de las propiedades del material. Segidn el valor de ella, los
‘materiales se dividen en tres clases: dieléctricos, semiconductores y conductores.
‘Entre ellos no existe una brusca diferencia. Se considera la siguiente division
‘de estos materiales segiin la conductividad:
i 'a) dieléctricos. Substancias con pequefia conductividad eléctrica. Un die-
Aéctrico ideal se caracteriza por la ausencia de conductividad. Pero ello pueds
Jrealizarse s6lo a 0 K. A temperatura diferente de 0 K,todos los materiales po-
-geen cierta conductividad y, por lo tanto, no puede haber dieléctricos ideales;
‘se acostumbra denominar dieléctrico al material, cuya conductividad eléctrica
<< 10~ S/m;

b) los semiconductores poseen una conductividad eléctrica superior a
10-* S/m pero menor de 10° S/m; '

" ¢) los conductores se caracterizan por una conductividad eléctrica superior
&"10® S/m. En su mayoria son metales. Entre ellos los mejores son el cobre ¥ la
plata, cuya conductividad eléctrica es del orden de 107 S/m.

“"Ausencia de campo eléctrico dentro del eonductor. En la electrostdsica se
examina el caso de cargas inméviles cuando j = 0. Entonces la igualdad (16.5)

nos da
E =0, (16.8)

es ;leclr, en el caso de equilibrio electrostdtico dentro del conductor no hay campo
eléetrico.
Ausencia de cargas volumétricas en el conductor: De la ecuacién
div E = ple, (16.7)
para E = O se desprende que
P = 0, (16.8)

0:sea, dentro del conductor no ezisten cargas volumétricas. Eso significa que la car-

ga:del conductor se concentra en su superficie, en una capa de espesor atdmico.
Clatosestd, que dentro del conductor existen tanto cargas positivas, como negativas,
pero ellas se compensan mutuamente y en total las zonas internas del conductor son
‘neutras, [véase (16.8)].
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El establecimento de la neutralidad ocurre muy pronto. Supongamos que
en cierto volumen dentro del conductor en el momento de tiempo ¢ = 0 la den-
sidad de las cargas libres se diferencia de cero (2 (0) #=0). Entonces, teniendo
en cuenta (16.5), la ecuacién de continuidad (5.24) adquiere la forma

8, i L 5
a—f ~+ div (yE} =T':-+1!dw E=0,

donde y = const (para un conductor homogéneo). Tomando en consideracidn
(16.7), obtenemos de aqui la ecuacién del cambio de p con el tiempo:
A
El_ — 2y P
cuya solucién es
p (t) = p (0) e-tv/ealt,

es decir, la densidad disminuye exponencialmente. Segiin la regla general, pue-
de considerarse que la carga volumétrica qué se formd, desapareces en el transcur-
so de un lapso T = e,/y, denominado tiempo de relajaci6n. Para los metales
éste es extremadamente pequefio, Por ejemplo, para el cobre (y = 6-107 S/m)
t = 10-'® 5. Semejante lapso es muy pequeiio incluso en las escalas de procesos
interatémicos. Por eso en situaciones inestables, cuando los campos varian con
ol tiempo, a frecuencias no muy elevadas, puede considerarse con gran precisién
que ern el conductor las cargas libres estén distribuidas por la superficie y estdn au-
sentes las cargas voluméiricas. La conclusién dada permanece vélida también al
tener on cuenta la dependencia entre la conductividad y y la frecuencia, aunque
se obtiene entonces el aumento del tiempo de relajacién en varios drdenmes.

La instauracién de la neutralidad estd relacionada con las corrientes que,
sin embargo, no crean cargas en las zonas donde circulan. Para comprender lo
dicho, examinemos un e¢jemplo simple. Se tiene una esfera de radio @,, cuya sub-
stancia se caracteriza por la constante dieléctrica & y la conductividad y. En el
momento inicial ¢ = O la zong esférica de radio a, << @, estd cargada uniforme-
mente con una densidad de carga p,. La capa esférica entre los radios a, ¥ a,
es neutra. Estudiemos el proceso de neutralizacién de la carga en el volumen
de la esfera.

La variacién de la densidad de la carga en diversos puntos de la esfera se
da mediante la férmula

[l:'lle-‘Jlrt (r<al)l
0

p(r,t)= -

donde t = e/y. La carga total de la esfera @, = 4/3najp, permanece constante,
pero la carga de la regidn esférica de radio a, disminuye segin la ley

Qu (1) = &/3alpee=* = Que~"/%.

_Esta carga se.traslada mediante la corriente de conduccién a través de.la :
capa esférica -entre los radios.a; y @,.hacia la superficie de la esfera, donde se:
concenira en forma de carga superficial. “
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La. distribucién de la carga en cualguier momento de tiempo es esférica-
mente simétrica;, porlo que, segln el teorema de Gauss, obtenemos la siguiente

expresién para la intensidad del campo eléctrico:
-/ k
Q{E‘T_r . O<r<a,),
. - il
E,.:r gﬁ.__‘ (a,<r<az),

4merd

% (r>a,).
La carga superficial de la esfora crece. Ella puede calcularse aplicando el
principio de conservacién de la carga o partiendo de las condiciones de fronte-
ra. En el primer caso, obtenemos

1
0=y 1Qo—Qu ()] = 728 (1 —e~17),
En el segundo caso, tenemos
G lyma, =D, fr=a,+0 — D, lr=a,~0 =&, Jrmay+0 =, |pma,—0 = —Qﬂ-”m’ {1 —e-th),

donde los valores de la funcién con los argumentos r =a, +0 y r = a; — 0
s6 toman de las partes exterior e interior, respectivamente, de la superficie de
la esfera. '

La densidad de la corriente de conduccién es igual a

1,2 E—ih‘,
4read
= E,u-u =t/

Ir=¥ ?mgn@ — (a‘ <r< “:)

L 0 (a;<<r<< o0}

La intensidad de la corriente de conduccién que circula por la superficie
esférica de radio r, se determina mediante la formula

( Ll T 4
R~ o 0<r<a)
1

=i = =tf
Er=iidnr 3 T (a,<<r<a,)

]
0 (@, <<r<<oo)

_Asi, pues, la corriente total en la regién 0 << r < a; crece al aumentar el
radio. Eso se determina por el hecho de que cada punto de dicho volumen es una
fiente de corriente de conduccién. En la regién a, << r <C a, no hay fuentes de
la’mencionada corriente y por ese la corriente total que atraviesa la superficie
esférica ‘no depende del radio.

_ Induceién electrostitica. Si un conductor neutro se coloca en un campo
sléctrico exterior, las cargas superficiales en el conductor se redistribuyen de

(0<<r<ay)
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manera que el campo, originado por ellas dentro
del conductor, compensa por completo el campo
exterior. Como consecuencia, la intensidad suma-=
ria del campo dentro del conductor se anula. El
fendémeno de redistribucién de las cargas superficiales
en el conductor, al ubicarlo en un campo eléctrico
exterior, se denomine Induccién electrostética. Si
el conductor estd cargado, bajo la influencia del
campo exterior ocurre también la redistribucién
. de la carga del conductor.

Campo en las proximidades de la superficie del
conductor. Elijamos en la superficie del conductor
un elemento superficial AS y construyamos un'

Fig. 48 cilindro recto de altura h, que interseca la super-

Para la deduccién de la férmula  ficie (fig. 48). Apliquemos a este cilindro el teore-
ara la c.omdponenr,e pormal de ... 4o Gauss:
a intensidad del campo eléetri- ¥

co en las proximidades de la iE.dS;Q}gn, (16.9)

superficie del conductor

donde § es la superficie del cilindio; Q, la carga en el volumen del cilindro.
Dentro del cilindro la carga existe s6lo en la superficie del conductor y se.
caracteriza por la densidad superficial ¢ ¥, por lo tanto, Q = ¢S. Dentro del
conductor el campo es nulo, por esta razén, el flujo de E a través de una parte
de la superficie del cilindro que se encuentra en el volumen del conductor, es’
igual a cero. El flujo a través de la parte del cilindre que est4 fuera del conduc-
tor, se compone de los flujos que atraviesan la base del cilindro y su superfi-
cie lateral. En el limite tomemos la altura & del cilindro tan pequefia como se-
quiera (k — 0}, por lo tanto, también el drea de la superficie lateral del cilin-
dro ¥ el flujo de E a través de dicha superficie seran tan pequefias como se desee.’
Por eso en el limite -0, quedara sélo el flujo que atraviesa la base del cilindro:

E[ E-dS = E,AS, (16.10),
8

donde E, es la componente normal de E. Recordemos que en el teorema de Gauss
por direccién positiva de la normal se toma la normal exterior respecto a la su:
perficie cerrada, En el cago en.cuestién ello significa que la normal positiva estd
orientada hacia el lado exterior de la superficie del conductor. Para k —0,
teniendo en cuenta (16.10), la igualdad (16.9) toma el aspecto

E,AS = 0AS/e;, {s:1)
E, = ole,. _(18.42)

de donde

De esta manera, la componente normal de la intensidad del campo en -
perficie del conductor se determina unfvocamente por la densidad superficial de:
cargas. '
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Ahora -surge-la cuestién de la components tangencial de la- intensidad d.gl

campoi'Modtremos que .debs ser nula, ‘partiexdo del hecho de quéno

ti moyil perpetuc. Examinemos un‘contorno cerrado L que‘interseca; la:s

> del conductor, cuya parte superior va paralelamente a la superficic -fue-
_ onductor y: la inférior, dentro del-conductor (fig: 49). Dentro del con-
ductor la intensidad E del campo es nula y, por lo tanto, no existe lacomponente.
tangencial del campd. Supongamos que fuera del conductor la componente tan-
gencial del campo no s igual a cero. Cojamos una carga positiva’ y, desplacé-
mosla por el contorno cerrado en la direccién indicada por las flechas en la fig.

922
Fig. 49 Fig. 50
Para la demostracién de la Mecanismo de formacién del
angencia de la componente tan- campo en las inmediaciones de
gencial de la intensidad del la superficie del conductor
campo eléctrico fuera del con-
ductor

49.'En la seccién 4B el campo ejerce un trabajo positive. La seccién BC pue-
de hacerse en el limite tan pequeifia como quiera, ya que las secciones AB y CD
ge‘encuentran tan cerca como Se quiera de la superficie del conductor. Por con-
siguiente, el desplazamiento por la seccién BC estd relacionado con el trabajo
‘que puede hacerse tan pequefio como se desee. Para desplazar la carga en el seg-
mento CD no se gasta trabajo alguno, puesto que el campo dentro del conductor
«std ausente. El trabajo, relacionado con el movimiento de la carga en la sec-
cién DA, lo mismo que en BC, puede hacerse tan pequefio como se guiera. De
esta manera, como consecuencia de los desplazamientos de la carga por un con-
torno cerrado, el campo eléctrico efectiia un trabajo positivo y en el sistema no
habrd ningunos cambios més. Puede repetirse este ciclo, obteniendo otra vez
el'mismo trabajo, etc. Asi pues, se realiza el mévil perpetuo de primer género,
lo;que en principio, es imposible. Este mévil perpetuo efectia el trabajo a cuen-
ta; de la componente tangencial de la intensidad del campo eléctrico en las
nmediaciones de la superficie del conductor. Por lo tanto, esta componente de-
be ser nula. Con otras palabras, la igualdad de la componente tangencial del cam-
po.eléetrico a cero en la superficie del conductor es consecuncia del cardcter potencial
dél campo electrostitico y de la ausencia del campo dentro del conductor.

\ La igualdad

E,=0 (16.13)
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gignifica que la intensidad del campo eléctrico en las
prozimidades de la superficie del conductor estd
dirigide por la perpendicular a la superficie y es
igual a o/e, [véase (16.12)]. :
Mecanismo de formacién del campo cerca de
la superficie del conductor. En la electrostética
la dinica fuente de creacién del campo eléctrice
son las cargas. Por esta razén, el campo en las
inmediaciones de la superficie del conductor se
crea por todas las cargas superficiales del conduc-
tor dado y por todas las cargas que se encuentran
fuera del conductor. Separemos un elemento infi-
e, nitamente pequeiic AS de la superficie del con-
5 ductor (fig. 50). La intensidad E del campo cerca
de la superficie del conductor consta de dos par-
Fig. 51 ) tes: la intensidad E, del campo, originade por
Dependencia entre la densidad 133 cargas que se encuentran en el elemento AS,
superficial de la carga y la ; .
curvatura de la superficie v la intensidad E, del campo, creado por todas
las demés cargas fuera del elemento AS. Estd
claro que las cargas del elemento superficial AS originan un campo por las
dos partes del elemento. Dado que las dos partes del elemento AS son equi-
valentes, puede hacerse la conclusién de que los vectores E; y E; tienen orienta-
¢ién contraria y son iguales por el médule |E,|=[E{|. Bl campo E, se
crea por todas las cargas que se encuentran fuera del elemento AS. Es obvio
que estas cargas generan no 86lo la intensidad E, fuera del conductor, sino que
también la intensidad E; dentro del conductor. Puesto que esto es precisaments
ol campo eléctrico en el espacio sin las cargas que lo originan, él debe ser conti:
nuo y, por lo tanto, E; = E,. La intensidad del campo total dentro del conduc-
tor es igual a cero, es decir, E' = E| + E; = 0. De aquf sé desprende qua

E; = —E;,. Teniendo en cuenta tamhiéln la igualdad | E; | = | E{ | ; sacamos
la conclusién de que |E, |=|Eq].
De aqui se deduce que
E,=E,=1/2E, (16.14)

es decir, la intensidad del campo en las inmediaciones de la superficie del conductor
consta de dos partes iguales: una se origina por. lag'cargas superflciales del elemento
adyacente de lo superficl y la otra, por todas las demds cargas gue yacen ferd de
icho 3 lele. " . RN L
' . tre 1a densidid superficial de les cargas y la curvatura de
la superficie. La' carga se'distribuye por la superficis del conductor do mapera
no uniforme, es decir, la densidad superficial de la carga depende de la curva-
tura de la superficie. Para-cercidrarse de ello ‘analicemos la distribucién’ de 1a
intensidad del campo eén lag proximidades ‘de cierto elemento. superficial fig:
51). Siendo pequefia la curvatura de 1a superficie (fig. 51, a), las cargas que es-
t&n fuera de dS' crean cerca de este elemento una pequefia componente normal.de
intensidad E;. Como consecuencia, para compensarla las cargas del elemento su-
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ficial deben originar una intensidad relativamente pequeiia del campo E] =
‘= =E,. Conforme a las férmulas (16.14) y (16,12), concluimos que en este ele-
_.n;gnto-’l'a densidad superficial de la carga debe :ser relativamente. pequefia
igual a ¢ = 2e,E;. Pero si la curvatura de.la superficie en las inmediaciones del

to én cuestién es grande, la intensidad-E,, creada por las cargas que se
éncuentran fuera del elemento superficial dS, es grande y, correspondientemente,:
deba ser mucho mayor la intensidad, originada por las cargas que yacen en-el

Pk Y4
- Q—FJ'H
Fia te
) o+ .

7/ i R ¢
12 4
c—l—"'F ( "'}
Fi-)

Fig. 52 Fig. 53
Fuga de las cargas de la punta Rueda «Segner» eléctrica

elamento superficial. Pero ello significa que la densidad superficial de las car-
gas-en dicho elemento debe ser mayor. Asi pues, puede sacarse la conclusién de
que-la densidad superficial de las cargas crece al aumentar la curvatura de la su-
perficie, o sea, crece al disminuir el radio de curvatura.

‘Mediante razonamientos anilogos, puede uno cerciorarse de que en la su-
perficie, céncave hacia dentro, del conductor la densidad de la carga disminugye.
" El aumento de la densidad superficial de la carga en superficies convexas se
‘observa con evidencia en la fuga de la carga de una punta.

Fuga de la carga de una punta. Examinemos lo que ocurre en la cercania
deuna purta del conductor cargado (fig. 52). La intensidad E en las proximida-
des:de la punta es muy elevada. En el aire circundante existen cargas (iones,
glectrones) sobre los cuales en el campo con intensidad E actia una fuerza. De
acuerdo con la tercera ley de Newton, una fuerza igual, pero con direccién con-
fraria, actia sobre las cargas de la punta. Por eso como consgcuencia de la inte-
raceion, las cargas en el aire cerca de la punta y la propia punta reciben los mis-
b impulsos, pero de orientacion contraria. Las cargas en el aire, que se mue-
iacia la punta, influidas por la fuerza que actiia sobre ellas, al caer sobre la
a,'le transmiten su impulso y carga. Este impulso es de igual médulo que
1pulsoique recibié la punta a causa de la interaccién con la carga correspon-
ente, pero de direccion contraria. Por lo tanto, debido a que las cargas caen

]a punta, dichos impulsos se compensan mutuamente y el resultado total
.interaccién es nulo.

si pues, la interaccién de las cargas de la punta con las de signos contrarios

gire circundante no conduce a la aparicién de fuerza alguna que actiie sobre lg

~ Otra cosa es cuando se trata de cargas del mismo signo: la fuerza que actiia
sobre las cargas de la punta, estd dirigida todo el tiempo hacia el conductor {en
B0tasd
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la fig. 52 esta fuerza se denota — E(4;). Si la punta tiene carga positiva, la§
cargas negativas (Aue llegan a la punta, como se muestra en la fig. 52, neutrali:
zan las correspondientes cargas positivas. Eso parece como si las cargas positi-
vas abandonasen la punta o, como se dice, se fugaran de la punta. La fuerza
— F4) que actiia sobre la punta en este caso, equivale a la fuerza reactiva
que surge como consecuencia de la fuga de las cargas de la punta. Si esta Gltima
posee carga negativa, los electrones la abandonan de hecho, o sea, en realidad
se fugan de la punta. El mecanismo de la aparicién de la «fuerza reactivas aqui
es completamente semejante al descrito anteriormente.

Esto significa que la «fuerza reactiva» aparece no sélo en el momento de
«partida» de los electrones de la superficie del conductor, sino que en todos los
momentos posteriores de tiempo cuando el electrén se acelera por el campo de
las cargas que quedaron en la punta.

Una demostracién eficaz de la presencia de la «fuerza reactiva» a causa de
la fuga de la carga de una punta, es la rotacién de la rueda «Segner eléctrica
(fig. 53). Las flechas punteadas muestran la direccién de la fuga de las cargas,
merced a lo cual surge la «fuerza reactivar y el segmento horizontal del conduc-
tor comienza a girar rapidamente alrededor de su eje vertical.

Electroscopios y electrémetros. El dispositive mas simple para descubrir
las cargas eléctricas es una barra metalica vertical o una placa, al cual se fija
por un extremo una lamina conductora ligera o una flecha (fig. 54). Al no haber:
carga alguna en la barra metélica y en la ldmina (flecha), esta Gltima pende ver-
ticalmente, de modo paralelo a la barra. Habiendo una carga, las fuerzas de re:
pulsién entre las cargas de un mismo signo en la barra y ldmina (flecha) desvian
la ldmina respecto a la posicién vertical a cierto éngulo. De esta manera, el
dispositive puede servir de indicador para la presencia de carga, o sea, de elec-
troscopio. El angulo de desviacién de la flecha respecto a la perpendicular es
tanto mayor, cuanto mayor es la carga de la barra. Esto permite graduar el elec-
troscopio y, basdndose en el angulo de desviacién, definir la cantidad de elec-
tricidad en é1. Semejante electroscopio, adaptado para las mediciones cuantita-
tivas, se denomina electrometro. La carga depende del potencial de la barra
y la flecha. Por eso con ayuda del electrometro puede medirse la diferencia de
potencial. El electrémetro se ubica en un cuerpo (fig. 54). :

La dependencia entre la densidad superficial de la carga y la curvatura de
la superficie del conductor se muestra mediante el electrémetro- de la siguiente
manera,.Con una bola conductora pequeiia, fijada en un mango ne conductor;
se.toca la seccién correspondiente de la superficie del conducior; (fig. 55). En:la
bola,se:crea una-carga tanto mayor;cuanto mayor sea la densidad superficial
de'la carga en la parte del conductor conla,que estd en contacto la- bola, Des:
pués.de ese, 1abola se aleja de la superficie del conductory se pone en contacto con
la'barra del electrémetra. Este 1ltimo recibe una carga tante-mayor, cuanto ma-
yor seéa:lacarga de la bola. Por.esta.razén, por la.desviacion de la aguja se puede
juzgar sobre la densidad-superficial de la cargs de_aquella seccion de la superfi:
cie del conductor, de la que se tomé la carga, transmitida al electrémetro. H
ciendo uso de.las relaciones de Jos.dngulos de desviacion: de la aguja, puede ju
garse sobre la relacién de las densidades superficiales de la carga en las seccio:
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nes:correspondientes de la superficie del conductor. La densidad superficial de
la;carga varfa considerablemente en funcién de la curvatura de la superficio.

antalla metélica. El mecanismo de-aniquilacién. del campo-dentro de
onductor por la distribucién de las cargas en su seperficie muestra que las
partes interiores del conductor no tienen nada que ver con eso, por lo que se pue-
déen‘eliminar. Como consecuencia de eso queda una envoltura cerrada conductora

Fig. 54 Fig. 55
Esquema del electroscopio y elec- Demostracién de la dependencia
trémetro entre la densidad de la ca

superficial en el conductor y la
curvatura de la superficie con
ayuda del electrémetro

(fig. -56). En el espacio, rodeado por la envoltura, el campo eléctrico es nulo. La
enwoltura cerrada se denomina pantalla. Este gpantalla el espacio interior contra
los efectos del campo eléctrico exterior. Las pantallas se utilizan para proteger los
dispositivos técnicos contra las influencias de los campos eléctricos exteriores.
Por lo general, se confeccionan no de material conductor continuo, sino de una
red con celdillas pequefias, Como muestran la experiencia y el célculo, la ca-
dad de blindaje de semejante red es algo inferior a la de la pantalla conti-
nua, pero se gasta mucho menos material y la estructura de la pantalla resulta
més-sencilla.

. ¢Apantalla una envoltura conductora cerrada el espacio exterior de las
cargas que estin dentro de la cavidad? O hablando de otra manera, gpuede pe-
netrar el campo de las cargas, que hay en el volumen, rodeado por una envoltu-
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ra conductora cerrada, al espacio exterior? Si, penetra. Para cerciorarse de
ello es pecesario analizar con més detalle la situacién.

Supongamos que en ol volumen V dentro de la cavidad esté distribuida una
carga

Q= j pdv. (16.15)
Vv

Segin la ley de la induccién electrostitica en la superficie interior de la
envoltura se forma una carga de signo contrario (fig. 57). Para hallar su valor

Fig. 58 Fig. 57
Pantalla metilica para los cam- Carga, rodeada por una envol-
pos exteriores tura conductora cerrada

utilicemos el teorema de Gauss, aplicado al volumen dentro de la envoltura ce-
rrada:
j E-dS:eLjpdV. (16.16)
Siat v

donde Sy es la superficie interior de la envoltura.
Designando por o la densidad superficial de la carga en la superficie inte=
Ei%r, gg?tanamos para la intensidad E del campo cerca-de la superficie [(véase
16.12).. -~ : ; '

E= % n, (16.47).

donde:n es 1a normal a la superficie interior dela enveltura, dirigida ‘hacia den:
tro. del 'volumen, limitado.por-la envoltura. Consideremos que dS.en (16.16)
estd orientado porla normal exterior al volumen V, es decir, de manera contras,
ria a n. Por lo tanto, '

ndS = dS cos (ﬁS} = d§ cosn = —dS. (16.18),
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La integral en el primer miembro de (16.16),
teniendo en cuenta (16.17) y (16.18), es igunal a

S E-as=—L {ods. (16.19)
; g .
8int Sint

Entonces el teorema de Gauss (16.16) ad-
quiere la forma

— S odS=jpdV=Q. (16.20)
Sint !

Por lo tanto, en la superficie interior de la
“envoltura se forma una carga de igual valor abso- Fig. 58 :

: . La envoltura q:el:'rada “puesta
luto que la carga dentro de la cavidad, pero de ;" 4ierra apantalla el e‘:puio

signo contrario. exterior contra las cargas dentro
. Laintensidad del campo dentro de la envol- del volumen

tura es nula, ya que la envoltura es en si un

conductor. En la superficie exterior de la emnvoltura hay cierta carga,

cuyo signo es contrario al de la carga en la envoltura interior, mientras que

el valor absoluto de la carga, segin el principio de conservacién de la carga, es

igual al de la carga en la superficie interior.

Para demostrar la existencia de un campe eléctrico en el espacio exterior
haremos uso del teorema de Gauss. En la fig. 57 la curva a trazos muestra la
superficie cerrada que rodea la envoltura. La carga total en el volumen, limita-
do por esta superficie cerrada, es igual & la carga dentro de la cavidad, limitada
por la envoltura, ya que la carga de la envoltura es nula. Por consiguiente, el
teorema de Gauss tiene el aspecto

iE-dS:éipdl;=Q!auq&0. (16.21)

g3 decir, la intensidad E del campo en el espacio exterior que rodea la envoltu-
ra no es nula.

.- Ahora «pongamos a tierra» la envoltura, o sea, undmosia mediante un con-
ductor con un cuerpo conductor muy grande alejado. Por lo general la Tierra
sirve de ese cuerpo (fig. 58). Para simplificar el anélisis representemos este cuer-
po.como un medio conductor infinito que ocupa todo el espacio fuera de la en-
voltura y que estd en contacio con ella. Todas las cargas de la superficie exte-
rior-de la envoltura se alejaran al infinito, quedara sélo la carga dentro de la ca-
vided y la carga en la superficie interior de la envoltura. La intensidad del cam-
po‘dentro del medio conductor que redea la envoltura, es nula. En este caso el
‘papel del medio se reduce sélo al hecho de que se asegure el alejamiento de la
carga de la superficie exterior de la envoltura al infinito. Por esta razén, el pa-
pelde las zonas del medio a una distancia finita de la envoltura puede desempe-
filarlo un conductor fino de alambre que garantice la posibilidad del intercambio
‘de:cargas entre la envoltura y las zonas del medio suficientemente alejadas. Esté
claro que después de eliminar el medio conductor de la regién que rodea la en-
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voltura, la intensidad del campo en los puntos de la regi6n es como siempre nu-
la. Asi pues, la envoltura cerrada Dpuesta a tierra apantalla el espacio exterior de las
cargas que se encuentran en el volumen rodeado por esta envoltura. La envoltura no
puesta a tierra no apantalla.

Potencial de un conductor. De la igualdad a cero de la intensidad E del
campo dentro del conductor, se desprende que en todos los puntos del conduc-
tor el potencial tieme un mismo valor, es decir, la diferencia de potencial
entre los puntos I y 2 del conductor [véase (14.28)] es igual a

(2)

P ()—p(1)= S E.dl=0. (16.22)
(1

£l valor del potencial, igual en todos los puntos del conductor, se denomina
potencial del conductor.

Supongamos que existe un conductor cargado aislado. En el espacio que
rodea el conductor hay un campo eléctrico, creado por la carga del conductor.
Normalicemos el potencial a cero en el infinito. Entonces [véase (14.29)] el
potencial del conductor puede expresarse mediante la férmula

- j E-d). (16.23)

(su perficie del
conductor

En la formula (16.23) el camino de integracion comienza en cualquier pun-
to del conductor y termina en el infinito.

Capacidad de un conductor aislado. ;De qué depende el potencial de un
conductor aislado? De la férmula (16.23) se ve que segiin el principio de super-
posicién, el potencial debe ser directamente proporcional a la carga, ya que E
en el integrando de (16.23) es directamente proporcional a la carga. A continua-.
cidn queda evidente que el potencial depende de las dimensiones y la forma del
conductor, las cuales se tienen en cuenta por su capacidad.

Se llama eapacidad del conductor a la relacién entre la carga Q del conduc-

tor aislado y su potencial ¢:
|C===qu>. | (16.24)

La capacidad del conductor se expresa en faradios (F). De (16.24) hallamos:
1F=1C/V. (16.25)

En el sistema de unidades electrostéticas la capacidad se expresa en centi-
metros. La férmula para la capacidad coincide con (16.24). Dado quel V. =
= (1/300) de unidades del sistema cegesimal, 1 C = 3.10° unidades del siste-.
ma. cegesimal, de (16.24) se desprende que 1 ¥ = 9.10* cm. ; -

El faradio es una unidad muy grande. Calculemos, por sjemplo, la capaci-
dad de una esfera, cuyo radio es R y la carga Q.. Puesto que la intensidad del:
campo de semejante esfera en el espacio que la rodea es

i Q@ r
E=4—mu-77, e (16.27)
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ekipotencial y la capacidad se expresan por las %
formulas: @
¢=t§Edr=L£ (16.28) s

4ng, R’
C = Qlp = 4me,R. (16:29) Fig-59 . o
s
Para‘el radio de la esfera de 1 cm hallamos istema de conductore
C = 10-%/(9.10°) ~ 10-Y°F. (16.30)

Por esta razon, para la capacidad se suelen emplear los suhmultlplos del
lio:.microfaradio (puF), nanofaradio (nF) y picofaradio (pF).
Sistema de conductores. Si hay varios conductores, el potencial de cada
uno: de ¢llos depende no sélo de la carga del conductor, sino que también de las
| dades de los campos, creados por otros conductores, o, con otras palabras,
n de las cargas de los otros conductores, con la paruculandad de que,
angl.’m principio de superposicién, es directamente proporcion al a esas cargas.
Para mayor definidad examinemos dos conductores (fig. 59). Basédndose
en’lo dicho, puede escribirse

P = 2,0 + %19Qp Po = @y @) + 22,00, (16.31)

donde.a;; son los coeficientes potenciales que dependen de la forma y las dimen-
siones:de los conductores, asimismo de su disposicién mutua. El célculo tebrico
s coeficientes resulta ser un problema matemdtico muy complejo. Por
lo:genéral, se determinan por via experimental.

Los coeficientes potenciales no son mutuamente independientes, de los que
uno:puede cerciorarse de la siguiente manera. Sean 0, y 04 las densidades super-
de las cargas; ry,, la distancia entre el elemento de integracién dS; en
srficie del primer conductor hasta cierto punto fijo dentro de él; ry,, la
distancia entre el elemento de la superficie d§, del segundo conductor hasta el
miSmo punto. Entonces los potenciales de los conductores primero y segundo son
fespectivamente iguales a

01 IiS]_ 1 Ty ds‘l
= 411&0 o T ey j rz 16.82)
4 0,48 1 9,ds
® =7 sj o S 185 (16.33)
L] sl

(el sentido de ry, y ry; €3 ol mismo que el de r“ ¥ yq)
Las cargas de los conductores son iguales a:

@ =§ 0, dS), j 0, dS,. (16.34)

Supongamos que las cargas de los conductores han variado:
0= S o, ds,, Q;=j o, dS,. (16.35)
sl
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Multipliquemos ambos miembros de (16.32) por @; y (16.33) por [
sumemos miembro a miembro las igualdades obtenidas: ko

: : . . 1 ; ds
0:‘91+Q,?;=m§ o, dS, S 9&%‘.‘_'_.&.?05 a, dslj U’sru 1y
1 8, A o
1 , ds ' ! ¢ ds
+'€£E:J 0, dS; j %ij o, dS,; _“:_n L

o o, ds 1 0,48,
—-‘m'n-s a0, dSl§ —"—L—iv-Fm;J ngsz‘j T+

1

+;;%j %ds, | —i“—5~+¢j;j | %~ Qi+ Qe (16.38)

donde el orden de integracién se ha cambiado, ya que la integracidn se efectiia
con relacién a diferentes variables independientes. Las magnitudes P Y 9
sou potenciales de los conductores cuando sus cargas son iguales a Q) y Q.
La relacién, obtenida en (16.36)

| Qiwi+ Qios=09; + 07,

(16.37)

se denomina teorema de la reciprocidad. Partiendo de él, se obtiens la condi-
cién a que satisfacen los coeficientes potenciales ;.
Si la carga del segundo conductor es nula (6,=0, @, = 0), entonces 0

[véase (16.31)
9 = @01 1 = 0y (16.38)
Si la carga del primer conductor es nula (@] =0, Q; 5= 0), [véase (16.31)]
P = @yl @ = g9, (16.39)
El teorema de la'reciprocidad (16.37) para estos dos casos adquiere la forma
Q92 = Q9. (16.40),

Sustituyendo en (16.40) las expresiones para g, y ¢; [véase (16.38) y (16.39)]
y reduciendo ambos membros de la igualdad obtenida por el factor comin Q.Q;,

hallamos _ ) . A
; Uiy = Cgys (16:41)

es decir, los coeficientes potenciales son simétricos respecto a sus indices.

No-es dificil realizar todos los:célculos para cmalquier niimero de conduc~
tores , escribiendo las relaciones iniciales (16.31) para n conductores en la for-:
ma. : 4

n

@i = 2 a1,Qs- “8-42]'__

j=i
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~ Todos los clculos: posteriores son andlogos-a.los hechos desde {16.32) hasta
(16:37) y en lugar de (16.37) conducen a 1a siguiente férmula, que expresa el te-
orema de la reciprocidad para el caso general: 4

fg‘ Qip,= 12! Qi : (16.43)

De (16.43) en vez de (16.41) se obtiene la condicién general de simetria de
los coeficientes potenciales ST
Qg = &Ljy. . (16.44}

El sistema de ecuaciones (16.42) puede resolverse con respecto a Q:

n

Q! =El C“qu. (16.45}

Aquif Cy; = A,,/D, donde D es el determinante de los coeficientes del sistema de
ecuaciones (16.24), A;; esel complemento de} elemento a,; en este determinante.
Baséndose en (16.44), sacamos la conclusién de que los coeficientes C; satisfa-

cen la condicidn
Cy = Cyy, (16.46)

donde Cy; son los coeficientes de capacidad, Cy; el coeficiente de capacidad del
i-6simo conductor y C,;, el coeficients de capacidad entre los conductores i-
ésimo y j-ésimo. El coeficiente de capacidad de un conductor aislado se denomi-
na simplemente capacidad del conductor.

Dado que la carga positiva en el conductor aislado origina un potencial
positivo, puede deducirse que todos los coeficientes de capacidad con los mismos in-
dices (Cyy, Cyy, - . .)s0n positivos. Para cerciorarse de ello, pongamos a tierra todos
los conductores, a excepcién del i-6simo, en el que dejamos una carga positiva,
o sea, consideraremos que Q; > 0. Entonces es obvio que ;>0 y ¢ =0
para f % i. Por lo tanto, la ecuacién (16.45) para Q toma la forma

Qi = Cuips. (16.47)

Puesto que ¢; >0 y @, >0, C;; >0, lo que se necesitaba demostrar.

De la misma manera puede demostrarse que los coeficientes de capacidad con
diversos fndices no pueden ser positives: pueden ser negativos o bien nulos. Por
sjemplo, examinemos dos conductores, uno de los cuales estéd puesto a tierra ¥
el otro estd aislado y con carga positiva. Esta carga positiva induce una
carga negativa en el conductor conectado a tierra, como consecuencia del fend-
meno de induccidn electrostatica. La férmula (16.45) para la carga en el segundo
conductor adquiere el aspecto

Qs = Cu19:. _ (16.48)
Ya que @, << 0, ¢, > 0, C,; << 0. Esta deduccién no excluye la posibilidad

de-que el coeficiente pueda ser nulo, pero no puede, sin duda alguna, ser posi-
tivo.
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Examinemos tres esferas conductoras {fig. 60). Sus potenciales y cargas se
denotardn por @, 9z Ps ¥ Q1 Qa, @5, respectivamente. Para definir C;; tene-
mos las ecuaciones (16.45) que en este caso toman la forma:

Qy = Cyy9y + C13®a + CrsPar
Q. = Cay®y + Cpa®a + €104 (16.49)
Qs = Caypy + Ca3®s + Cs39a-

Para determinar los coeficientes C,; es necesario tener una cantidad sufi-
ciente de ecuaciones (16.49) con @, y ¢, conocidos, de las cuales se calcula Ci

Q5 ¥
a
¥l ¥
r L

Fig. 60 Fig. 61

Para hallar los coeficientes de Para_el cdlculo de los coeficien-
capacidad en el caso de dos tes de capacidad de dos esferas
esleras conductoras

Supongamos que @, = 0 y la segunda esfera estd puesta a tierra. Entonces
@3 = @, == 0 y las ecuaciones (16.49) se escriben como: :

Q =Chprs = Cap 0= Care (16.50)

Entonces, Cy = C,5 = 0, es decir, el coeficiente de capacidad entre los
conductores apantallados es nulo.

Supongamos que la primera y segunda esferas estdn puestas a tierra, o sea,
¢, = 0, gy, = 0, pero la carga @3 5= 0. En este caso las ecuaciones (16.49) to-
man la forma:

Q=0 ¢,= Cas%a Qs = C339s- (16.51)

Como ya-se mostrd, en la superficie interior de la envoltura conductora,
puesta a tierra, se induce una carga de igual valor absoluto gue la carga en la

cavidad limitada por la envoltura, pero de signo contrario, es decir, @3 = — Q.-
De: la . ecuacién (16.51) obtenemos - :
N . Caa = — Cys (16.52) .

De esta manera, el coeficiente de capacidad entre dos conductores, uno de-
los cuales rodea totalmente al otro, es igual al coeficiente de capacidad del con-
ductor interior, tomado con signo contrario. Esto desempefia un papel impor-
tante. para los condensadores. -

Supongamos que existen dos esferas, situadas a una distancia r, mucho ma-:
yor en comparacién con sus radios a (fig. 61). Designemos por a los radios de lag’
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esferas y por r la distancia entre sus.centres. Dado que 2« r, para calcular la
“intensidad del campo a gran distancia de las esferas puede menospreciarse la
fedistribucién de las cargas en las esferas a causa de su induccién electrostéti-
-¢a mutua. Entonces las férmulas para los potenciales de las esferas adquieren
el aspecto:

e Q ek 101 5 Qs 18.
P= 4ne, (-?ai_l_r_s) I 4ne, ( r 65 a )' ‘ (16:53)
‘donde Q, y @, son las cargas de las esferas primera y segunda. Las ecuaciones
{16.53) pueden resolverse respecto a Q, y Q.,:

2 2
Qu=4ney 5 @y —4ey m—r 07,

=]
(16.54)
Q= —dne, T.‘s'f_%s' @+ 4ne, % P2
Entonces,
Cu=Co=diney s =C >0, (16.55)
Cia=Cay= —hney oy =7 < 0. (16.56)

Tomando en consideracion (16.55) y (16.56), respresentemos (16.54) como:
Q, = Coy + v9;, Q. = yo, + Co,. (16.57)

Para r — co obtenemos C,, = C,, = 4neya, Cyy = Cy, =0, o sea, ol
enlace eléctrico entre las esferas cesa y cada una de ellas se comporta como un
conductor aislado, y el coeficiente de capacidad de cada esfera se convierte sim-
plemente en la capacidad de una esfera aislada.

Examinemos ahora un problema tipico.

"Recordemos que siendo la configuracién de los conductores y la posicién
mutua de ellos invariables, los coeficientes de capacidad son constantes inde-
pendientemente de la variacién de sus cargas y potenciales. Por esta razén, hay
que estudiar tantas situaciones diferentes, cuantos coeficientes de capacidad
incbgnitos existen, y resolver el sistema de ecuaciones.

~ Sea que a las esferas se les comunican ciertas cargas, como consecuencia de
lo cual sus potenciales serin ¢, y @,. Después de ello, la segunda esfera se pone a
tierra. ¢Cudles son las cargas y los potenciales de las esferas después de poner
éstas a tierra?

Antes de la puesta a tierra las cargas y los potenciales de las esferas esta-
ban relacionados entre si mediante las ecuaciones (16.57). Ya que log potencia-
les son conocidos, las cargas pueden calcularse valiéndose de estas formulas.
Una vez puesta a tierra la segunda esfera, su potencial se anula (g; = 0) ¥
la.carga Q; es desconocida. La carga de la primera esfera es como siempre igual
a'Q; = Q,, ya que ella esti aislada. El potencial ¢; es desconocido. Escribamos
las ecuaciones (16.57) para el caso cuando la segunda esfera estd puesta a tierra:

Q="0Cp; Q=19 Q=0 (16.58) -
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La solucién de estas ecuaciones es:

¢;=%=%ﬂ&=¢‘+%%. (16.59)
Q= %
De (16.55) y (16.56) se desprende que
/€ = — alr, (16.60)

por lo que las expresiones (16.59) toman el aspecto
o=@ — (/1) @y, Q= — (2N Qs (16.61)

es decir, después de poner la segunda esfera a tierra, el potencial de la primera
esfera cambia en una a/r parte del potencial de la segunda esfera y en esta flti-
ma queda la carga inducida, igual a una a/r parte de la carga de la primera esfe-
ra y con el signo contrario al de la carga de la primera esfera, i

Interrumpamos la puesta a tierra de la segunda esfera, luego conectamos
a tierra la primera esfera v determinemos el potencial de la segunda esfera y la
carga de la primera.

Es obvio que después de que 1a primera esfera se pone a tierra, su potencial
es nulo (p] = 0) y la carga Q; es desconocida. Puesto que la segunda esfera estd
aislada, su carga no cambia al poner a tierra la prmera esfera (Q; = @;). Una
vez puesta a tierra la primera esfera, las ecuaciones (16.57) som:

A =ve G=Co &=20, . (16.62)
de donde

(16.68)

Estos ejemplos muestran los métodos para calcular los coeficientes de ca-

pacidad, las cargas y los potenciales, habiendo varios conductores en un campo
electrostatico.
7 /Condensadores. Se llama condensador al conjunto de dos cualesquiera
¢onductores con cargas de igual valor absoluto, pero de signo contrario, Los
conductores se_denominan armaduras del condensador. Haciendo en (16.31) Q, =
='Q, @; = = Q, obtenemos ¢; = Q (%; — %a) Ps = @ (35 — %,). Entons
ces la diferenicia de potencial entre los conductores es :

Ap = @ — @3 = Q (&, + Gz — Gy — Gaj)e (16.64a)

Esto sigﬁiﬁca que la-diferencia de potenciai entre las armaduras del conden:
sador es proporcional a la.carga en la armadura y, por lo tanto, el condensador
se caracteriza por un parimetro, denominado capacidad. La capacidad del con-
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densador se determina, por la relacién

L ;
-g (16.64b)

con:la particularidad de que segin la definicién, la capacidad se considera una
magnitud-positiva, o-sea, en (16.64) tanto-Q; como A@ deben-tener el mismo
signo. La comparacién de (16.64b) y (16.64a) muestra que la capacidadidel con-
densador se expresa a través de los coeficientes potenciales mediante la iérmu-
la

€=+ Gaa = Ty 66k)

donde a,, = a4. Dado que @y, Son negativos, la capacidad € en (16.64c)
es siempre posttwa [véase (18. 6‘21})}. "i!am&ndo en consideracién el sentido de los

J

0 2
mmm

'\ e =4 1
d) r)
Fig. 62
Cnnc}e?aadores: caso general (a), eslérico (b), cilindrico(c) y pla-
no

coeficientes potenciales de (16.64c), deducimos que la capacidad del condensador
dépende s6lo de las caracteristicas geométricas de las armaduras del condensador y
desu disposicién mutua.

Partiendo de (16.45) y haciendo uso de la definicién (16.64b), otenemos
laiexpresién para la capacidad del condensador por medio de los coeficientes
de’capacidad:

Cr11Cag— €y
=kt (16.64d)

En la mayoria de los casos la forma de las armaduras del condensador y su
'dtsposwtén mutua se eligen de manera que los campos exteriores no ejerzan una
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influencia esencial sobre el campo eléctrico entre ellos y las lineas de fuerza,
que comienzan en una de las armaduras, terminen sin falta en la otra. Merced
a ello, en las armaduras siempre se asegura la igualdad de les valores absolutos
de las cargas.

El condensador puede representarse como un conductor, colocado en cierta
cavidad, rodeada por una envoltura cerrada (fig. 62, a). Si el conductor interior
s una esfera o bola y la envoltura cerrada, una esfera concéntrica a él, el conden-
sador s6 denomina esférico (fig. 62, b). Si el conductor interior es un cilindro con-.
tinuo recto y la envoltura es un cilindro recto vacio, coaxial al interior, el con-
densador recibe el nombre de cilindrico (fig. 62, ¢). El conjunto de dos placas
conductoras planas y paralelas es un condensador plane (fig. 62, d).

El céleulo de la capacidad del condensador se reduce a la definicién de la
diferencia de potencial entre las armaduras del condensador, siendo la carga en’
las armaduras conocida. Por ejemplo, si en la armadura interior.de un conden-:
sador esférico hay una carga Q, la intensidad del campo entre las armaduras ex-
terior o interior es igual a £ = Q/(4ney?) y estd dirigida por el radio. Por esta
razdén, la diferencia de potencial entre las armaduras es

~(par=@ [&r_ 0 (4 _ L
Fr— = S'Edr_ - j =g (=) (16.65)

De aqui, aplicando la férmula (16.645), obtenemos que la capacidad del
condensador esférico es
’ C = dnegrry/(ry — 1) (16.66)

De la misma manera hallamos las capacidades de los condensadores cilin-

drico y plano:
C = 2ne/In (ryfr)), C = g S/d.

Determinemos la capacidad de un condensador plano, cuya érea de las ar-
maduras es 1 cm? = 10~*m? y la distancia entre las armaduras d = 1 mm =
= 10-m:

1 10~ _

Los condensadores pueden acoplarse en serie (fig. 63, a} ¥ en paralelo (fig.
63,78). : el acoplamiento en serie.las diferencias de potencial se suman, mientras
qué para-el acoplamiénto én paralelo, 3¢ suman las cargas en las armaduras.

~Para el acoplamiento en. serie )
U=U,+ U, U=QIC, U;y=0IC, U,=0QIC, (16.68)

donde U es la diferencia de potencial entre las armaduras extremas de los con~
densadores; U, y U, son las diferencias de potencial entre las armaduras de ca-
da uno de los condensadores; , el médulo de la carga en cada armadura de los
condensadores (los médulos de la carga entodas las armaduras de‘los condensa-
dores son. iguales);C,-la capacidad de dos condensadores; C; y €, las capacida~
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dés-de cada uno de los condensadores. De (16.68) se desprende que

1 1 i A
T:“=c—.+?;' (16.69)

~ Asf, pues, para el acoplamiento en serie se suman los valores inversos de
las:capacidades.
Para el acoplamiento en paralelo

Q=0 +¢, @Q=UC @ =UC, @ =UC, (1670}
Entonces,
C=C,+Cs, (16.71)

o0sea, para el acoplamiento en paralelo se suman las capacidades de los conden-
s.adores.

Esfera conductora en un campo homogéneo, La intensidad del campo,
que surge como resultado de la introduccién de una esfera conductora en
campo eléctrico homogéneo exterior, puede hallarse por métodos elementales.

u
v, lee Ys
i | T
1 I
.2}
iL
SERT .
5]
Fig. 63 Fig. 64
Conexiones en serie (a) y en Campo dentro de una esfera con
paralelo (b) de los condensadores carga homogénea

Déterminemos ante todo la intensidad dentro de una esfera cargada homogé-
neamente de radio R (fig. 64) que, claro estd, no es conductora. Sea p la densi-
dad volumétrica de la carga dentro de la esfera. Entonces en el volumen esférico
radio.r << R hay una carga @, = 4/3nr3p. Aplicando el teorema de Gauss al
en esférico, obtenemos (g, es la constante dieléctrica del material de la

E (r) 4nr® = Q/E, = 4nr®p/(3e,) (16.72)

vi'por:lo tanto, la intensidad del campo dentro de una esfera con carga homogé-
a-eniel punto que se caracteriza por el radio vector r, es igual a

E (r) = [(p/(3e,)lIr, (16.73)
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con la particularidad de que como punto de referencia del radio vector sirve el
centro de la esfera.

Ahora imaginémonos que hay dos esferas del mismo radio y con la misma
.densidad volumétrica de la carga de signos diferentes (fig. 65). Supongamos que
la esfera con carga negativa estd desplazada hacia la izquierda. Designemos por

r ’ H
-1/ 1
eyl

(=31 (+)

Pig. 85 Fig. 66
Para el cdlculo de la intensidad Esfera conductora en un campo
del campo de las esferas, des- eléctrico homogéneo

plazadas una con respecto a otra

1 el vector, trazado desde su centro al centro de la otra esfera. Hallemos la in-
tensidad del campo en los puntos interiores de las esferas. Las intensidades, cre-
adas por la carga de cada esfera, son:

Ecs =1 | p l/Bea)itesy By = — [ p | /(Belrey, (16.74)

donde E.4) ¥ E(, son las intensidades originadas por las cargas de las esferas
del signo correspondiente y rc.y ¥ (-, los radios vectores trazados al punto en
cuestién desde los centros de las esferas con cargas del signo correspondiente.
La intensidad sumaria es

E =Eu + E« =1 ]p| /e ety — 7o) = — [ o] /(Beg)] 1, (16.75)

donde
oy =1+ 14 ; (16.76)

(véase la fig. 65). Asi pues, dentro de las esferas la intensidad del campo es cons-
tante y .esté dirigida alo largo de la linea que une sus centros.

. En los puntos-de interseccién: de los volimenes. de-las esferas la densidad de
la.carga es nula, ya que lagdensidades negativa y positiva de'la carga se.compen-
san mutuamente. Sélo las partes de las esforas falciformes que no se intersecan
‘permanecen cargadas (véase-la fig. 85). La anchira méxima de esas esferas fal-
ciformes, igual a 1, puede ser tan pequefia como se quiera. ,

‘Imaginémonos ‘ahora que una esfera conductora se. ubica en un campo ho-
mogéneo -exterior con intensidad” E,. La induccién -electrostdtica conducird a
la aparicién de cargas superficialés. Los signos de dichas cargas y la direccién
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de la intensidad del campo exterior se dan en la
{ig..668. Dentro de la esfera el campo debe ser nulo, —
es:decir, la distribucidn de las cargas superficiales p=q
sord la misma que en'la fig, 65 ¥ el campo que

sirge en-este’caso dentro de las esferas compensa Fig. 67

‘el campo exterior. Entonces, [véase (16.75)] . Dipolo

(lpl/3e}l = E,. (16.77)
De esta manera, los centros de las esferas cargadas imaginarias estdn despla-
2ados uno respecto al otro por la linea de intensidad del campo exterior. Dado.

qus 1 en (16.77) coincide con E, segiin la direccién, para las magnitudes escala-
res puede escribirse

L0
v
[ ]

| p 1= 3gE,.

Es evidente que el desplazamiento I de los centros de las esforas puede ser
tan pequefio como se quiera si | p | es suficientemente grande. Por eso las car-
gas que surgen en este caso pueden considerarse, en efecto, superficiales con una
densidad superficial variable.

© . Hallemos la distribucién de la densidad superficial de la carga en funcién
del 4ngulo 8. La distancia entre las superficies de las esferas en direccién del
&ngulo 6 es igual 2 6 = I cos & (fig. 65). Si la carga volumétrica entrs las super-
ficies de las esferas se interpreta como superficial y se designa por la densidad
superficial ¢, entonces

GAS = pASS, (16.78)

donde el primer miembro contiene la expresién para la carga, que corresponde
al elemento superficial AS, por medio de la densidad superficial, y el segundo
miembro, mediante la densidad volumétrica. Por lo tanto [véase (16.78)],

0 = pbd = pl cos 8 = 3e,E, cos 6, (16.79)
donde 8 = 1 cos 8.
‘Ahora se puede hallar la intensidad del campo en la superficie de la esfera
conductora:

E, = o/e; = 3E, cos 0, (18.80)

da:donde se ve que ella varia desde cero hasta el valor triplicado de la intensi-
dad del campo homogéneo. Claro estd que en todos los puntos de la superficie
de'la esfora la intensidad est4 orientada por la normal a la superficie.

Fuera de la esfera, a una distancia finita de su superficie, dicha intensidad
gsigual a la suma de las intensidades del campo exterior y de los campos, cre-
ados.por las esferas cargadas, desplazadas mutuamente, o, lo que es lo mismo,
por;las correspondientes cargas superficiales. El campo fuera de la esfera uni-
formemente cargada es tal como si toda su carga estuviese concentrada en el
centro. Asi pues, es necesario hallar la intensidad del campo de dos cargas pun-
tuales:de signos contrarios con igual valor absoluto, que se encuentran a una
distdncia pequefia Ia una de la otra. Semejante conjunto de cargas de denomina
dipolo (fig. 67). El vector 1, trazado desde la carga negativa a la positiva, se

D=014sd
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denomina brazo de! dipolo. El vector
p=y4l

se llama momento del dipolo. En la férmula (16.81) q es el valor absoluto de
cada una de las cargas del dipolo. Para determinar la intensidad del campo fue-
ra de la esfera conductora es necesario hallar Ia intensidad del campo del dipo-
lo, cuyas cargas estén concentradas en los centros de las esferas desplazadas.
De (16.77) se desprende que el momento del dipolo es

(16.82)

p = YR pl = 4ne, R°E,,

(18.81)

donde R es el radio de la esfera.
Campo de un dipolo. La intensidad del campo del dipolo estd formada

por las intensidades de las componentes de las cargas que forman el dipolo. El

-9 +9
Fig. 68 Fig. 69
Para el cilculo del campo del Lineas de fuerza en las proxi-
dipolo midades del dipolo

brazo del dipolo es tan pequefio como se quiera, por lo cual se puede considerar
mucho més pequefio que la distancias hasta los puntos en los cuales se calcula
la intensidad. Hallemos el potencial del dipolo. En el punto P (fig. 68) el po-
tencial se expresa, por lo visto, mediante la férmula

[ e S 1 TN (R [ i) 33)
tp(‘P)_ém.(rm r(—)) 4nie, (rmr(..; - (16.83)

Puesto que ! < r, puede considerarse que r.y — repy = leos, ror &~
22.1% 'y - caracterizar la posicién del punto P por el radio vector r con origen en,
cualquier: punto ‘del. dipolo, ya que este Gltimo posee dimensiones geométricas:
tan pequefias: cuanto se quiera. ,

Entonces [véase (16.83)]

(16.84)

1 i pr

M) =gm, = *
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donde gl cos & = (p-r)/r, de donde

ré

E:a—gr:idlp:::-E;T[M—%]. (16.85)

La intensidad del campo del dipolo decrece inversamente proporcional al tercer
grado de la distancia, o sea, con mayor rapidez que la intensidad del campo coulom-
bigno de la carga. Las lineas de fuerza del campo del dipolo se muestran en la
fig.<69. _ T i
. ‘La férmula (16.85) permite trazar las lineas de la intensidad delcampo,
cuando, la esfera conductora se ubica en un campo homogéneo exterior. En cada
punto la intensidad es igual a la suma de la intensidad E, del campo homogénec
exterior y la intensidad E, originada por las cargas inducidas en la superficie
gg’}a esfera conductora, Las lineas de intensidad de ese campo se dan en la fig.

Método de representaciones. Al resolver el problema sobre la esfera con-
ductora en un campo homogéneo exterior, se hizo una suposicién cuya validez
no-se demostrd, a saber: fue construido cierto campo que satisfacfa todas las
condiciones del problema, considerando que no existe otro campo que pudiese
satisfacer las mismas condiciones del problema, es decir, se supuso que la solu-
¢cion del problema es inica. De no ser asf, la solucién concreta hallada no seria
obligatoriamente la solucién que se realiza de hecho. En la teoria de la electri-
cidad y el magnetismo se demostré que la solucién de los problemas que satisfa-
ce todas las condiciones necesarias, es tinica. En adelante se examinari sobre
cudles todas condiciones se trata y de qué manera, en rasgos generales, se lleva
a cabo la demostracién de esta confirmacién., Mientras tanto, por ahora tome-
mos su validez sin demostracién. Esto permite hallar la solucién del problema
con ayuda de ciertas conjeturas o construcciones y, basindose en el teorema de
unicidad, sacar la conclusién de que el campo, hallado de esta manera, propor-
ciona la solucién del problema. La solucién, estudiada més arriba, de la esfera
conductora en un campo eléctrico homogéneo exterior es un ejemplo de una su-
posicién acertada.

- Existe un métedo directo de construccién de un campo que satisface las
condiciones del problema, denominado método de representaciones. Su esencia
consiste en lo siguiente. El campo de una carga puntual es bien conocido. Se tra-
ta'de elegir un sistema de cargas puntuales, cuyo campo sumario satisfaga todas
las condiciones del problema. Partiendo del teorema de unicidad de la solu-
cién, deducimos que este campo nos da la solucién buscada. El problema mate-
mético se reduce a la bisqueda del potencial que satisface las condiciones del
problema. La intensidad E esta orientada perpendicularmente a las superficies
eqiipotenciales y se calcula como el gradiente con signo contrario del potencial,
En principio, es facil recibir la forma de las superficies equipotenciales para el
sistema de cargas puntuales. Examinemos, por ejemplo, el campo de dos cargas

untuales positivas ¢, sitvadas a la distancia 2d la una de la otra (fig. 70).

uesto que el potencial de la carga puntual a la distancia r de ella es igual a
@ = g/(4ne,r), el potencial del sistema de dos cargas puntuales iguales (véase

as
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la fig. 70) en el punto (::, Y, z) se define mediante la expresién

1 1
P D= g (V e (:+d)'+v"+8‘)' (16.36)

De (16.86) obtenemos la ecuacién de las superficies equipotenciales:

1 !
Voo TrTs | VeroaTa (16.87)

Cada una de ellas se caracteriza por el potencial correspondiente ¢, = const,
@y = const. _

La fig. 70 muestra las lineas de interseccién del plano XY con superficies.
equipotenciales. Estas Giltimas se obtienen como consecuencia de la rotacién del’
cuadro, dado en la fig. 70, alrededor del eje X.

Sea que una superficie aislada conductora coincide con una de las superfi-
cies equipotenciales, cuyo potencial es g, Si se toma que sobre esa superfie

v
N
Nl
d
Y SN
Fig. 70 Fig. 71
Superficies equipotenciales de Superficies equipotenciales de
dos cargas puntuales iguales dos cargas puntuales de signos
colntrmos y distinto valor ab-
soluto

hay una carga 2q y su potencial es igual a g, ol sistema de superficies equipo-
tenciales y el campo, correspondiente a él, satisfacen totalmente las condiciones
del- ‘problema scerca del campo de una suparﬁc:e cargada. En todos los pu
exteriores: Tespecto a la superficie, el potencial se define por la férmula”(16. 86)
De esta-manera; -la determinacién de las caracteristicas del campo, creado po
el coriductor con ‘carga, se Teduce a la determ acién de las caractal:ist.acas ]
campo de’ dos cargas puntuales iguales del ‘mismo signo. Esta os la esencia’d
métodd ‘de Tepreséntaciones. El origen del nombre de dicho método quedar4 cla?
ro de-los ejemplos ‘que se examinan a continuacién.

El-potencial 'de ‘dos cargas puntualaa de signos contrarios se det.ermmn de
la - misma - manera’ que (16%6

:!— 1 %
=ik (e ) 09
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La fig. 74 da para este caso la forma de las superficies equipotenciales. El
potencial a lo largo del eje Y es nulo y, por lo tanto, es nulo en el plane X = 0.

Imaginémonos que todé el simiespacio infinito X <C O estd lleno de condue-
tory-cuya frontera es el plano YX y hay una carga + ¢ en el lugar, ‘mostrado
en:la: fig. 71. Est4 claro que mediante la inducci6n electrostitica, esta carga in-
duciréd una carga —g en la superficie del conductor. El potencial del-conductor
en este caso debe ser ¢ = 0 y las lineas de fuerza en cada punto de la superficie
deben ser normales a ella. Es obvio, que el cuadro de las lineas de fuerza en el
iespacio X > 0, mostrado en la fig. 71, satisface totalmente estas condicio-
Como consecuencia la tarea de definir las'caracterfsticas del campo de una
cirga: puntual +¢ que estd a una distancia d de-la superficie plana de} conductor:
que-llena el semiespacio "X <0, se rediice a‘encontar las caracteristicas de los:
campos de dos cargas puntuales ¢ y —q. La carga —q se sitia en el punto-que es’
larepresentacién de la posicién de la carga puntual g si el plano X = 0 fuese un
espejo. De aqui proviene el nombre del método de representaciones. En lugar de
un cuerpo conductor, que ocupa el semiespacio X << 0, puede cogerse una placa
conductora, puesta a tierra, paralela al plano X = 0. El método de cémputo
y el campo permanecen invariables, Si la placa no estd puesta a tierra, en la
‘parte de la placa, vuelta hacia los valores negativos del eje X, se inducen cargas
positivas superficiales que cambian por completo el carécter del campo: el
campo en este caso no es la superposicién de los campos de la carga ¢ y su repre-
sentacién.
~ Determinemos la intensidad del campo de la carga g, situada en el punto
z = d, habiendo un plano conducter puesto a tierra, X = 0. El potencial del
campo en todos los puntos z > 0 se da mediante la férmula (16.88). La intensi-
dad del campo eléctrico en el plano Z = 0 es igual a

PR NPORS. 0% 3—d ______ z+d
By=—7; 4ne, {[(:—d)’-f-ylpﬂ GFar+7pr " (16.89)
. S Yy ¥
E,= 3y aneg { G—ar+Ph =+ ")’+¥‘T"ﬁ'}' (16.90)

En el plano X = 0 la componente E, desaparece, mientras que
q d
Ex= —me; mrora - R
La densidad superficial de la carga en el plano X = 0 [véase (16.12)]
es. igual a
4 a '
O W T L

La carga superficial total en el plano X = 0 se da mediante la férmula

fowrm =2t [ mtitir=—n (o0
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es decir, la carga inducida en el conductor es igual
a la carga que induce, perp.con Signo contrario -
[véase (16.20)]. :

La fuerza de interacci6n de la carga puntual g
con la carga en la superficie £ = 0 es igual a la’
fuerza de interaccién de g con su representacién:

F = — g*(16ned%). (16.94)

] El signo menos indica que la carga puntual se
g;g-a 71"; Ssteenatunitn: fa Ty BUEO hacia la superficie conductora puesta a
superficies equipotenciales de tierra. i .
dos cargas puntuales de diferen- El método de representaciones no se reduce,
te magnitud claro estd, en todos los casos en el sentido literal

a la blisqueda de la imagen especular de las car-
gas. Examinemos el cuadro de las superficies equipotenciales, creadas por
dos cargas de distinto médulo. Para mayor comodidad, introduzcamos un,
sistema de coordenadas polar con origen en el punto O (fig. 72). El eje polar
atraviesa la posicién de las cargas puntuales ¢, y ¢,. Las coordenadas polares g,
Y 4, Son igualesa 0, = 0, r; =d, v 8, =0, r, =d,, respectivamente. E1 poten-
cial en el punto P se expresa mediante la férmula ’

e e e Wi
o =g (Varares T Ve 169

-8i dy = a?ld, (a<<d,) ¥ g. = — ag,/d;, ¢ (a, 8) =0, es decir, el poten-
cial en la esfera de radio z es nulo. Como consecuencia, semejante esfera es una
superficie equipotencial con valor nulo del potencial. Si en su lugar se coloca
una esfera conductora real puesta a tierra, el campo no varia. Asi pues, si exis-
te una esfera conductora puesta a tierra de radio @ y una carga puntual g, fuera
de ella a la distancia d, del centro de la esfera, el campo fuera de la esfera es el
mismo que el creado por la carga g, y su cima%an». la carga g; = — ag,/d;,
colocada en el punto con las coordenadas d; = a%/d,, @ = 0 dentro de la esfe-
ra. La fuerza de interacci6én entre la carga g, v la esfera es igual a

F 9192

PR | — . | -
T e (—a) e, (A—a) (16.96)

En la electrostatica dentro de-un ¢onductor no hay campo alguno ¥ lus_-emvoluihét_d-
cas estdn ausentes, En las proximidades de:la superficie del conductor la intens] del e_am.'po
sel.éclgaglej estf orlentada por la normal a'la superficie y es proporclonal a la densidad superficial
" En lasuperficie convexa del conductor la densidad superficial de lasca y la lntensidad
del campo aumentan al crecer la-curvatura de la superficle, es decir, al disminuir el radio
ziema}_tun. En la superficie c6neava: del conductor 1a:densidad superficial de la carga. dis:
nuye, !
L ley de Ohm en forma diferencial es vélida no sélo para la conductibilidad eléetrica
wl:;::lnéte. sino también pars la variable, independientemente de las causas y el caréicter de:su
v n. i ; - :
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. iLa consecuencia de qué propiedad del.campo elec-
rostético es la ausencia de la componente tangencial de
a intensidad del campo en ]as inmediaciones de la super-
‘icie del conductor?

. Lacapacided de un conductor aislado depende sslo
da_su’ forma 'y dimensiones. Los coeficientes ‘potenciales
y dé capacidad dependen ‘sélo-de las caracteristicas geo-
métricas de 'los conductores y de su disposicién mutua.

_ Los coeficientes de capacidad con iguales indices son
siempre. positivos y con diferentes, son o bien nules,
o-blen negatives. Fig. 73 . X -

Ejemplo 16.1. Hallar la fuerza de interazetén entre Para la definicidn del.campo de;

una ésfera conductora de radio a y la cargs puntual g, que . un condemsador con placas no
estd.a.una distancia dy del centro de la esfera, si la carga @ paralelas .
esté distribuida por la esfera. z '
“ ° La fig. 72 miuestra el esquema de disposicién de la esfera y la carga. La carga g, induce
i la esfera conductora su imagen en forma de carga g, = —gqa/d, a la distancia d, = o%/d,
del centro de la esfera. En cambio, ahora la interaccién no se reduce a la fuerza de atraccién
entre la carga g, ¥ su representacién, ya que, segin la condicién, la esfera posee una carga Q
g-nu gy: Por lo tanto, para describir la interaccién es necesario afiadir otra «representacidne
de la carga que crea en la esfera un potencial constante y junto con ¢, forma la carga Q. Por
€30, @9 necesario colocar en el centro de la esfera la carga @ — ¢, = @ - q,a/d;. La interac-
cidn de la carga g, con la esfera con una carga Q, se compone de la interaccion de g, con las
simégenesr g, ¥ (3 + qyafdy. Asi pues, la fuerza de interaccién es

F=_T2_ [0+*I:¢r‘dz_ 9 ] (16.97)

4y dz (ds— a1
Ejemplo 16.2. Hallar la fuerza de interaccién entre la esfera conductora de radio a gue se
‘mantiene a un potenclal constante @y, y una carga puntual g, que se encuentra a la distancia dg
del centro de la esfera.
“  El esquema de disposicion de la esfera y la carga se da en la fig. 72. La carga ¢, ¥ su
imagen g, crean un potencial nulo de la esfera. Para que éste sea igual a ¢, es necesario colo-
car en el centro de la esfera una simagen» Q = 4negap,. La fuerza de interaccién entre la
carga puntual g, y la esfera que se mantiene a un potencial g, es igual a

— 93 .g__ Tl
= e, ["d: i) (16.98)

Ejemplo 16.3. Dos placas planas conductoras forman un &ngulo o, (fig. 73).La longitud
de las placas, perpendiculares al plano de la figura, es infinita. Enire los placas s¢ mantiene una
diferencia de potencial constante U,. Hallar la intensidad del campo entre las placas y la capa-
cldad que corresponde a la longitud I, La anchura de la placa es b — a. Se¢ acepta que las placas
ne hacen contacto en el punto O, pero convergen bastante cerca, por lo cual puede prescindirse de
los efeclos de horde.

% Eleampo es axialmente simétrico. Por eso es cémodo utilizar el sistema de coordenadas
cilindrico, cuyo eje Z estd dirigido perpendicularmente al plano de la figura. Designemos:
por el angulo axial y por r, la distancia hasta el efe, Entonces la ecuacién de Laplace tiene

a forma
19 (, _*’T_] A 2o, {16.99)

r ér ar r! Jo?

donde se tiene en cuenta gque 3%q/d:* = 0 a causa de la simetria cilindrica del campo. La solu-
cibn se busca como

g a)= RO @). (16.100)
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. ® d dR R 4@ P
Sustituyendo (16.100) en (16.99), hallamos que 7Trx {r E'r-) -+ TIa = (. Multi-

plicando ambos miembros de esta ecuacién por r2/R®, obtenemos
r d dR 1 d2
7o T )= mr i

) Los miembros mero y segundo de (18.101) son funciones de diferentes variables
independientes. Por lo tanto.{a igualdad puede satisfacerse sélo cuando los miembros pri-
mero y segundo sean iguales por separado a una misma constante. Por eso suponemos que:

r d ( 4R 1 &
Far ("'d"r_)=“" L (16.103)
donde n? es una constante. La solucién de la ecuacién para & es obvia:
—f B+ 8,y para n=0,
0—{ A, sen noe - Ay cosna para n == 0. (18.103)

La solucién de la ecuacién para R la buscamos en forma de R = Ar {E 5= 0).
Sustituyendo esta expresién en la primera de las ecuaciones (16.102), obtenemos la

igualdad
ps = nt, (16.104)

de la cual se desprende que f = n. Para n = 0 la primera de las ecuaciones (16.102) se
simplifica: . .

r —grﬂ == const
y puede satisfacerse mediante la funcién
R=D;lnr+ D,
Por lo tanto, la solucién definitiva de la ecuacién (16.402) puede representarse como

_f Dylnr4 Dy para n=0, :
n_[ S g ({8.108)
Intentemos hallar la solucién del problema que no dependa de r, ea decir, paran =0

D, = 0, entonces [véase (16.103)] ¢ () = B,a + B,. Las condiciones limites para ¢ tienen
el aspecto: p (0) = 0, ¢ (&) = LZ. o sea, 0 = B;, U, = B,a,. Como consecuencia

P (@) = Usala,. (16.108)
La intensidad del campo eléctrico es
i
Ea=—— _%E = —Ug/{roie). (16.107a)

. .La densidad superficial de las cargas en las placas ¢
Loy eEg (@ = 0) = —ely/(ra,), 0y = —eEy (& = &g).= eU,/(r&), (18.107b),

" " La carga de cada una de las placas (por el médulo) en la longitud I se expresa por la.
férmula - T T 7 o . G
Q=i S o.dr= (legUs/eg) 10 (B/a). (16.108)

a " .

La capacidad, correspondiente a la longitud i, es igual a

Cu [%-_-"2&1::& ) (16.109)..
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§ 17. Campo elecirostético en presencia de dieléctricos

Se examinan lg influencia del dieléctrico. sobre el campo eléctrico y di-

versos mecanismos. de la polarizacién. Se deduce la relacidn entre.las

densidades de las cargas ligadas superficiales y volumétricas y la pola-

;iza!g:frn. Se discuten los fendmenos en la superficie de separacion de los
ieléctricos,

Momento dipolar de la distribucién continua de las cargas. Faraday investigs
y descubrié experimentalmente la influencia de la substancia.sobre los campos
eléctricos y magnéticos. Los resultades de estos trabajos condujeron al cientifi-
co & la idea de la acci6n a corta distancia y la concepeién del campeo. En 1837
descubrié la induccién electrostitica. En ese mismo afio Faraday introdujo en
la ciencia los términos «dieléctricor y econstante dieléctrican.

Supongamos que en cierto volumen V (fig. 74) haya una carga distribuida
continuamente con una densidad volumétrica p, con la particularidad de que en
“total el volumen es neutro desde el punto de vista eléctrico. No obstante, eso
‘no significa que en cada punto dentro del volumen las cargas positiva y negati-
va se compensan mutuamente. Si las cargas positivas y negativas estén distribui-
das en el volumen por leyes distintas, en unos puntos del volumen la densidad
sumaria p de la carga es positiva y en otros, negativa. Desde el punto de vista
matemético, la condicién de neutralidad del volumen V tiene la forma

i pdV =0. (17.1)

Si en todes los puntos del volumen p == 0, el sistema material en el volu-
men V es eléctricamente neutro: sobre 6l no actia ningn campo eléctrico exte-
tior y el propio-sistema no genera campo eléctrico alguno. Sin embargo, si le
densidad p de la carga es en unas partes del volumen V positiva y en otras, nega-
tiva, entonces, a pesar de que la carga en total en el
volumen es nula, el sistema posee propiedades eléc-
tricas: sobre &l actia un campo eléctrico exterior
y.el propio sistema origina un campo eléctrico. En
primera aproximacidén las propiedades de un sis-
tema neutro se caracterizan por su momento di-
polar. Para dos cargas puntuales la definici6n de
momento dipolar se da mediante la férmula
{16.81). Para una distribucién continua de las

cargas el momento dipolar (fig. 74) se deter- 3
mina por la férmula o o
Fig. T4
p= j prd¥. (17.2) P;al.‘& la definicién del momento
v dipolar de una distribucién con-
tinua de las cargas
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El radio vector r en (17.2) se cuenta desde cualquier punto O que se toma co-
mo punto de referencia. Es evidente que (17.2) no depende de qué punto se ha
elegido como origen del sistema de referencia. Para demostrar eso tomemos co-
mo punto de referencia el punto O’, cuya posicién respecto al punto O se carac-
teriza por el radio vector r, (véase la fig. 74). La férmula (17.2) tiene con res-
pecto al punto O’ el aspecto

p = g pr' dV. (17.3)
v
Transformemos (17.3):
Pr=‘jp{r—ro)dV=JprdV—§ Top dV:SprdV:p, (17.4)
v

lo que se requeria demostrar. Aqui r = r, + ¢’ y [véase (17.1)]

jr,p dV=r, S pdV =0. (17.5)
v

Apliquemos la férmula (17.2) para calcular el momento dipolar de dos car-
gas puntuales que pueden considerarse como cargas que estédn en los volimenes

a a
av,Q : ZM"Z
T (Y
E
—
a -
g. 75. Fig. 76
Para el célculo del momento Polarizacién de los dieléctricos
di[iplar de dos cargas puntuales, neutros en el campo eléctrico
aplicande la férmula para la

distribucién continua de las
ca_:rg'ss

AV, y AVj, tan pequefios como se quiera, (fig. 79): .
p= ! prdV= S, prdV 4 J prdV=r S pdV4r, i pdV =r,Q,+r,Q;,
¥ T AV, ) AV,

AV, AV, )
(17.6)
donde Q,, @, son las cargas en los volimenes AV, y AV, respectivamente y
Iy,.Xy-S0on-los radios vectores de dichos volimenes. Por ejemplo, sea que en el
volumen AV, haya una’carga positiva @, = Q. Entonces, como consecuencia
de la neutralidad eléctrica del sistema, Q; = — @ y la férmula (17.6) adquiere
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la. forma

- P=Q.(fz‘—‘:l:'1).= Ql, I ' (7.7

andloga a (16.81).

La intensidad del campo de un sistema neutro con un momento dipolar p
se’ determina por las férmulas (16.84) y (16.85).

Polarizacién’ dé los dieléctricos. ‘Se-llaman ‘dieléctricos a las substancias,
on+lags cualea bajo la accién de un campo ‘eléctrico, no. surge el desplazammnto-._
de‘cargas ¢omo, por ejemplo, en los’ conductores. En cambio, eso no significa.que .
enlos dieldctricos, bajo el efecto del campo eléctrico, las cargas no se mueven en ge-
neral. Ellas se desplazan. pero no a distancias grandes. ; it

Examinemos un volumen eléctricimente -neutro-del disléctri 1
El'campo eléctrico exterior tiende a desplazar las-cargas positivas en‘direccion”
de la intensidad del campo y las negativas, en direccidn opuesta. Por esta razén,
en direccién de la intensidad en el dieléctrico se forma un exceso de carga posi-
tiva, ‘mientras que en direccién contraria, deficiencia. El dieléctrico adquiere
momento dipolar. E1 mencionado proceso recibe el nombre de polarizacién.

* 'El grado de polarizacién del dieléctrico se caracteriza por la polarizacién
dieléctrica que se determina como la razén entre el momento dipolar Ap del
elemento del dieléctrico y su volumen AV:

_ bp

=5 (17.8)

Cuadro molecular de¢ la polarizacién. El dieléctrico consta de Adtomos

¥ moléculas, con la particularidad de que cualquiera de sus elementos fisicos
infinitesimales de volumen es eléctricamente neutro. La carga positiva estd
concentrada en los nicleos de los Atomos, mientras que la negativa, en las capas
electrénicas de los dtomos y moléculas. Las cargas positivas y negativas se en-
cuentran en diversos puntos del espacio y, por lo tanto, los dtomos y moléculas
pueden poseer momentos dipolares eléctricos que varian con la frecuencia de las
‘oscilaciones de los electrones en los atomos del orden ~ 10s-1,
7 _Si al no haber campo eléctrico extérior, en el dtomo la nube electrénica estd
distribuida con simetria esférica respecto al niicleo, el dtomo no posee momento dipo-
lar eléctrico. De la misma manera, en las moléculas las cargas positivaes y negati-
vas pueden poseer una simetria de distribucién cuando en ellas no surge momento di-
polar. Semejantes moléculas y dtomos se denominan no polares, por ejemplo, el
atomo de helio, las moléculas biatémicas que constan de los mismos atomos
{H;, Nj, Oy, ...), las moléculas poliatémicas simétricas, tales como CO;, CH,,
‘etc. Al no haber campo exterior, semejante dieléctrico no estd polarizado.

Las moléculas y los dtomos que, al no haber campo exterior, poseen mo-
grento -dipolar eléctrico, se denominan polares, por ejemplo, CO, N0, 50,
étc.. El momento dipolar constante de éstos tiene el orden de 10-2°,..10~% C.m.
E:so corresponde a un dipolo que consta de dos cargas elementales de 1,6-10-° C,
la distancia entre las cuales es de 10-1° m, o sea, del orden de las dimensiones
‘dtémicas.
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£ Fi) En ausencia de campo eléctrico exterior, los

T momentos dipolares permanentes de las moléculas
aisladas estan en desorden. Por lo tanto, su suma
en un volumen fisico infinitésimo es nula, es
decir, el dieléctrico no estd polarizade.

Frey En un campo eléctrice exterior las cargas
. positivas tienden a desplazarse en direccién de
Fig. 77 la intensidad del campo, mientras que las nega-

:gl::;:a‘:f“efeclﬁp‘i‘elfg:m:g tivas, en sentido contrario. En definitiva, las
moléculas no polares adquieren momento dipolar
y el dieléctrico se polariza. Las moléculas polares
también adquieren un momento dipolar complementario, inducido por el campo
exterior, y merced a ello, se polariza también, pero esta polarizacién desempefia
un papel insignificante para ellas. E1 mecanismo principal de polarizacién para
ellas es otro: en un campo eléctrico exterior sobre los momentos dipolares de las
moléculas actian momentos de fuerzas [fig. 77; véase (19.7)], que tienden a orientar
los momentos dipolares en sentido de la intensidad del campo. Como. consecuencia,
las moléculas se reorientan de tal manera, que los elementos fisicos infinilésimos
del volumen del dieléctrico adquieren momentos dipolares, es decir, el dieléctrico
se polariza. La polarizacién a causa de la reorientacién de las moléculas es
mucho mayor que cuando surge como consecuencia de la formacién de momen-
tos dipolares complementarios, inducides por el campo exterior.

A la par con esos mecanismos de polarizacién, existe otro mdés. Influidos
por el campo eléctrico exterior, los iones positives de los cristales idnicos se despla-
zan en direccién de la intensidad del campo, mientras que los negativos, en sentido
contrario. En definitiva, sucede cierta deformacién de la red cristalina o un des-
plazamiento relativo de las subredes, lo que conduce a que en eldieléctrico apa-
rezcan momentos dipolares, o sea, surge la polarizaci6én del dieléctrico. Semejan-
te polarizacién se denomina polarizacién iénica de red.

En todos los casos la polarizacién se caracteriza cuantitativamente por
la polarizacién dieléctrica P. El mecanismo de la polarizacién se manifiesta s6~-
lo al estudiar la dependencia entre P y la intensidad del campo exterior y otros
factores (véase el cap. 3). En este caso la férmula que enlaza entre si la intensi-
dad del campo eléctrico, el desplazamiento eléctrico y la polarizacién dieléctri~
ca; -permanece invariable [véase (17.29)].

“La polarizacién ‘dieléctrica de las moléculas no polares es

. " .
P=—p 2 pe=Npo, (17.9);
AV

donde AV bajo ¢l simbolo de la suma indica que la adicién se extiende a todas
las -moléculas en-el -volumen AV; N es la concentracién de moléculas; po, -8l
momento dipolar inducido (el mismo para todas las moléculas) que coincide, en
direccién; con la intensidad E:del:campo-eléctrico exterior. En ausencia del cam-
po-iexterior pg-='0 'y; por-lo-tanto, P =0; ‘es-decir, no hay polarizacién?y

El mecanismo principal de la polarizacién de las moléculas polares-es la:
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reorientacién-de las direcciones de los momentos dipolares permarentes, influi-
dos ‘por-el camipo exterior. Lia f6rmula para la polarizacién dieléctrica es’ -

P=- N pi=N(p), (1710
AY

donde {p) es el valor medio de los momentos dipolares, iguales por el valor ab-
soluto, pero de distinta orientacibén en el espacio. En los.dieléctricos isbtropos
los momentes dipolarés medios coinciden en direccién con'laintensidad'del:
campo @éléctrico exterior. En'los dieléctricos anisétropos,. o ses, an los quelas
propiedades eléctricas son- diferentes en-distintas direcciones, no se observa se-’
mejante coincidencia. En ellos el enlace entre la polarizacién dieléctrica y la
intensidad es méds complejo (véase el cap. 3). La aportacién de los momentos
dipolares inducidos de los dieléctricos polares en la polarizacién dieléctrica
e3 mucho menor que la de la reorientacién de los momentos dipolares permanen-
tes v, por lo general, no se tiene en cuenta. Al haber nacesidad de considerarlos,
hay que afiadir el segundo miembre de la igualdad (17.9) al segundo miembro
de la férmula (17.10).

* La polarizacién iénica de red se describe mediante la férmula (17.10), en
la que bajo (p) es necesario tomar el valor medio de los momentos dipolares en
ol volumen AV que surgen como consecuencia del desplazamiento de los iones
en los nudos de la red cristalina. En la mayoria aplastante de los casos dicha
polarizacién es anisotropa.

Dependencia entre la polarizacién dieléctrica y la intensidad del campo
eléetrico. La polarizacién de los electretos y las substancias ferroeléctricas
puede ser diferente de cero estando ausente el campo eléctrico (E = 0, P =0).
Los demas dieléctricos, al no haber campo eléctrico, poseen polarizacién nula.
La dependencia de esta ltima respecto a la intensidad puede representarse en
el caso general de la siguiente forma

Ps'=8uz? "UE}"'%,_Z" ®pEiExt ...,

donde los indices i, j, k, ... numeran las componentes de las magnitudes por los
ejos del sistema cartesiano de coordenadas (i =z, ¥, 2; j = 2, ¥, 3, .. .). Por eso,
la polarizacidn en ¢l caso general depends no sélo del primer grado de la inten-
sidad del campo eléetrico, sino que también de los grados superiores. Si la de-
pendencia de los grados superiores es esencial, el dieléctrico recibe el nombre de die-
léctrico no lineal. Semejante no linealidad se manifiesta, por lo general, sélo en
los campos eléctricos muy fuertes, aunque hay ciertos materiales especiales en
los que se observa la no linealidad para campos relativamente débiles.

Si la no linealidad no es grande, la polarizacién se expresa mediante los
primerog grados de las componentes del campo: ;

Pi=ty ) %yE,.
F

Semejante dieléctrico se llama lineal. Si las propiedades de dicho dislécqri-
<o son diferentes respecto a las direcciones, el dieléctrico se denomina anisé-
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tropo. El conjunto de las nueve magnitudes x;; se denomina t dela pti-
bilidad dieléctrica. Caracteriza totalmente las propiedades eléctricas del die-
léctrico. Si las propiedades del dieléctrico son las mismas por todas las direc-
ciones, éste se denomina isétropo lineal. Sus propiedades dieléctricas se carac-
terizan por una magnitud escalar: la susceptibilidad dieléctrica.

Para un dieléctrico isétropo lineal

P = xe,E, (17.11)

donde % es la susceptibilidad dieléctrica. En el sistema absoluto de unidades
de Gauss la susceptibilidad dieléctrica %" es un magnitud 4m veces inferior a x
en la férmula (17.11):

= %/(4n). (17.12)

La susceptibilidad dieléctrica de la mayoria de los dieléctiricos sélidos y
liquidos se expresa por nimeros del orden de varias unidades. La susceptibili-
dad dieléctrica de la mayoria de los gases constituye diezmilésimas partes de
la unidad y en la mayor parte de los tasos practicamente puede no tomarse en
consideracién. En cambio, existen dieléctricos, cuya suscéptibilidad alcanza
grandes valores. Por ejemplo, el agua tiene » = 80, el alcohol, x =25...30 y
las substanciales ferroeléctricas (sal de Seignette o de Rochelle, titanatos de ba-
rio, etc.) tienen una susceptibilidad dieléctrica que alcanza varios miles de
unidades.

Influencia de la polarizacién sobre el campo eléctrico. El momento dipolar
del elemento del volumen dV, conforme a la f6rmula (17.8), es. igual a

dp = PdV = xe,E dV, (17.13)

es decir, coincide en direccion con la intensidad E, ya que x > 0. Por eso, la
intensidad del campo, creado por el momento dipolar, esti orientada de manera
contraria a la intensidad del campo exterior y lo debilita (fig: 78). Asi pues,
como consecuencia de la polarizacién, la intensidad en el dieléctrico se debilita.
El papel de la polarizacion en este caso se reduce sélo a la divisién de las car-
gas positivas y negativas, merced a lo cual en el volumen del dieléctrico, como
también en su superficie, se forman cargas, denominadas de polarizacién o li-
gadas, ya que, ellas como si estuviesen amarradas a distintos lugares del dieléc-
trico, no pueden desplazarse libremente por su volumen o superficie. Las car-
gas ligadas originan un campo eléctrico de la misma manera que lo hacen las cargas
Libres, y eneste’s do no. se,d;ferenc:ars en nada-de ellas. Asi pues, la presencia
( ; ) n.cuenta tomando en consideracion el campo_eléctrico,.
surgen.a causa de Ia polanzaclén Por esta:ra-
1ar 1a expresion para 1as, cargas ligadas. -

" Densidades superficial y volumétrica de las cargas ligadas. Examinemos
un elemento dS de la superiicie (fig::19), trazada dentro de un.dieléctrico no po-
larizado. Durante la polarizacién, las cargas eléctricas comienzan a moverse a
través-de este-elemento superficial: Calculemos la carga %ue :interseca -el.ele-
mento dS al surgir la.polarizacién P. Para simplificar las férmulas, considera-
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remos que se mueven-sblo las cargas positivas. Designemos por g la carga del
dipolo; por I el brazo del dipolo, correspondiente a la polarizacién P y por &V,
la:concentracion de cargas. Al aparecer la. polarizacién P, el drea dS (véase la
fig. 79) la intersecan todas las cargas positivas que antes del movimiento, deter-
minado por la polarizacién, estaban en el volumen dV = dSh = dS! cos 8
de¢ un cilindro oblicuo con base dS. Por le tanmto,

dQ = Nglcos 8 dS = P dS cos @ = P.dS. (17.14)
Examinemos ahora cierto volumen V (fig. 80). Como consecuencia de la

poiarizacién, 1a superficie §, que limita el volumen V, se interseca por-las car-
gds.: En funcién del balance de las cargas que llegan y salen del volumen, en

Eﬂ
ds
h
I =
- =
z =
';_f_ _ -'-%f Q A
5,0 %
g N
E N
N
dp
Fig. 78 Fig. 79
Mecanismo de debilitamiento Calculo de la carga que atravie-
del campo durante la polariza- sa el elemento superficial duran-
cién te la polarizacidn

'éﬁta:se forma una carga ligada, cuya densidad volumétrica es p,,;. Teniendo en
cunenta (17.14), escribamos el principio de conservacidn de la carga en el volumen
¥V como

i Pig 4V = — i P.ds. (17.15)

El signo menos indica que en el volumen surge una carga, de signo contrario a
la.que sale de la superficie que limita el volumen. Escribamos de nuevo la igual-
dad-(17.15), aplicando a su segundo miembro el teorema de Gauss—Ostrograds-
ki’

{ (pug—aivP)av =o. (17.16)
v
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Si la igualdad (17.16) se cumple idénticamente para cualesquiera ¥, el integran
do serd idénticamente igual a cero. Por lo tanto, =7

pug = —div P. (17.47)

De esta manera, las cargas ligadas volumétricas surgen sélo cuando la poleri-
zacién P varia de un punto a otro. Esto queda claro también sin cilculo alguno,

Fig. 80 Fig. 81

Para la busqueda de la expre- Para la deduccidn de la expresi-
sion para la carga volumétrica én [Jura la densidad superficial
igada de las cargas ligadas

va que para la polarizacién homogénea las cargas pasan a un nuevo luger, ocu-
pando los sitios de la misma cantidad de cargas que marcharon. Como conse-
cuencia, las correspondientes partes del volumen del dieléctrico permanecen
eléctricamente neutras.

En la superficie de separacién de dos dieléctricas diferentes surgen cargassuper-
ficiales. Eso queda obvio de las siguientes consideraciones. Siendo la intensidad:
del campo eléctrico la misma en distintos dieléctrices, la polarizacion es dife-
rente. Por lo tanto, la superficie de separacion se interseca por distinta cantidad:
de cargas de polarizacién por parte de cada uno de los dieléctricos. Como resul-
tado; en las inmediaciones de la superficie de-separacidn se acumula cierta carga
ligada, denominada earga ligada superficial. Designemos por oy su densidad
‘superficial. Para hallarla lo.méis sencillo es partir de la formula (17'.17}. Constru-
yamos-én la superficie de separacién entre los dieléctricos un cilindro recto, cu;
ya drea dela base es AS y su'altura & (fig. 81) e-integremos los dos miembros-de,
la ecuacidon (17:17) respecto al ‘volumen de dicho cilindro: A

Ep“, av=—{ aivPav. (17.19
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En el primer miembrp de (17.48) estd la carga total‘dentro del volumen, o
aea, la carga superficial o,z AS. El segundo miembro de la igualdad se transfor-
ma, aplicando el teorema de Gauss—Ostrogradski, en una integral respecto ala
superficie:

§ divPaV = i P45 = | Pa-dS,—]—j P,-dS,, (17.19)
Iy = 1 o

donde los fndices I y 2 indican las magnitudes, reférentes al primero y segundo-
dieléctricos por las dos:partes diferentes de 1a superficie de separacién. El flujo
de:polarizacién del vector'P se compone de-los flujos que atraviesan las bases y
las.superficies laterales del cilindro. Los flujos a través de'las supérficies:late-
. riles se suponen iguales a cero. Elijamos a titulo de normal positiva a la super-
“ficie de separacidn la que esti orientada del primer dieléctrico al segundo. Por

lo'tanto, dS, estd dirigida por la orientacion positiva de la normal y dS,, por
1a negativa. Por eso

{ P.dS=P,,AS—P,,A5. (17.20)
5
Recordemos que la integral por la superficie lateral no se toma en consideracidn.

Teniendo en cuenta el valor de la integral en el primer miembro de la ecnacién
(17.18), obtenemos definitivamente

ayg= —(Pan—Pyy). ‘ (17.21a)

Por esta razén, denotando el versor de la normal, dirigido hacia el segundo
medio por n,, la férmula (17.21a) puede presentarse como

Opg= —ny(P,—P,). [ (17.21b)

Es 1til sefialar que el vacio puede tamhién considerarse como un dieléctrico,
cuya polarizacidén es nula. La férmula (17.21a) puede aplicarse & la superficie
de separacion entre el dieléctrico y el vacio. Tomando la normal exterior al die-
léctrico como normal positiva, [es decir, considerando el dieléctrico a titulo de
medioc I en la férmula (17.21a)], hagamos P,, = 0. Por lo tanto, [véase (17.21)],

Oyg = Pn, {17.22}
donde P, es la componente normal de la polarizacién del dieléctrico en su su-
perficie de separacién con el vacio.
~ Las férmulas (17.17) y (17.21) permiten totalmente tener en cuenta la in-
fluencia del dieléctrico sobre el campo eléctrico. La intensidad del campo, crea-
da por las cargas ligadas, se calcula mediante las mismas férmulas, por las que
‘sa-determina la intensidad en el vacio, la cual se origina por las cargas libres.
En' particular, el potencial ¢4, creado por las cargas ligadas del dieléctrico, se
da’por 1as férmulas (14.35) y (14.36), sustituyendo en ellas las cargas libres por

-01444
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las ligadas:
_ 1 pitg dV 1 ojig dS
Pa = Tre, ‘5 =k de, ; r

4o | AT

T 1 5 —divPdV i S p;n—P;n (iS
" Ane, r J r )
Fig. 82
Campo en el condensador en (17'23_)_.
presencia del dieléetrico Este potencial se compone con el potencial,

creado por las cargas libres.

Ahora es 1til enunciar otra vez més en forma explicita la idea principal
para considerar la influencia de la substancia sobre el campo, que se siguié en
el ejemplo de los conductores y dieléctricos: en presencia d¢ un campo elécirico
exterior la substancig se convierte por sf misma en una fuente del campo eléctrico,
como consecencia de lo cual el campo exterior varia.

Estudiemos este procese en el ejemplo de la formacién del campo en un con-
densador plano, cuyo espacio entre las armaduras esté lleno de dielécerico (fig.
82), Consideremos que en las armaduras del condensador hay una carga con den-
sidad superficial o. Si entre las armaduras del condensador existe vacio, £ =
= o/e, [véase (16.12)]. A causa de la polarizacién del dieléctrico, la intensidad
del campo disminuye. Determinemos la polarizacién del dieléctrico por la fér-
mula (17.11), teniendo en cuenta que E 5= o/e,. Como consecuencia de la homo-
geneidad del dieléctrico y del campo entre las placas cargadas paralelas, saca-
mos la conclusién que la polarizacién del dieléctrico es homogénea, o sea, las
cargas ligadas volumétricas estin-ausentes. Sélo existen las cargas superficiales
ligadas, cuya densidad superficial es [véase (17.22)]

Oyg = %&,E, (17.24)

donde £ es la proyeccién de la intensidad por la normal exterior del dieléctrico.
Se sabe que la intensidad esta dirigida desde la placa con carga positiva del con-
densador hacia la que tiene carga negativa. Por eso de (17.24) se desprende que
la densidad superficial de la carga ligada en la superficie de separacin con la
placa con carga positiva es negativa y en la superficie de separacionicon la pla-

= (0 — x&.E)ex © (17.25)

La -aélﬁc‘ié_n :d_g'-q'sta eciiacidn tiene el aspecto
: E = olleg (1 + %)) (17.26)

Desplazamiento eléctrico. La ecuacién (13.19), teniendo en cuenta las
cargas ligadas como.fuentes del campo, puede. escribirse; evidentemente, de la
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‘giguiente manera:

div E = p/eq + pug/so- 17.27)
Sustituyendo en (17 .2'}) png por la expresién de (17.17), obtenemos
div (e,E + P} = p. {17.28)
El ‘vector
D—e,E+P | (17.29)

se.denomina vector del desplazamiento. El no es un vector puramente de campo,
ya'que tiene en cuenta la polarizacibn del medio. Escribamos con su ayuda la-
¢cuacién (17.28) como B

| divD=p. (17.30)

Acordéndonos del sentido de la divergencia del vector, de (17.30) puede de-
Qicirse sobre las ventajas del empleo de D. Se ve que la dnica fuente de D son
las cargas libres, en las cuales este vector comienza y finaliza. En los puntos sin
cargas libres es continuo, incluyendo los puntos con cargas ligadas. Las variacio--
nes de la intensidad del campo, determinadas por 1as cargas libres, ya se han te-
‘nido en cuenta en el propio vector D [véase (17.29)).

Expresando P en (17.29) por la férmula (17.11), hallamos

D= (g;+ %eo) E=¢eE, e = (1 4+ %), g (17.31)

donde e es la constante dieléctrica. La aplicacién de D simplifica considerable-
mente el anélisis del campe en presencia del dieléctrico. A la par con £ es cémodo
utilizar también la magnitud adimensional

e, = eleq, (17.32)
denominada permitividad relativa.

" * Teorema electrostitico de Gauss en presencia de dieléctricos. Al multiplicar
los dos miembros de (17.30) por 4V e integrar respecto al volumen V, obtenemos

§dideV= fpav. (17.33)
v
Eir el segunde miembro de (17.33) se halla la carga total Q dentro del volumen y

el primer miembro se transforma en la integral por la superficie con ayuda del
teorema de Gauss—Ostrogradski. En definitiva encontramoes la f6rmula

S D.dS =0, (17.34)
8

liamada teorema electrostitico de Gauss en presencia de dieléctricos. Es vélido
para cualquier posicién de los dieléctricos y las superficies de separacién: una

1de
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parte del volumen o todo puede llenarse de diversos dieléctricos, y la superficie
§ puede pasar tanto en el vacio, como también intersecar los dieléctricos.
Al aplicar la férmula (17.34) a una carga puntual g que se encuentra en un
medio dieléetrico homogéneo ilimitado, y al tomar en calidad de superficie de
integracidn una esfera de radio r con centro en el punto en que se encuentra la
carga puntual, obtendremos la ley de Coulomb en el medio dieléctrico homogé-
neo:
1
Tne

E= (17.35)

£
2

|

La intensidad del campo en el medio es e, veces inferior a la del vacio.
Tantas veces menor es también el potencial de la carga puntual. La férmula
(17.26) muestra que la intensidad del campo entre las armaduras del condensador
en presencia del dieléctrico disminuye también e, veces en comparacién con
la intensidad del campo en el vacio. La capacidad del condensador aumenta e,
veces.

Condiciones de frontera. Se denominan condiciones de frontera sl enlace
entre los vectores del campo por las diferentes partes de la superficie que separa
las dos zonas. Dicha superficie puede dividir substancias con distintas propie-
dades, ser ssparadora del cuerpo en el vacio y, hablando en general, puede ser
simplemente una superficie imaginaria en un' medio homogéneo. En todos los
casos las condiciones de frontera permiten determinar la variacién de los vecto-
res del campo al atravesar el limite. Dichas condiciones se deducen con ayuda
de las ecuaciones del campo.

Condiciones de frontera para la componente normal del vector D. Deduzca-
mos esta condicién de la misma manera que se recibié la condicién limite (17.21).
Pero ahora hay que partir de la ecuacion (17.30) y no de (17.17):

Dy, —D,, =0, n,-(D,—D) =0, (17.36)

donde o es la densidad superficial de la carga en el limite. La normal n, estd
orientada hacia el medio 2. De (17.36) puede obtenerse, por ejemplo, la intensi-
dad del campo er la superficie de un conductor cargado. Considerando como posi-
tiva la normal exterior respecto al conductor, debemos considerar en la férmula
(17.36) que el vacio es el medio 2 y el conductor, el medio 7. La intensidad E del
campo en el conductor es nula, es decir, D;, = 0. Por lo tanto,

P L Dy=qa , (17.37)
o bien | .
B R  E, = ofe. (17.38)

‘Esta férmula coincide con la férmula (16.12) para el vacio, pero sustituyen-
do'gy por e, o sea; la‘intensidad del campo’en la superficie del conduector en pre-
sencia del dieléctrico disminuye ¢, = e/e, veces.:

La férmula (17.38) da también la.solucién directa del problema sobre el
campo .en-un _condensador ‘plano. que se expresa por la relacign (17.26). En este
«caso, desaparece:la necesidad de tener-en cuenta en forma explicita las cargas li-
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gadas superficiales en.el dieléctrico entre las placas del condensador, como sé:hi-
zd7al ‘deducir (17.26).

Condiciones de frontera para la componente tangencial del vector E- Cons-
tryyamoscerca de lasuperficie de separacién de losdieléctricos Iy 2 uncontorno
corrado (fig. 83). A causa del cardcter potencial del campé eléctrico; la circuld=
¢ion E por el contorno cerrado es nula: -

E-dl1=0. (17.39)
ABCDA

Las integrales por las sécciones BC y DA son tan pequefias como se quiera, -
ya que AB y CD se encuentran extremadamente cerca a la superficie de separa-

£ >

7]
///E l / /
_
Fig. 83 Fig. 84
Para la deduccién de la condi- Refraccion de las lineas de fuer-
cién de frontera para la compo- za en la superficie de separacién
nente tangencial del vector E de los dieléctricos

cion. Los signos de las integrales por AF y CD son contrarioes, debido a que las
vias de integracién transcurren en direcciones contrarias. Por eso [véase (17.39)]

[ Ezm Eie=0. | (17.40)

Refracci6n de las 1fneas de fuerza en la superficie de separacién de los die-
léctricos: Supongamos que en la superficie de separacién de los dieléetricos
no: haya cargas libres. Entonces,

E18n = eﬂEam E;-‘- = E.;_-g- (1741)

Si e, > e, Eyn << Ey, v, por lo tanto, las lineas de fuerza se comportan
¢omo se'muestra en la fig. 84, o sea, las lineas de fuerza se alejan de la normal,
penetrando en el dieléctrico con una constante dieléctrica mayor.

_ Signos de las cargas ligadas en la superficie de separacién de los dieléctricos.
Examinemos las componentes normales de la intensidad del campo y de la po-
larizacién en la superficie de separacién de los dieléctiricos. Escribamos la fér-
mula (17.11), teniendo en cuenta (17.31) para los dieléctricos por las partes di-
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ferentes de la separadora, en forma de (fig. 85):
Pyn = (&3 — 2g) Egn, Py = (8, — 2a)Eyn, (17.42)
Transformemos la férmula (17.21) para la densidad superficial de la carga,
tomando en consideracién (17.32):
Oug = Pin — Pyn = &,B1n — &3Eqn — 2o (Eyn — Ey). (17.43)
De no haber cargas libres en la superficie, ¢,E,, — £;E;, = 0 y la férmu-
la (17.43) se simplifica:
Oug = — &g (Eyn — Eyn). (17.44)

. E_'ara mayor precisién consideraremos como siempre que e, > ¢, y E estd
dirigida desde el primer medio al segundo. Recordemos que 4 titulo de normal

£ >e P,

&

sl

- .

a) )

Fig. 8

Signo de la carga superficial g comportamiento de las com-
ponentes normales de la intensidad del campo yla polariza-
cién al intersecar las superficies de separacion en distintas direc-
ciones

positiva se elije la orientada hacia el segundo medio. Entonces en la férmula
(17.44) E,, y E,, son positivas, con la particularidad de que £,, > E,,. Por
eso la carga ligada en-la superficie de separacitén es negativa: (fig. 85, a). Las
magnitudes Py, ¥ Py, son también positivas y, por lo tanto, Pyp > P,y como
s6.vo do (17.43) para 0, < 0 (fig. 85, a). :

"' Con ayude de semejantes razonamiertos puede estudiarse la variacién de
las:componentes normales de la intensidad, del campo, la polarizacién y el signo
de la:densidad superfi la‘carga ¢ o la intensidad del campo estd orien-
tada hacia nor constante dieléotrica (fig. 83, b).

L d métod_b.l.saplic?db_ a.los dieléctricos:

e so tienen dos medios dieléctricos infinites (con permitivi
perficie de separacién plana.'En el primer medio a la distan-

' Supongamosq
dades & y €) con su
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éia'd.de la superficie de Separacién se encuentra una carga puntual g.Se afirma
que-el:potencial en el primer medio es el mismo que el debido a la carga ¢ y su
imagen ¢’ = q (e, — 2,)/(g, + &;), situada en el segundo medio a la distancia

d de:14 superficie de separacién (fig. 86, a), con la particularidad de que el.cél-
culo se 1leva a cabo de tal manera, como si la constante dieléctrica de los medios
£ 1+ EI potencial del segundo medio es igual al-potenc al, creado porla car-

gaq” = 2e,q/(e, + €5), que se encuentra en el lugar de la carga g en el primer

Y Y

Py & £, &
e, (x < 0) g’ g vylx >0)
a) b)

Fig. 86
Mgtodo de representaciones en aplicacién de a los dieléctricos

medio (fig. 86, b), con la particularidad de que el cilculo se efectiia de tal ma-
nera, como si la constante dieléctrica de los medios fuese e;. Asi pues, los poten-
ciales de los medios primero y segundo son iguales a:

q 1 £1—85 1
S~ { ViErdPrys  eites {:r—-wd)'—i-y'} ’ (17.45)
q 2eq 1

P2= 4neg; e1+8y P (=+adrFy

No es dificil comprobar que @, y @, satisfacen la ecuacién de Laplace y las
condiciones de frontera:

89, _ Qg
8 Fr  |emo 2 Tz Jumo’
29 | _ 8% | _
b ™ ™ 0, (17.46)

que expresa la continuidad de las componentes normales de D y de las componen-
tes tangenciales de E. Ademds, se satisfacen también la exigencia de que el
potencial sea finito:

Py I:-——w—"ov P2 |xe oo —-0. (17"’17)
Segiin el teorema de unicidad, las férmulas (17.45) son la solucién buscada.

La fuerza que actia sobre la carga q es igunal a la fuerza de interaccién de
esta carga con la imagen (g, — e,)/(g, 4+ £;)] ¢, situada a la distancia 2d de la
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carga g
. ( Ey—Bg ) 7* (17.48)
. 4me,y ] 447 ° i

Para g, << g4 ¢l valor de F es negativo, es decir, g se atrae a la superficie
de separacién de los dieléctricos. Pero si e, > e,, F es positiva y, por lo tanto,
g se repele de la frontera. ;

Esfera dieléetrica en un campo homogéneo. Con ayuda de la ecnacién de
Laplace hallemos la intensidad del campo eléctrico al introducir una esfera
dieléctrica en el campo eléctrico inicialmente homogéneo. Si las dimensiones
lineales de las armaduras de un condensador plano son bastante grandes, incluso
para una distancia relativamente grande entre ellas, el campo en las zonas inter-

Fig. 87
Orglentacic'ln del sistema de coordenadas para una esfera dieléc-
trica en Un campo homogéneo

nas lejos de los extremos es homogéneo con elevada precisién. Si las dimensio~
nes de las armaduras aumentan hasta el infinito, creciendo al mismo tiempohasta
el infinito la distancia enire ellas, para una densidad superficial de las car-
gas en las armaduras constantes, en todo el espacio se crea un campo eléctrico
homogéneo. Coloquemos en este campo una esfera dieléctrica conductora. Estd’
claro que a causa de la polarizaci6n la intensidad del campo en las proximidades.
de la esfera varfa, permaneciendo constante en el infinito. Determinemos la°
intensidad del campo eléctrico en todo el espacio, incluyendo la zona dentro de
la esfera dieléctrica. '

Supongamos que la esfera de radioc R consta de un dieléctrico, cuya cons-
tante ‘dieléctrica. es e,, v el medio que la rodea esté lleno de dieléctrico con la
constante dieléctrica e, (fig. 87)..La intensidad del campo homogéneo esté diri-
gida paralelamente al eje Z.'Como ¢consecuencia de la simetria axial del proble:
ma, es ¢c6modo hacer uso del sistem@a esférico ‘de coordenadas con eleje polar

orientsdo por el sje Z. i . ]
Para un dieléctrico homogéneo con constante dieléctrica e la ecuacién de

'Poissgi'_x-. {15.14) "tiene el - aspecto .
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15 que es obvio, al comparar la ecuacién (15.10) para-el vaciocon la ecuacién
(17.30) que para el dieléctrico homogéneo tiene el aspecto

div E = ple. ' (17.50)

En el sistema esférico de coordenadas la ecuacion de Poisson se escribe asi:
1 a aQp 4 ) a9 I

‘TF(" “ar )+r‘sen'ﬂ FC) (senB )+ n’§'ﬁg '_'2' “7'51}“

donde‘c es el dngulo axial. En diche problema no hay cnrgas libresi(p = 0).
¥:-como consecuencia de.la simetria axial, d¢/da = 0. Por eso-la tarea se reduce
a'la solucién de la ecuacién de Laplaca

o (P Rty o (0 55 ) =0 (17.52)

en todo el espacio, observando las siguientes condiciones:

1) en todas las partes el potencial ¢ es continuo y finito;

2) las componentes normales del vector D = — & grad ¢ son continuas en
las superhmes de separacién de los medios, o sea, en la superficie de la esfera;

3) las componentes tangenciales del vector E = — grad ¢ son continuas en
la superficie de la esfera.

Designemos las magnitudes, referentes a la zona interior de la esfera por el
fridice I y a la zona exterior, por el indice 2. En las mateméticas se conoce la
solucioén general de la ecuacién (17.52). En el caso dado todo se simplifica con-
siderablemente. Mediante la verificacion directa, puede uno cerciorarse de que
las funciones

¢, = A;rcos B+ A,r-%cos B,

Py = — Eqrcos 0 + B2 cos 0 (17.53a)

satisfacen la ecuacién (17,52), donde 4;, A, y B, son constantes y £, es el mé-
dulo de la intensidad del campo homogéneo (en el infinito).

Dado que ¢, y @, satisfacen la ecuacién (17.52), son el potencial si satisfa-
cen todas las exigencias del problema. El potencial ¢, pertenece a la zona inte-
rior de la esfera y g,, & la exterior. De (17.53a) se ve que ¢, — oo parar — 0.
Por eso es necesario considerar que 4, = 0. La condicién de continuidad de ¢
en la superficie de separacidn tiene el aspecto

ARcos® = — EyR cos 8 + B,Rcos 8, (17.53b)
ds donde
A, = B,R- — E,, (17.54)

La componente tangencial del vector E en la superficie de la esfera es igual
i
E=F=—[2 3] .. (17.55)

.La condicién E,© = E,O se satisface si se cumple la condicién (17.53b),
es-decir, entre 4, y B, existe la relacién (17.54).
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Las componentes normales del vector de intensidad son:
Ein =E,, = — (0q,/0r) y=p = — A, cos 8,

Eyn = Eyp = — (09y/0r);mp = Eocos 8 +4- 2B,R-%cos 8.  (17.56) .
Partiendo de la condicién e, E,, = e,E,,, se desprende que
) A, = — (e4/e) (E, + 2B,R7). (17.57)
La solucién del sistema de (17.54) y (17.57) es:
38 . By—gy
A= — 3P By, By= 213 BB, (17.58)
Los potenciales dentro de la esfera y fuera de ella son iguales a:
Pyo= — 51_3:;5’ E,rcos®, (17.59)
3 1
= —{1—5 Bs-) Eorcose. (17.60)

Evidentemente, dentro de la esfera la intensidad del campo es constante y
paralela al eje Z:

S a - Py o 3eq
Ey= %L_ i d(rcos®) ~ ey4-2e, Eo' (17'61) :

Esta es la suma de las intensidades del campo exterior y del campo creado’
por las cargas ligadas que surgen en la superficie de la esfera. Por lo tanto, la,

Fig. 88
Lineas del vector de desplaza miento D para una esfera die-
léctrica en un campo homogéneo exterior

intensidad del campo, formado dentro de la esfera por las cargas ligadas es.
igual a !

_ Eyg = Ey; — Eg = (23 — e)Eo/(ey + 2e4)- (17.62)
Esta es constante y esté dirigida por el eje Z. La distribucién de las cargas en la
superficie de la esfera que conduce a una intensidad constante dentro de la esfe-
ra, se determina por la férmula (16.75). Por eso puede concluirse que la intensi-*
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dad-de (17.62) se crea por las cargas ligadas en la superficie de la esfera, cuya
densidad varfa con el dngulo 6 como en la férmula (16,79), es decir, g~ cos 6.
 'De (17.62) se ve que para g, > e, la intensidad E;; esta orientada en: sen-
tido contrario a E, y, por lo tanto, la intensidad dentro ﬁe la esfera es inferior &
1a del campo homogéneo inicial. Para e; > e, la'intensidad Ey-coincide en
direccion con E, y amplifica ésta dentro de la esfera. La fig. 88 muestra las li-
.delivector I) para los casos g, > e, (@) ¥ &, <C &4 (b).y los signos de las car-
as ligadas que en este caso se forman en 1a superficie de Ia esfera. Sefialemos que:
:la fig. 88 se muestran las lineas del vector D y no de E, ya‘que precisamente
el vector D es continuo al no haber cargas libres. Al trazar las'lineas dél vector
E, .69 necesario cambiar su densidad en la superficie de la esfera donde existen .
cargas ligadas. '

Las . polarizadas (o ligadas) surgen donde cambia la polarizacién.
Habiendo campo_ eléctrico exterior, los cu materiales so convierten ellos mismos
tes del campo eléctrico, come consecuencia de lo cual, el campo que se observa, varia.
0 éste caso los éampos eléetricos se comportan con respecto a sus fuentes como si todo ocurriese
en el vacfo ¥ no hublese cuerpos materiales algu_nos.
Se llama polarizacién al p de for én de tos dipol en los vola
maerosebpleos dieléetrico. .
La componente normal de la intensidad del campo eléctrico sufre una discontinuidad

en la superficie de separncién de diversos dieléctricos y por eso las lineas de fuerza se refractan.

Ejemplo 17.4. Hallar las cargas ligadas, la polarizacién y la intensided del campo, indu-
cido por la carga puntual g colocada en el centro de dos esferas concéntricas con radlos o, y ay.
Lo capa esférica estd lena de una substancia, cuya constante dieldcirica es & éﬁ%. 89).

. El campo es esféricamente simétrico. Eligiendo comn § la superficie de la esfera con
gadio r y centro en el punto en que esté la carga g, determinamos, por la férmula de Gauss

A D-d8 = DAnar® = g, el desplazamiento eléetrico

3
i
Dy = s
que es constante en todo el espacio. La intensidad del campo eléctrico
D1 q
E,= % dmeg =3 para r<<a,,
Dy 1 ¢
Er= =T 8 P a<r<a,
E,=Pr LINE para a; <<r
T ey 4ne, r* -

avfre una discontinuidad en la superficie de la capa
esférica para r = a, ¥ r = a,.
La polarizacikn se da mediante las expresiones

0 para r<Za;

Al Fig. 89
Pi=D,—e,E, = le—tdg para gy <<r<Ca, (17.64) Carga puntual, rodeada por una
4ners capa dieléetrica, concéntrica con
0 para ag<<r ella
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y, por lo tanto, la densidad superficial de las cargas ligadas es
Oyga = — P lr = a)) = —(& — g,) g/(dnea}), (17.65)
Olg.a = P, (r = a3) = (8 — g} ¢/(4nea]).
Las cargas ligadas en la superficie de la capa esférica se calculan por las férmulas:
Quga = 4nalong., = —(e — &) /s,
g3 = 4najopg., = (e — 2o} g/e.

Son ii\.lalen por el valor absoluto y contrarias aedgim el signo.
a densidad volumétrica de las cargas ligadas es por todas las partes nula, ya que

= AP il >
plig=—divP= = %r (P, )=0. (17.66)

El campo dentro de la capa esférica se crea por la carga puntual ¢ y la carga ligada
glig., que se encuentra en la superficie interior de la cal'pa. La carga ligada situada en la
superficie exterior de la capa esférica no forma campo eléctrico en el volumen que limita.
Por esta razém, la intensidad del campo de una carga puntual g dentro de la capa esférica
disminuye en el valor de la intensidad, creada por la carga ligada qug., = —(& — #,) ¢/=.
P!ﬂr?i‘x — 0 deducimos que la carga puntual g en el dieléctrico actiia como una carga puntual
efectiva ; :

get = ¢ + quga = eo9/e. (17.67)

Esto conduce al debilitamiento de la intensidad del campo eléctrico en el dieléctrico.

§ 18. Energia del campo electrostatico

Se examinan la energfa de interaccién y energia propia de las cargas Y
su relacién con la densidad de energia del campo eléctrico. Se deducen las
férmulas para la energia de los conductores cargados y la energia de
un cuerpo dieléctrico en un campo exterior.

Energia de interacciém de las cargas discretas. Supongamos que haya esferas
cargadas de didmetro muy pequefio, que es inferior a la distancia entre los cen-
tros de lasesferas. La distribucién de la carga en las esferas es esféricamente si-
métrica. El sentido fisico de la férmula (14.32) permite deducir que la magni~:
tud

.
W 90 (18.1)

es igual al trabajo que se efectiia al alejar las cargas ¢, y @, desde la distancia
r entre ¢ellas hasta ¢l infinito. Este trabajo es positivo cuando las cargas son
del mismo signo y entre ellas act@an fuerzas de repulsién. Entre las cargas de
signos contrarios actian fuerzas de atraccién y el trabajo és negativo. En el l-
timo caso el trabajo tiene gue ejercerse a cuenta de las fuentes exteriores de ener-
gia. Por-eso, conforme-a-la: definicién genoral, (18.1) es la energia de interaccién
entre las esferascargadas. Dado que ambas cargas participan en la férmula (18.1)
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os mAs conveniente escribirla como

W= (o L0+ 2 Q) =5 (0iQ+9i0),  (18.2)

@} es el potencial, creado por la segunda carga en el centro de la primera
%;-el-potencial; que forma la primera carga en el centro de la segunda

by
La férmula (18.2) se generaliza ficilmente para el caso de varias esferas.car- |
gadas con cargas Q,;: "

o | i 1 -
Wt Dok 2243 i .

Esta féormula nos ofrece la energia de interaccion del sistema de cargas.

Energia de interaccién durante la distribucién continua de las cargas.
Sea que en el elemento de volumen dV se encuentre una carga d@ = pdV. Para
definir la energia de interaccion de los elementos de la carga dQ puede aplicar-
8¢ la férmula (18.3), pasando en ella de la suma a la integral:

1

donde ¢ es el potencial en el punto del elemento de volumen dV.

Energia propia. A primera vista la férmula (18.4) parece ser anéloga
a:(18.3). En cambio, entre sllas existe una diferencia de principio. La férmula
(18.3) tiene en cuenta sélo la energia de interaccién entre las esferas cargadas sin
considerar la energia de interaccién de los elementos de la carga de cada esfera entre
sf. Mientras que la férmula (18.4) toma en consideracién tanto la energia de in-
teraccion entre las esferas, como también la energia de interaccién de los ele-
‘mentos de carga de cada esfera entre si, denominada energfa propia de la esfera
cargada. Al calcular la energfa de interaccién de las esferas cargadas, (18.4)
se reduce a las integrales respecto a los volumenes V; de las esferas:

1 1
=7é tppdV=zT5 @pdv. (18.5)
¥ !

En cualquier punto del volumen de la i-ésima esfera ¢; se compone de dos
partes: g'{, creado por las cargas de las otras esferas y ¢f™}, formado por las cargas
de la i-ésima esfera:

e = @+ of". (18.6)

Entonces [véase (18.5)}

w=3 -;-5 o dV+ 3 5 | emeav. (18.7)
i i i v,



158 Capltule 2. Campo eléctrlco continuo

Puesto que las cargas en las esferas se distribuyen de manera esféricamente

simétrica,
J @0 dV =qiQ,, (18.8)

donde ¢} es el potencial en el centro de la esfera y Q= jp dV, la carga total de
la esfera. :

La demostracién de (18.8) en principio es semejante a la de Ia equivalencia
del campo eléctrico, engendrado por la distribucién esféricamente simétrica de
la carga en la esfera y por la correspondiente carga puntual, situada en el cen-
tro de la esfera (parala zona fuera de la esfera). Ahora (18.7) puede escribirse

como
{ " ’
W=z ¢,Q,+% b i epdv=w'+ 3 Wi, (18.9)
i i 7 i
donde Wi se da por la férmula (18.3).

Las energfas propias W™ de las esferas dependen de las leyes de distribu-
cién de la carga en las esferas y los valores de las cargas. Por ejemplo, sea que
por la superficie de la esfera esté distribuida uniformemente una carga Q.
En este caso el potencial se determina por la férmula (16.28) y, por lo tanto,

. _1__ 0%
W”’—WR. (18.10)

Para R -+ 0 la magnitud WP — co. Eso significa que la energia propia
de la carga puntual es infinita. Ello conduce a serias dificultades al utilizar
el concepto de cargas puntuales.

Asf pues, la férmula (18.3) puede emplearse para analizar la interaccién de las
cargas puniuales, ya que ella no contiene sus energias propias infinitas. La férmu-
la (18.4) para la distribucién continua de la carga tiene en cuenta toda la ener~
gia de interaccién, mientras que la (18.3) sélo parte de ella. Por esta razdn,
(18.4) es una formula més completa y con mayor contenido que la (18.3).

Densidad’de la-‘energia del campo, Haciendo uso de la ecuacién

po e div D = p, (18.11)
‘escribemos (18.4) en la forma
: W=—;-£ pdivDav. (18.12)

‘Tomando en consideracién la férmula del anélisis vectorial
- @ div D = — D grad ¢ + div (D), (18.13)
Tepresentemos: (18.12) como la suma de dos integrales:
Wi J 'E»de+%j div(gD)dv, - (18:44)
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donde E = — grad ¢.La segunda integral en (18.14), segiin el teorema de
Gauss—Ostrogradski, es igual a

5 div (¢D) aV = | oD.ds, (18.15)
8

-donde S es una superficie cerrada que abarca el volumen V. Se supone:que to-
das las cargas estdn en una zona finita de] espacio.: A distancias r lejanag.de las ™
cargas 9.~ 1/r, D~ 1/r2, o sea, oD ~ 1/r*. Elérea § de lasuperficie crece direc- .
tamente ‘proporcional & 7. Por lo tanto, la integral (18:45) tiene el -orden:de

@8D ~ 1/ry al aléjar la superficie de integracién. al infinito, tiende a cero:-Por. -
@80 para todo el espacio la férmula (18.14) adquiere la forma

w=1 [EDav. | (18.16)

Las energias W, calculadas por las férmulas (18.46) y (18.4) son iguales,
pero el contenido fisico de estas férmulas es totalmente diferente. Imaginémo-
nos que las cargas estén en unas capas superficiales finas de las esferas. En este
¢aso la integral (18.4) se reduce a 1a suma de las integrales por las capas superfi-
ciales de las esferas, mientras que en el espacio entre lascargas es nula. La inte-
gral en (18.46) sé reduce a la integral respecto al espacio entre las esferas donde
hay un campo E, Por consiguiente, en 8318.4) como portador de la energia sirven
las cargas, y la energia se presenta localizada en las cargas. En (18.16) el campo
eléctrico se considera portador de la energia y la energia se imagina localizada
én todo el espacio donde existe campo eléctrico. La densidad de la energia eléc-
trica [véase (18.16)] es igual a

| w=1/2E-D, | (18.17)

De esta manera, la densidad de la energia en (18.17) es positiva, ya que
E:D = eE* > 0. Por lo tanto, la energia total en (18.16) y (18.4) es también
positiva. En cambio, la energia de interaccién en (18.3) entre las cargas discre-
tas'puede ser tanto positiva, como negativa. La causa de esto se desprende de la
igualdad (18.9), la que es 1itil representar como

W =W — 3 W, (18.18)
1

Asi pues, la energia de ineraccidn entre las cargas discretas es positiva cuando
su ¢nergia propia (que siempre es positiva) es inferior a la energia total del campo, y
négativa, cuando su energia propia es mayor que la energia total del campo.

Supongamos que todas las cargas estén fijas en sus lugares, a excepcién de
una’de-ellas. Entonces la energfa de interaccién de la carga separada con las
‘otras se denomina energia potencial. Basandose en lo dicho, ésta es simplemente
una’ parte de la energia del campo eléctrico. La variaci6n de la energia potencial
esté relacionada con el cambio de la energia del campo. El principio de conserva-
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cidn de la energia para una particula en un campo de potencial que afirma la cons-
tancia de la suma de su energla cinética y potencial significa que la disminucidn de,
la energia cinética de la particula va acompaiiada del qumento correspondiente de
la energia del campo, y viceversa.

La expresién (18.17) estd enunciada en forma local y determina la densi-
dad de la energia como funcién de la intensidad del campo eléctrico y las propie-;
dades del medio en el punto dado, consideradas por el desplazamiento D. Estd:
claro que la validez de esta férmula no puede depender del modo que se credel
campo elécirico en el punto dado. Por eso la expresién (18.17) es justa no sélo para
los campos continuos, sino que también para los variables. Con otras palabras, esta
férmula expresa la densidad de la energia del campo eléctrico y no sélo del elec-
trostético. . .

Energfa del campo de las cargas superficiales. Dado que la férmula (18.17)
no depende de qué cargas son las fuentes del campo, ella es vilida también ha-
biendo cargas superficiales. La férmula (18.16) da también la energia total del
campo independientemente de cuéles son las cargas que engendran el campo. Por
lo tanto, la férmula (18.16) tiene en cuenta correctamente no sélo las cargas vo-
lumétricas, sino que las superficiales.

En presencia de cargas superficiales la formula (18.4) varia en cierto grado,
Sin embargo, este cambio es evidente. El integrando en (18.4) es’ignal a gp dV=
== @ dg y tiene el sentido de energia potencial que posee un elemento de carga
dg, encontrindose en el punto con potencial ¢. Esta energia potencial no
depende del hecho de si es dg un elemento de la carga volumétrica o superficial:,
Por esta razén, la expresién (18.4) es aplicable también para las cargas superfi=
ciales, pero entonces dg = o dS y es necesario integrar respecto a todas las su=
perficies S en las que haya cargas.  Por consiguiente, teniendo en cuenta las
cargas superficiales, la férmula (18.4) adquiere el aspecto

=%£(ppdV—|v—-!2— i qo dS. (18.19)

Todo lo dicho sobre la energia de interaccién y la energia propia es vilidg:
también para las cargas superficiales. Sélo es necesario tomar en consideracién:
su aportacién tanto en la energia total, como en la propia. Esta circunstancia
va fue utilizada al deducir la energia propia [véase (18.10)].

- .. /Eneérgia de los conductores con carga. Puesto 'que en los conductores existen
sblo cargas superficiales y el potencial en los distintos puntos del condugtor:
tiene un mismo valor constante, la férmula (18.18) toma el aspecto

3 . 1 2 2
Wiy jewdSms 3 | eaidsi=g Jo f adSi=5 3 00 U820
3 F i 8 < i i

Poniendo en esta férmula la ex__presi'én (16.42), obtenemos la relacidii
W= :E_'au(’ao,«- (18:200)
o7 -
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Transformemos (18.20a) con ayuda de (16.45) a la forma

=53 Cmies (18.20c)
i, d
De (18.20a) tenemos d
W=3Q@—e)=5%, (18.194)

donde C == Q/(g, — 9,) es la capacidad del condensador y @, la carga en una
de sus armaduras. ) : i

Energfa del dipolo en un campo exterior. Esta energia es igual a la suma
de:energias de las cargas del dipolo (véase la fig. 77):

W=glp@r+1) —q¢(() ' (18.21)
Desarrollemos ¢ (r +- 1) en serie respecto al:
. @ a &
Gr+D=oM+lgr+l g +h o+, .=

=@(r)—(E;+LE,+ LE,)=9(r)—1.E, (18.12)

donde debido a la extremada pequefiez de I se conservan sélo los términos del
primer orden respecto a I. La férmula (18.21) adquiere la forma

W= —p.E. (18.23)

Energfa de un cuerpo dieléctrico en un campo exterior. El moment dipela
dél elemento de volumen dV del cuerpo es igual a dr = P dV, La energia de este
elemento en un campo exterior con intensidad E es [véase (18.23)] dW =
E P-EdV. Parece como si la energia del cuerpo dieléctrico fuese igual a la
integral de dW respecto al volumen del cuerpo. Pero eso es erréneo. Es que cada
elemento polarizado del volumen dV del cuerpo dieléctrico se convierte en fuen-
t6; del campo eléctrico, merced a lo cual participa dos veces en el célculo de
la;enérgia: una vez como el momento dipolar que se encuentra en el campo ex-
terior, y otra vez, como fuente del campo en el que se hallan los demas momen-
tos. dipolares.

Por esta razén, para definir su energia es cémodo partir de la energia total
delicampo. Ademds, supongamos que el dieléctrico es homogéneo y ocupa todo
ol"espacio, lo que simplifica considerablemente los célculos matematicos.

Sea que el campo electrostitico se cree mediante cierta distribucién de las
cargas en el espacio libre. Como siempre, las cargas se consideran situadas en
ung:zona finita del espacio. Designemos por E, y Dy= 2,E, los vectores del cam-
Po, originado por la distribucién de la carga en el espacio libre. La energia
‘total del campo [véase (18.16)] es

Wo=- {E,-D,av, (18.24)

ALL01444
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dondq la integral se extiende a todo el espacio. Ahora supongamos que todo el
espacio se llena de un medio dieléctrico, permaneciendo constantes las cargas
como fuentes de campo. El campo en todo el espacio varia. Designemos por e,
E, D = ¢E la constante dieléctrica y los vectores del campo en el medio, res-
pactliva.mente. La energia total después de llenar el espacio con dieléctrico, es
igual a

1
W=TJ. E.DdV. (18.25)

. Por lo tanto, la energfa del dieléctrico, colocado en un campo exterior con
intensidad Eg, es

Wa=W—W,=+ S (E-D+E,-D,) dV. (18.26)

) Al llenar todo el espacio con dieléctrico homogéneo con permitividad e,
la intensidad en todos los puntos del campo disminuye en efe, veces. Por lo

tanto
E = gEe. " (18.27)
Por eso, el integrando en (18.26) puede transformarse como
E.D—E,-D,=eft—p,El= —(e— &) = By = —PE,, (18.28)

donde
(e—2) 22 E,=(e—e)) E=P. (18.29)
Entonces [véase (18.26)]
Wo=—7 | P-Ecav. (18.30)

Puede mostrarse que la férmula (18.30) es vélida también para la energia
del dieléctrico de dimensiones finitas en un campo exterior E,. _

"De (18.20) puede obtenerse la energia del cuerpo dieléctrico con permitivi-
dad e; que se encuentra en un medio con la constante dieléctrica e,. Escribamos
a férmula (18.30) para la energia del cuerpo dieléctrico con la constante dieléc:
trica g1 - ! .

Way=—g | (e:—20 By Eyav, (48.31)

doﬁd_e E,esla iﬁtensidad del campo en-el cuerpo. Para simplificar los cdlculos
congideramos, como siempre, que. el dieléctrico llena todo el espacio. La:ener-
gia del. dieléctrico con la permitividad e, es semejante a la expresién (18:31):0:
igual a 0

Waa=—7 | (ea—2) Es-E,av. (18.32y

De aqui se desprende que la diferencia de las energias del dieléctrico conh
constante dieléctrica e; y del' dieléctrico con la constante dieléctrica e
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és’igual a

'B’ﬁzi'=‘was—wd| = "——;' S [(ez—20) E;-Eg—(2,—eo) E;-Ej] dV. (18.32a)
Transformando el ixltegrando con auxilio de las férmulas

. E, = eEs/es, E, = g,Ej/e,, (18.33)
hallamos :

(es=0) Ex Eo—(es—e0) Eg- By = [ 3% (ea—po) — 2 (es—e0) | B3 =

a3 < L
=(es—e) po Ei=(a—e) Ey-Ep. - (18.34)
Entonces (18.32) toma la forma

W= —+ | (ea—e) By av, (18.35)

donde W, 4, es la energia del dieléctrico con la constante dieléctrica e,, coloca-
do en un medio, cuya constante dieléctrica es e, ¥ en el que el campo E; se ori-
gina por las cargas libres fijas en el medio. Puede mostrarse que esa férmula es
vélida también para un dieléctrico finito si en (18.35) se toma la integracién
por el volumen del dieléctrico. En este casc: E, es la intensidad del campo que
existirfa en el volumen del.dieléctrico si su constante dieléctrica fuese igual a
g, del medio ambiente; E,, la intensidad del campo en el volumen del dieléctri-
co después de introducirlo en el campo, siendo las cargas que crean el campo
fijas. La férmula (18.35) resulta importante para comprender las fuerzas que
actian sobre los dieléctricos.

. De la férmula (18.35) se desprende una confirmacién muy importante:
¢l aumento de la constante dielécirica del medio conduce a la disminucién de la
:energia total del campo. La demostracién se lleva a cabo de la siguiente manera.
:3ea la intensidad del campo inicial E; = E y la constante dieléctrica del medio
‘e;: Al aumentar la constante dieléctrica del medio en 8e = £, — ¢, la intensi-
_;ii'sd es E, = E + §E y, por lo tanto, la variacién de la energia se da mediante

a férmula

oW = — 5 8eE2dV (18.36)

(el término 8¢b E-E del orden superior de infinitud se omite). La f6rmula (18.36)
demuestra la afirmacion enunciada.

; La energia propia de la carga es )a energia de interaccién de distintos elementos de la
carga entre si. La energia propla de la carga t}:mnh.ml es infinita.
“La energia de interaccién de las cargas discretes es la energia total del campo, descon-
tando la energia propia de las cargas. Esta ¢s positiva cuando su energfa dpmpl.a (que siempre
'positiva) es'inferior a la mn?motal del campo, y es negativa, cuando supera a la total.
El principio de conservacion de la energia para la particula en un campo potencial que
onfirma la constancia de la suma de sus energins cinética y potencial, significa que la dismi-
nucién de la enerFIa cinética de la particula va acompaiiada por el co ndiente erecimiento
de’la energfa del eampo y viceversa., El aumento de la constante dieléctrica del medio
conduce a la disminucién de la energia total del campo.

REY
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{Qué es lo ?ue determina la diferencia de los facto-
res en las formulas para la emergia del dipolo [véase
(18.23)] vy la energia del cuerpo dieléctrico {véase (18.30)]?

Ejemplo 18.1. Hallar la energla, acumulada en un
condensador cilindrico de dos capas en la longitud !. los
datos sobre el condensador se citan en la fig. 90,

Considerando que en la armadura interior del con-
densador en la longitud i se encuentra una carga Q, y apli-
cando el teorema de Gauss a la superficie cilindrica de
radio r, coaxial con el eje del condensador, kallamos para
la componente radial de la intensidad del campo la
expresion

i ¢
‘WB:.T para ry <<r<ag,
Fig. 90 By L @
Condensador esférico o cilindri- 2nle, r PO i
co de dos capas 0 pata rg << r< oo,

La energia del campo se encuentra por la férmula

que en este caso adquiere la forma

W=t 5 at nS (%)‘ -:l_% Z’.nrdr-i-%—j a 3.(%)2L% 2nr dr=

gy
ry a A
(o] 1 a 1 ry
=TT (T;Th‘ dgin i),

§ 19. Fuerzas en el campo eléctrico

Se examinan las fuerzas que actiian en el campo eléctrico sobre las car-
gas, conductores y dieléctricos, Se analiza la aparicion de las fuerzas
superficiales y volumétricas.

Naturaleza de_las fuerzas, Todas las fue
, ‘fuerzas ‘que

tico son,

(19.1)

Fuerza ‘gue’ actia-sobre una : mente distribuida. Esta es igual a

{19.2)
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Por lo tanto, la densidad volumétrica de las
fuerzas es

l=-§-FV=pE=—p grad F. (19.3)

Fuerza que actiia sobre el dipolo. Esta fuerza
es igual a la suma delas fuerzas aplicadas a las
cargas del dipolo (fig. 91):
F=Fu-+Fo=¢qEF+1D)—E®. 194

Aquf E (r 4+ 1) puede representarse como
una serie respecto a L, I, I, y limitarse con los 0

términos lineales:
E
E(r+l)=E ()41, 2 a:'] +1, =+ Fuerza y momento de fuerzas
v que actian socbre el dipolo

+L, Z0 4 =E@+QVEQ@),  (19.5)

E(r) Fig. 9

donde (I-9) =1l.Z + ’a% + 1% Teniendo en cuenta (19.5), la férmula (19.4)
adquiere el aspecto

F=(p-V)E. (196

En un campo homogéneo, la fuerza que actiia sobre el dipolo es igual a ce-
ro, ya que a las cargas del dipolo se les aplican fuerzas, de igual médulo, pero
de direccién contraria.

Momeato de fuerzas que actiia sobre el dipolo. Las fuerzas, aplicadas a las
cargas del dipolo (véase la fig. 91) forman un par de fuerzas, cuyo momento es

,Mspr.! (19.7)

Fuerzas volumétricas que actlian sobre el dieléetrico. La fuerza que se
aplica al elemento del volumen dV del dieléctrico es igual a la suma de las fuer-
zas que actlian sobre los dipolos elementales dentro de este volumen. Por eso
la férmula (19.6) toma la forma

AP =2 Fi=2 (p:V) En, (19.8)

donde AV significa que la adicién se lleva a cabo por todos los dipolos elementa-
les en el volumen AV. En el cuadro macrosedpico la intensidad E se considera
una magnitud que varia lentamente. Por esta razén, en la suma de (19.8) E,
pueds sustituirse por la intensidad E, igual para todos los términos de la suma.
Entonces la adicién en (19.8) se reduce al cilculo de

2 pi=PAV. (19.9)
AV
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Por eso para la densidad volumétrica de la fuerza que actia en el dieléctri-
co de (19.8) obtenemos

daF
I=5=(P-V)E. (19.10)
Tomemos en consideracién que P = xeE = (2 — &,) E, y utilicemos 12
identidad, conocida del analisis vectorial,
(E-V)E = 1/2 grad E*? — E X rot E, (19.11)

en la cual rot E = 0, ya que el campo electrostatico es potencial. Entonces [vé-
ase (19.10)]

f= 25" grad £%. (19.12)

Esta férmula es vilida tanto para los dieléctricos absolutamente rigidos, como
para los comprimidos a condicién de que su polarizacién depende linealmente de la
densidad de la masa o0, con oiras palabras, a condicidn de que los momentos dipola-
res de las moléeulas y dtomos individuales no varfan, al comprimirse y dilatarse
el elemento del volumen, mientras que los momentos dipelares, determinados por
el desplazamiento de los iones, o estdn ausentes, o su aportacion en la polarizacién
puede considerarse insignificante. Estas condiciones se realizan en los gases y,
en la mayoria de los casos, en los liquidos.

Esta férmula es muy evidente, ya que muestra que sobre los voliimenes ele-
mentales del dieléctrico actiian fuerzas que tienden a desplazar estos volimenes
en direccién de la velocidad mixima del aumento del médulo de intensidad del
campo eléctrico. A veces eso se expresa en forma de una confirmacién de que el
elemento de volumen del dieléctrico se arrastra en direccién del aumento del
médulo de intensidad.

La férmula para la densidad volumétrica de las fuerzas, vilida para los
dieléctricos isétropos comprimidos, tieme el aspecto [véase (19.41)]

= —»—;-Ez grad 8+-;' gl'&d_ [Pm ('a'z‘_';‘)TEz] ' {19'13)

donde p, s la densidad de la masa del dieléctrico. Esta férmula es vélida cuan-
do“e 5= const. Si P es funcién lineal de py, &'= D/E = &4, PIE, P~ ppy
de donde p,, (78/dp,) = & — e, v la formula (19,13) pasa a (19.12). Si dentro
del' dieléctrico hay cargas libres 'y presién hidrostitica, en (19.13) se afiade la
densidad volumétrica pE de lag fuerzas que actan sobre las cargas libres, y 12
presién hidrostéitica.

“"“Apliquemos estas férmulas para determinar las fuerzas que actian sobrg:
una esfera dieléctrica en'un campo homogéneo (véase la fig. 88). Para poder u
lizar la formula (19.12) es necesario considerar que el paso de la zona exteriol
con la constante dieléctrica e, a‘la interior con’la constante dieléctrica &; se:
efectia en la superficie de la esfera no a salto, sino continuamente en una capa.
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esférica fina. En esta capa la intensidad E varia continuamente desde su valor
.fuera de'la esfera hasta el valor dentro de‘la esfera. En cada uno de‘los puntos
'?199:-111 capa esférica, para calcular la fuerza puede hacerse uso de la férmula

9.12). ;

* _Para g, > e, la intensidad del campa dentro de la esfera es inferior a la de
fuera de la esfera. Por eso la fuerza en cada punto-de-la capa estd dirigida hacia
la parte exterior de la esfera. Como consecuencia de la simetria, las 'resultantes’
de estas fuerzas por diferentes partes de la esfera tienden a estirar la esfera por
1a linea de la intensidad del campo exterior (véase la fig. 88, a), no obstante, la
resultante de todas las fuerzas es nula y la esfera-como todo entero permanece:
en reposo. Para e, << e, las fuerzas en la capa esférica transitoria estan orienta-
das hacia dentro de la esfera y sus resultantes por las diferentes partes de la es-
fera tienden a aplastarla por la linea de la intensidad del campo exterior. La
resultante que actlia sobre la esfera en total es, lo mismo que antes, nula (fig.

En cambio, si el campo exterior es heterogémeo, la resultante que actia
sobre la esfera en total no es igual a cero. Es facil ver que para g, = &, ella estd
dirigida hacia el aumento de la intensidad del campo en el medio. Ello explica
el hecho de que los objetos dieléctricos ligeros se atraen a los cuerpos electriza-
dos, ya que para el aire e, = e, y la condicién e, > &, siempre se observa. Pero
si g, << £y, la resultante esta dirigida en sentido contrario, es decir, hacia la
disminucién de la intensidad del campo en el medio. Por eso en un medio que
posee una constante dieléctrica suficientemente grande los objetos dieléctricos
con menor constante dieléctrica se repelen de los cuerpos electrizados.

Al investigar el comportamiento de la intensidad del campo eléctrico en la

superficie de separacidn de dos dieléctricos (véanse las figs. 84 y 85) se noté que
E? siempre aumenta hacia el dieléctrico con menor constante dieléctrica. Por esta
razén, con ayuda de razonamientos, andlogos a los utilizados para la esfera die-
léctrica, de la férmula (19.12) Hegamos a la conclusién de que en la superficie
de séparacién sin carga de dos dieléctricos la fuerza esta siempre orientada ha-
¢ia el dieléctrico con menor constante dieléctrica. Lo dicho explica muchos fend-
menos. Por ejemplo, los cuerpos dieléctricos, pedacitos de papel, etc. se atraen
a la carga. Claro estd que en cualesquiera partes de la superficie del cuerpo, del
pedazo de papel, etc. lasfuerzas estan dirigidas hacia la parte exterior, no obs-
tante, estas fuerzas son mayores en las partes de la superficie que se encuentran
mas cerca de la carga. Como resultado, surge una fuerza sumaria de atraccion
(tig. 92).
- Semejante comportamiento de los dieléctricos puede comprenderse, par-
tiendo de la expresion (18.35) para la energia del dieléctrico con la constante
dieléctrica e, que se encuentra en un medio, cuya constante dieléctrica es e,.
Es obvio que para e, >> ¢, esta energia es negativa. Ella disminuye a causa del
‘aumento de g; y E, y la disminucién de e,. Puesto que el sistema tiende al mi-
nimo de energia, para e, > e, el cuerpo se arrastrard a las zonas de mayor in-
tensidad del campo o menor constante dieléctrica e,. Pero si ey < e,, el dielée-
trico con g, se expulsard de la zona con mayor intensidad a la que posee menor
intensidad.
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Supongamos que el cuerpo dieléctrico en forma de un elipsoide alargado se
coloca en el campo mostrado en la fig. 93. Ya que en todos los puntos de la su-
perficie del elipsoide las fuerzas que actian hacia la parte exterior, son mayores
alli donde es mayor el gradiente del cuadrado de la intensidad, surge un momen-
to de fuerzas que tiende a poner el elipsoide con su eje mayor a lo largo de las
lineas de fuerza. Eso queda sobre todo claro si se recuerda que todas las partes
del dieléctrico se arrastran a la zona de mayor intensidad.

Fig. 92 Fig. 93 y
Mecanismo de aparicién de la Cuerpo dieléctrico en forma de
fuerza de atraccion por parte de un elipsoide alargado, cuyo
la carga sobre los cuerpos die- eje mayor se encuentra a lo
léctricos meutros largo del campo

Si la constante dieléctrica del cuerpo es inferior a la del medio, las fuerzas
en la capa superficial del cuerpo se dirigen hacia la parte exterior. Por eso la
direccién de 1a resultante varia. Los cuerpos dieléctrices, los pedacitos de papel,
etc. en vez de atraerse hacia el cuerpo electrizado, se repelen. La fig. 94 mues-
tra el cuadro de las fuerzas para el caso mencionado. El elipsoide dieléctrico
alargado en un medio, cuya constante dieléctrica supera la del elipsoide, se si-
tda con su eje mayor no en direccién de las lineas de fuerza, sino que perpendicu-
larmente a su orientacién (fig. 95). Entonces, las partes del dieléctrico se expul-
san de la zona con mayor intensidad a las zonas con menor intensidad.

Fuerzas que actian sobre un conductor. Sobre la carga dg = adS que se
encuentra en el elemento superficial dS del conductor actda sélo la mitad de la
intensidad del campo que existe en la superficie del conductor, ya que la otra mi-
tad se'crea por la propia carga del elemento superficial, por lo que no puede in-
fluenciar sobre 6l (véase el § 16, fig. 39). Como consecuencia, la densidad super-
ficial de la fuerza es

dF F o? ' ;
TSN | (19.14)

donde n es el versor de la normal exterior a la superficie del conductor y &,-la
constante dieléctrica del medio, con el que limita el conductor {véase (17.28)]:
Asf pues, sobre la superficie del conductor la fuerza siempre actiia en direccibn de
la normal exterior y como si tendiera a aumentar su-volumen. 4
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" La resultante que actda sobre el conductor en total [véase (18.24)], es igual

1 gt " A at
F—‘rgT“dS—?;TdS' (19.15)
donde S es la superficie del conductor. - .

La'expresién (19.15) permite calcular inmediatamente la fuerza, correspon-
diente a la seccién de 4rea S de la armadura de un condensador plano lleno de
dieléctrico:
£ 3 { of -
F=TTS‘ (19.16)
ya que en este caso el campo es homogéneo, es decir, 0 y e en el integrando
{19.15) son constantes. Dicha fuerza estd dirigida hacia el condensador.

Fig. 94 Fig. 95
Mecanismo de aparicién de la Elipsoide alargado en un medio,
fuerza de repulsion por parte de cuya constante dieléctrica es

la carga sobre un cuerpo dielée-
trico neutro, colocado en un me-
dio dieléctrico, cuya constante

mayor que la de él. Se sitda
con su eje mayor transversal-
mente al campo

dieléctrica supera la del cuerpo

Fuerzas superficiales que actian sobre un dieléctrico. Las fuerzas volu-
métricas de origen electrostatico en estado de equilibrio no ponen en movimien-
to los elementos correspondientes del volumen. Ellas provocan la deformacién
del medio, como consecuencia de la cual surgen fuerzas volumétricas de elasticidad
que equilibran totalmente las fuerzas electrostdticas volumétricas. Semejante equi-
librio aparece en el volumen de un 1iquido que se encuentra en el campo de gra-
vedad. Sobre cada elemento del volumen actia la fuerza de gravedad del ligui-
do que se encuentra en el elemento de volumen, pero ella se equilibra por la
fuerza que surge debido a la presion de las secciones vecinas del liquido sobre la
superficie del elemento de volumen. Las fuerzas eléctricas volumétricas ponen
en.movimiento los volimenes elementales sélo en el caso de variaciones sufi-
¢ientemente ripidas de los campos cuando las fuerzas eldsticas no compensan
las fuerzas eléctricas en cada momento de tiempo. La resultante de todas las
‘filerzas volumétricas estd aplicada. al dieléctrico en total y puede provecar su
moyimiento séle si no se equilibra por cualquier otra fuerza.

) A la par con las fuerzas volumétricas, los dieléctricos poseen también
fuerzas superficiales que surgen en la capa superficial del dieléctrico. Actian jun-
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to con las fuerzas volumétricas. Durante su deduccién partiremos del primer
principio de la termodinamica.

En los procesos isotérmicos en calidad de potencial termedindmico sirve
la energia libre F, relacionada con el trabajo mediante la expresién

d4 = — dF. (19.17)

Puesto que las relaciones termodindmicas, al no haber campo eléctrico,
fueron estudiadas en la fisica molecular, nos limitaremos sélo a tener en cuenta
las magnitudes que dependen del campo eléctrico. Por esta razén, en (19.17)
se examinan sélo el trabajo y el cambio de la energia libre, determinados por el
campo eléctrico. El trabajo y el cambio de la energia libre, determinados por

Fig. 96 Fig. 97
Aparicion de las tensiones de Aparicién de las presiones de
Maxwell Maxwell

las deformaciones y las fuerzas de elasticidad, no los tomaremos en considera-
¢ibn, o sea, consideraremos que el dieléctrico no puede deformarse. Ademds, nos
limitaremos a estudiar los dieléctricos isétropos.

La parte de 1a energia interna que no estd enlazada en el sistema y es acce-
sible para obtener trabajo, es la energfa libre. Su valor depende de las condicio-
nes de existéncia del proceso.

Examinemos una superficie de separacién plana entre los dieléctricos con
constantes dieléctricas e, y e,. A titulo de modelo concreto de un sistema fisico
puede cogerse un condensador plano, cuyo espacio entre las armaduras esta lle-
no con dieléctrico liquido con superficie de separacion plana. Esta dltima pue:

.de pasar bien paralelamente & las armaduras, o bien perpendicularmente a ella
- Con ayuda deéste modelo pueden obtenerse las expresiones para la densidad
- perficial de las fuerzas que actian en la superficie de separacidn de los dieléct
cos.. Ya que lagrelaciones que se obtéendrén tienen cardcter local, no dependei
la'forma concreta del modelo no local, en los-mérgenes del cual se han obte
do;-es decir, su cardcter es general. )
- Estudiemos una superficie de separacién plana, paralela a las armaduras
" del condensador-(fig.-96). La intensidad E -del campo es perpendicular a la su:
perficie de separacién: En calidad’de normal pésitiva elijamos'la que esté or
tada al'segundo dieléctrico.  Siendo el’desplazamiento de la frontera infinitaien:
te pequeiio, el trabajo se realiza*a cuenta’de la variacién de la energia libre:
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-“Deapués de calcular independientemente el trabajo v la variacién de la energia
libre, hallamos de (19.17) Ta densidad superficial de las fuerzas. Claro esté que
sel* daspla:.amlento dx debe ser considerado como virtual, es decir, que en reali-
“dad ‘no tiene que efectuarse obligatoriamente.

El trabajo para desplszar el elemento superficial AS a dz por la normal es

= ASfqpds, (19.18)

donde fm, os la densidad superficial de la fuerza. :

Al caloular dF tenemos en cuenta que en la superficie de separamén da los-'
dieléctricos Dy = D, o sea, el desplazamiento de la frontera transcurre para -
D = const. Esto corresponde a la condicién de constancia de la carga en las ar-
maduras del condensador ya que D = g. Por lo tanto, es necesario calcular dF
para la carga constante g de las armaduras, es declr, (dF)r 1. Al desplazar la
frontera a dz el volumen AS dz, llenado inicialmente por {a energia eléctrica
de densidad E,D,/2, quedarid lleno de energia con una densidad E;D,/2. No
existen otros factores energéticos gua participen en el proceso de raalizacién del
trabajo. Como consecuencia, la diferencia de energias en el volumen AS dz
después de desplazarse la frontera y antes de su desplazamiento constituye pre-
cisamente la variacion de la energia libre:

(@F)r,g= (5 DinEin—p DanFrn ) AS dz, (19.19)

donEde el indice n significa que se examinan las componentes normales de D
y E.
Teniendo en cuenta (19.18) y (19.19), la relacién (19.17) adquiere la forma

fup = 1/2 EqaDyn — 1/2 EynDy . (19.20)

La densidad superficial de la fuerza esta orientada por la normal a la super-
ficie de separacidn. De (19.20) se ve que la densidad superficial de la fuerza f,,
‘se compone de dos partes:

1) la densidad superficial de la fuerza

fasun = lflgsnD:m {1921)

que surge bajo la influencia del campo eléctrico del segundo medio y estd diri-
gida hacia el segundo medio;
' 2) la densidad superficial de la fuerza

freup = — YaEynDyns {19.22)

que surge bajo la influencia del campo eléctrico del primer medio y estd orien-
tada hacia este medio.

" Asi pues, en el caso dado los campos eléctricos que se encugntran por distintas
partes de la superficie de separacién, como si atrajesen hacia si la superficie de
separacién con densidad superficial de la fuerza, igual a la densidad volumétrica de
laenergia eléctrica, correspondiente a la componente normal de la intensidad del
campo.
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La resultante de dos fuerzas, aplicadas a la superficie de separacién por
distintas partes de la frontera de los campos es una fuerza total que actia sobre.
la superficie de separacién. Ya que D,, = D;, = D, [véase (19.20)] ;

1 nd 4 1
fur=7 D4 (r—5) - (19.23)

Para e, << ¢, la densidad superficial de la fuerza f;,; > 0. Esto significa
que la fuerza actda sobre la superficie de separacién hacia el dieléctrico con me-.
nor constante dieléctrica, es decir, en direccién de la mayor densidad volumsé-
trica de la energia eléctrica. Sefialemos que la densidad volumétrica de la fuerza
[véase (19.12)] estd también orientada hacia el aumento de la demsidad volu-
métrica de la energia eléctrica. g

Ahora examinemos los dieléctricos, cuya superficie de separacién plana es.
perpendicular a las armaduras del condensador plano (fig. 97). En este casc en:
1a superficie de separacién se observa la condicién £y = E,;; = E. ya que la’
intensidad del campo estéd dirigida paralelamente a la frontera. El indice t:
significa las componentes tangenciales de los vectores respecto a la superficie.
de separacién. El desplazamiento de la frontera transcurre para la condicién!

¢ = const, es decir, para una diferencia de potencial constante. Por lo tanto,.
es necesario calcular la variacién de la energia libre (dFy; ;). Para mantener cons-,
tante la diferencia de potencial es indispensable cambiar la densidad de las:
cargas en la parte de las armaduras del condensador que corresponde al despla-
zamiento de la superficie de separacién a dz. Par aeso se gasta una energia de
desplazamiento de la carga, igual a dg (p, — ¢,) = dgE.l, donde E_ y Isonla
intensidad del campo y la distancia entrellas armaduras del condensador, respec-
tivamente. Las densidades superficiales de la carga en la zona de contacto entre’
las armaduras y los dieléctricos primero y segundo, son iguales, respecti
vamente, a 6, = & E, = E; v 0, = &, = £,E,. La profundidad del dieléctrico:
en direccién perpendicular al plano de la fig. 97, es AS/L. Por lo tanto,

dg = (o, — 0,) (AS/]) dz. (19.24)

Para las condiciones dadas s6lo la diferencia entre la energia del campo y lE

energia que se gasta para mantener la constancia de los potenciales, es accesib
para producir trabajo. Por eso la variacién de la energia libre es

(@F)r.@ = (M3 By Dy — 1/2 E;.Dy) AS dz — (0, — 0y) (AS/]) dzE 1.

_ (19.25)
Puesto que o3 = e,E, y 0, = &,E,, :

(dF)p9 = -—.(‘i",EuD“ — 1/2 E,.D,.) AS d=z. (19.26)

‘Teniendo en ‘cuenta (19.18) y (19.26), la relacién (19.47) adquiere la tdi‘i‘:i’ﬂ,.

fap= = D + Yy 92,

Esta densidad superficial de la fuerza esté también orientada por la norm
a la superficie de separacién. De (19.27) se ve que ella se compone de dos par




§:19: Fuerzas en el campo sléctrico 173

1).:de la. densidad superficial de la fuerza
f'nup == — Y4B gD or, (19.28)

que actlia sobre la superficie de separacién en direccidn.del primer medio por
parte del campo eléctrico del segundo medio. Recordemos que la normal' posi-
tiva se elige del primer medio al segundo y, por lo tanto, el signo. menos .en
(19 28) testimonia la orientacién de'la fuerza del segundo medio-al primero;- -
2) de la densidad de la fuerza : C

frsup = Y2E1:D1x, (1929)

qiie ‘actiia sobre la superficie de separacién en direccién de la normal positiva
por parte del campo eléctrico del primer medio.

De esta manera, a cuenta de la componente tangencigl de la intensidad el
campo eléctrico como si ejerciera presién sobre la superficie de separacién que limi-
ta con él, con la particularidad de que la presién es igual e la densidad volumé-
trica de la energia correspondiente a la componente tangencial de la intensidad del
campo.

La resultante de las fuerzas de presién, aplicadas a la superficie de separa-
¢ién por parte de los campos por diferentes lados de la frontera, es la fuerza to-
tal aplicada a la frontera. Dado que Ey, = Ey, = E., la formula (19.27) ad-

quiere la forma
fsup = Y2EZ (&, — &) {19.30)

Para e, < ¢, la densidad de la fuerza f,,, > 0. Por lo tanto, la densidad
superficial de la fuerza estd dirigida hacia el dieléctrico con menor constante
dieléctrica. De esta manera, independientemente de la orientacion del campo res-
pécto ala superficie de separacién, la densidad superficial de la fuerza estd siempre
dirigida hacia el dieléctrico con menor constante dieléctrica {véase (19.21)]. La va-
lidez y generalidad de dicha confirmacién se desprenden también de la igualdad
(18.36) si se tiene en cuenta que el sistema tiende a pasar al estado con energia
minima.
 Fuerzas volumétricas que actiian sobre un dieléctrico comprimido. Partimos
de 1a formula (18.36) en la que 8¢ se determina por la deformacién que cambia la
densidad de la masa. Los procesos se suponen isotérmicos (T = const). La cons-
tante dieléctrica varia de un punto a otro, siendo funcién de r, y, ademds, pue-
de depender de la densidad p,, de la masa del dieléctrico, o sea, & = e (r, Om)-
Supongamos que al deformarse, el elemento del volumen dV se desplaza a |
yien este caso transcurre un cambio de la densidad de la masa del dieléctrico.
El elemento de volumen que después del desplazamiento se encuentra en el
pinto con el radio vector r, antes del desplazamiento se hallaba en el punto
r—1. Por lo tanto,

de— —lgrade-+ 3% 8Pums (19.31)
m

donde 8p,, es la variacién de la densidad de la masa del dieléctrico.
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Puede mostrarse que el elemento de volumen dV’ después de deformarse,
es igual a
= (1 + div1) 1V, (19.32)
El principio de conservacién de la masa para el elemento de volumen tie-
ne la forma
pmdV = pmdV’ (19.33)
o bien
pm (1 4 div]) dV' = p,dV’, (19.34)
donde p,, ¥ pr son las densidades de la masa después de la deformacién y antes

de ella, respectivamente. De (19.34) se desprende que para un desplazamiento
infinitamente pequefio

Som = pm — pm = — pm divl. (19.35)
Poniendo (19.31) y (19.35) en (18.36), hallamos
W = j [Ea. -grad e+ Bgp, 20— div 1av. (19.36)

Segin la férmula (A.12), tenamos
de ST a3 de
E%pp, o divl=div (E=p,,. 1) —1-grad { £%,, 353) . {(19.37)
Entonces [véase (19.36)]
i
6W=?S [F2grad e—grad (Epm 5= ) 16V + 5 de E%p,, a; 1) av.
(19.38)

Haciendo las suposiciones generales acerca de la continuidad de los inte-
grandos, la segunda de las integrales puede transformarse por el teorema de
Gauss—Ostrogradski en la integral respecto a la superficie que limita el volu-
men en cuestién. Considerando, para simplificar los razonamientos, que el die-
léctrico ocupa todo el espacio y las cargas que engendran el campo estén distri-
buidas en una zona finita del espacio, nos cercioramos de que la segunda inte-
gral es nula, ya que E2~ 1/r4, donde r es la distancia de la carga a la superficie
de integracién y, por eso

{ div (£2pp oo oo 1) dv= 5 Epp 55145 0. (19.39)

' La densidad volumétrica de las fuerzas { describe la accién del campo. elée-;
trico.sobre el dieléctrico. La densidad volumétrica del trabajo que ejecuta es
misma fuerza durante la deformacién es igual a f-1. Por eso-el principio de con-:
servacién de la energia durante la deformacién, teniendo en cuenta (19.38) y
(19.39), tiene la forma

SlldV*-——-j[Ezgrads—grad Ep,, - )]ldV | (19.40):
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Puesto que la igualdad (19.40) es valida para los desplazamientos arbitra-
Zrios 1, F

= — E?grad s+— grad (Eﬁp,,, T ). (19.41)

Esta férmula es vilida para los dieléctrmns isétropos compnm"dos par la:
‘dépendencia arbitraria de € respecto:a la densidad deé la masa py, [ (194312

Sila polarizacién depende linealmente de la densidad volumétnca :da la:
‘masa,

Bl e iy (19.42)

¥/(19.41) se transforma en (19.12). Por lo tanto, la férmula (19.12) es vilida no
g6lo para los dieléctricos rigidos, sino que también para los comprimidog con
P om-
= "A pesar de que para facilitar los razonamientos durante las transformacio-
nes:de (19.39) la formula (19.41) fue deducida suponiende que el dieléctrico ocu-
pa‘todo el espacio, es vilida siempre, ya que es una relacién diferencial, cuya
veracidad no puede depender de lo que ocurre en otros puntos del espacio.
Célculo de las fuerzas, partiendo de la expresién para la energia. Para
transportar una carga dg al punto con potenclal ¢ es necesario realizar un traba-
jo pdg. Por eso la variacién total de la energia del sistema de cargas al cambiar
la carga en dg;, es igual a

E} @ dg. (19.43)

Esta variacién va acompafiada del cambio de la energia del campo eléctri-
en'dW y de la realizacién de trabajo por las cargas, 8i la configuracién del
ma se caracteriza por los parametros E;, segiin la definicién, se llama fuer-
78 generalizada, relacionada con ese parametro, a la magnitud Fy, tal que
dE, es el trabajo que efectiia el sistema al cambiar el pardmetro §; en d§;. El
pnnclpm de conservacién de la energia tiene la forma

2 g dgy=dW+ 2 Fydt;, (19.44)

Examinemos ante todo los procesos virtuales, en los que las cargas conser-
van-los valores constantes, es decir, dg; = 0. En este caso la ecuacién (19.44})
adquiere el aspecto

0==(dW)+ 2 Fy L. (19.45a)
Aqui (dW,) depende s6lo de E; y por eso

@w),=3 (%)q dg,. (19.45b)
i
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La comparacién de (19.45a) y (19.45b), tomando en consideracién la inde-
pendencia de d&;, conduce a la ignaldad

(10.46)

F‘=._(_6‘?g|£)g’

donde el indice ¢ de la derivada parcial en forma explicita muestra que la fuer-
za se calcula para cargas constantes. Para uiilizar esta férmula la energia W
debe expresarse en forma de una funcién respecto a las cargas y los pardmetros ;.

También puede expresarse la fuerza generalizada por medio de la derivada
<on potencial continuo. Para eso tomamos en consideracién la expresién

== 3 v (19.47)
i
La variacién de la energia siendo los potenciales continuos es
(AW)o=1 3} @ dg, (19.48)
i
por eso véase (19.45a)
0=(AW),—2; F, dg;- (19.49)
Teniendo en cuenta la independencia de dE,, obtenemos
| Fo=(22)., (19.50)

donde el indice ¢ de la derivada parcial en forma explicita muestra que ésta
se calcula para potenciales continuos. Para hacer uso de esia férmula la energia
W debe ser expresada en forma de funcidn de los potenciales ¢, y los pardmetros §;.
Es obvio que las férmulas (19.46) Y (19.50) son equivalentes y se obtienen la
una de la otra. Cudl de ellas serd necesaria, depende de las circunstancias.

Por ejemplo, supongamos que se requiera calcular la fuerza con que se
atraen mutuamente las placas de un condensador plano. La energia del conden-

sado plano es
W = Q¥ (2C) = (Ag)*C/2,

donda 6’ = eoSlz' N ¥ z son el drea de la armadura del condensador y la distan-
_cia entre las armaduras, respectwamenta. '
) El calculo ‘de’la fuerza por las férmulas (19.46) y (19.50) nos da:
9 Qs ¥
( ?) 2 (19.51)

pn__.

2z 30T 5

7 )e=
,2_;__[ sopc ] (oo ¢, (1952
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Tomando en consideracién la definicién de la capacidad C = Q/Ag, sa--
‘camos la conclusién de que Fi = F,.

a-pesar de guq no siempre en la expresién para‘la fuerza flgura el valor-de lascargas. © = ° -

‘. La formula para la fuerza que actia sobre dieléctricos absolutamente rigidos, es también
vélida' para los dieléctricos a comprimir a condicién de que su polarizacién dependa lineal-
mente de la densidad de [a masa. i ;

ATin de cuentas las fuerzas en un campo elécirico son fuerzas que actiian sobre Ias cargas, .

__Las Tuerzas que actian sobre el dieléctrico dependen de la, relacion' entre:la: constante’
dieléetrica del cuerpo y la constante dieléctrica del medio ambiente. En la superficie de sepa-
racién de los dieléctricos la fuerza siempre estd orlentada bacia el dieléctrico con menor cons-
tante dieléctrica. : AT
La componente del campo, normal a la superficle de separacién de los “dieléctricos,
-como sl at e hacia si la superficie con la densidad superlicial de Ia fuerza, igual a la den-
sidad volumétrica de la energia eléctrica del eampo, relaclonada con esta t
" La componente del campo, tangencial a la superficle de separacién de [os dieléetricos,
‘como si presionase sobre la superficie, con la particularidad de que la presién es igual a la
densidad volumétrica de la energia eléctrica del campo, relacionada con esta componente.
: Independientemente de la orientacién del campo, la fuerza superficial actiia siempre
hacia el dieléctrico con menor constante dieléctrica.

Edj:mplo 19.1. Partlendo de los resultados de la solucidén del ejemplo 16.3, hallar el mo-
mento de fuerza que acerca las placas del condensador, mostrado en la fig. 73,
: La energia del condensador [véase (16.109)) es igual a

_ D¢ _ Uleln(b/a)
w B Biiha (19.53)

La fuerza aenemlizada para el dngulo de giro es el momento de fuerza M con respecto

al-eje que coincide en este caso con la linea de interseccidn de las placas del condensador. Por
eso teniendo en cuenta (19.50), obtenemos

_(SW N _ _ Uileln(b/a)
: M-—( S )u_ -t (19.5%)

donde el signo menos significa que el momento de fuerzas tiende a disminuir el 4dngulo «,.
Con otras palabras, entre las placas de condensador actian fuerzas de atraccién. Claro que
entre las placas de condensador siempre existen fuerzas de atracciéi y el resultado de (19.54)
solo confirma que el momento de fuerzas se obtuvo con signo n _atfvo. Semejante verifica-
cién.de que el resultado es correcto es atil al hacer uso de las coordenadas generalizadas y las
fuerzas generalizadas cuando estas variables no tienen una interpretacién bastante evidente,
; Obtengamos este mismo resultado aplicando otro método. La densidad superficial de la

filerza que actiia sobre el conductor es igual a f = ¢%/(22). Por eso sobre una capa de longitud I
entre r ¥ r 4+ dr actia una fuerza

22
dF = —jldr=— 2::3:‘ Idr, (19.55)

donde para g se utilizé el valor de (16.107b). El signo menos Liene en cuenta que esta fuerza
tiende a disminuir el Angulo =,. La resultante que actiia sobre la placa es

e fare - [ o (1),

. La linea 'gie aplicacién de las fuerzas se encuentra del eje de rotacién a la distancia ry,
que-se determina por la condicidn

b
r,r=5rep=_i"2°_:;_1n%, (19.57)
a

12=0144%
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de donde
e 3 L (19.58)

b—a @

ro=
El momento de fuerza respecto al eje de rotacién es

_op_ _BUE b
M=rf=—Zrln_, (19.59)

lo que coincide con (19.54).

Problemas

2.4. Haller la intensidad del campo eléctrico en una cavidad esférica de radio a dentro
?fl'! un;g}sfern con carga uniforme de radio R. La densidad volumétrica de la carga es p
1g. .
2.2, Ha%lnr la intensidad del campo en una cavidad cilindrica circular ilimitada, cuyo eje
es paralelo al eje de un cilindro circular infinitamente largo con carga uniforme. La
densidad velumétrica de la carga es p (fig. 98).

A
4 ¥
} 3
A A
Fig. 98 . Fig. 99
Cavidad cilindrica en un cilin- Placa conductora en un conden-
dro o cavidad estérica en una sador plano

esfera

2.3. La distancia entre las placas de un condensador planc es d. En el espacio entre las
armaduras del condensador se introduce una placa metélica de grosor §, cuya superficie
es paralela a las armaduras. Las placas del condensador poseen potenciales ¢, ¥ ¢,

. (fig. 99). Hallar el potencial de la placa metélica.

2:4. Definir la fuerza que act(ia sobre la carga g, situada a la distancia d respecto al centro

- dé-una:esfera conductora;aislada sin carga de’radio ry (d'>rp).

2.5. Hallar la"fuerza que actia-sobre la: cargarq;-¢olocada. dentro: de una_esfera ‘metdlica

“ iy a lacdistancia v de au centro. El radio;—?:_la- esfera es a. .
2.6..-Hay dos esferas conductoras concéntricas de radios ry y ry (7 < r3). Entre las esferas

-“g‘ln distancia‘d de su centro comin (7, < d < r;) sé coloca una carga puntual g. Deter-

‘minar las cargas inducidas en las ‘esferas. L

2.7. Una carga puntual g se coloca a la distancia @ del centro de una esfera puesta a tierra.
Determinar la‘relacién’f:entre Ja carga; inducida en la parte de la ésfera, que s ve .
‘desde el punto en que-estd 1a carga g, y la carga.de la parte invisiblé de la esfera. El -
radio de la esferaes e, d >a. = . )

2.8, -Dos condensadores de capacidades C; y C, Y -con cargas q, ¥ 4y {3 ¥ 95 son los valores

‘absolutos de las cargas de las placas de los condensadores (primero y segundo) estdn



§:19:

29,

240

2:41

212

243
244
2i15.
2486,

247,

218

2:19.
2:20,
2.24,

222,

2:23.

12«

Fuerzas en el campo eléctrico 178"

dos en paralelo. Calcular la variacién de'la energia de Jos condensadores y expli-
car. 'el".resultado -ohtenido. . )
Li tante dieléctrica del medio entre las placas-de un condensador ‘pland de rea S
varia uniformemente de e, a &,. La distancia entre las placas es igual a d. Determinar
la capacidad del condensador. )
Un ‘condensador cilindrico con radios de las placas r, y ry se sumerge perpendicular-
rmente en un liquido dieléctrico, ¢u¥n constante dieléctrica es e. El'éxtremo inferior
del. condensador ge encuentra: en el liquido f el superior, en el aire, cuya constante
dieléctrica es e, La densidad de lamasa del liquido es f.a Determinar‘la’altira &'a que
g.;lé!.eva ?'..l' liquido entre las placas del condensador si la diferencia de potencial entre -
ellas es U. - : : SpEseti
Una esfera conductora, cuya densidad es p,, esté flotando en un li?uiiio-cpn'dgﬁsidad P
[F,._;.-zp,) y constante dieléctrica 2. Menos de la mitad de la esiera se sumergeren’el,
quido, ¢Qué cmEn es-necesario comunicarle para que la esfera se hunda en el liquido
hasta la mitad? El radio de la esfera es a.
Las armaduras de un condensador plano tienen la forma de un cuadrado con el lado
igual a a. La distancia y la diferencia de potencial entre las placas son d y U, respec-
tivamente. En el espacio entre las armaduras se introduce parcialmente una ]laiaca de
grosor A en forma de cuadrado con el lado a. Sus superficies y lados son paralelos a las
superlicies y lados de las armaduras y la constante dieléctrica es e. Hallar la fuerza con
que la placa se arrastra al espacio entre las armaduras del condensador.
A la distancia d del eje de un cilindro conductor ilimitado de radio r se encuenira un
hilo infinito con carga uniforme, paralelo al eje del cilindro. La densidad lineal de la
cm_'fa es 1. Determinar la fuerza que actiia sobre la longitud I del bilo (d > r).
Aplicando el método de representaciones, hallar la fuerza correspondiente a la longi-
tud ! de cada uno de dos cilindros conductores infinitos. La distancia entre sus ejes
paralelos es d. Los radios de los cilindros son iguales a ry y r,. Uno de los cilindros tiene
una carga con densidad lineal t.
Hallar el momento dipolar de la carga distribuida uniformemente por la superficie
de la esfera de radio a. Una de las semiesferas posee una carga ¢ y la otra, —Q.
Un dipolo puntual con el momento p se encuentra a la distancia d del centro de una
e:}em conductora puesta a tierra de radio a. Hallar el momento dipolar inducido de la
esfera.
A las armaduras de un condensador plano de aire que tiemen la forma de cuadrados
con el lado I, se aplica una diferencia de potencial constante U,. Determinar la fuerza,
necesaria para desplazar una de las placas paralelamente a si misma en direccién,
perpendicular a cualgquier lado del cuadrado, permaneciendo constante la distancia g
entre las placas.
Hay una esfera conductora de radio r, y una capa conductora esférica, concéntrica
con la esfera. La svperficie interior de la capa tiene el radio ry {ry > "‘1{ ¥ la inferior,
rs (rs = rg). El espacio entre ry y r, estd libre. Las cargas de 1a esfera v la capa son @,
¥ Q,, respectivamente, con la particularidad de que @ = —Q, (lo que no existe en ei
conéensndor}. Hallar la energia de este sistema de cargas.
Hallar la intensidad del campo eléctrico en el centro de un cilindro circular recto de
longitud I y radio a, cuya polarizacién P es paralela al eje y es homogénea.
La polarizacién P en el problema 2.19 esté dirigida perpendicularmente al eje del ci-
lindro. Hallar la intensidad del campo en el centro del cilindro.
Un cilindro conductor ilimitade de seccién circular y radio a y un plano conductor,
situado a la distancia d del eje del cilindro, forman un condensador. Hallar la capa-
cidad, correspondiente a la longitud ! del cilindro.
Haciendo uso del resultado de la solucién de 2.21, hallar la fuerza que ejerce un plano
infinito puesto a tierra sobre una seccién de longitud ! de cierto hilo rectilineo cargado,
Ear_alela al plano, La densidad lineal de la carga del hilo es <.

a: molécula estd representada con ayuda de un modelo como una carga —2 | ¢ | en
el origen de coordenadas y como dos cargas | g | situadas en los puntos que se caracte-
rizan por los radios vectores ry y rq, con la particularidad de que [ry [ = | rp | = i
El ‘dngulo entre r, y ry se denota por 8. Hallar la carga eficaz | g ler para la molécula
de.agua H,0 que tieme ! = 0,958-10-¥ m, 8 = 105" y p = 6.14-18“” C-m.
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2.24. Entre dos planos conductores, infinitos, paralelos y puestos a tierra, cuya distancia
entre ellos es d, se coloca una carga puntual ¢ a la distancia z de uno de ellos, Después
de encontrar la imagen de la carga g, caloular la fuerza que actiia sobre ella.

Respuestas
24. E - - A o
« E=pr/(3e,). 22. E=pr/{%,). 2.3. p=pr—3—5 (u— ) 24 F=—pmg X
248 —r} gtar e Nlra—d) _ __ Trafd—ri)
@) 25 F= e 26 = — i a=—gh =y e
2.7, f=V{@Fa/d—a). 28 AW=(Cy1— Crus)*/[2C;C; (C1+Ca)l. 2.9. c=?ﬁ%?;%j'

_. le—2)U? 1 e "afg(ps—201) 940 p_ B
2.40, n_(rgz_ i) g - AL 0=én(eted 1/ s“_eﬂd;. 42, F=S2x
X7 4—3:) s—)i- o SUL 243, fo= — o dl/[2ney (P — 1Y) 204 fom = T [P (rbra)t X
X [ — (ry —ra¥]*3, 2.45. p=Qa. 2.16. Pioga=pa*/a®. 217 r=__;.%‘rr,. 2.48. W=

ma (=2 ")Q{+2Q’Q:’+Q;]. 219, E=—(i/ep) P (1—1/V I TH).
2rteyl

i
B L ek :
. - £y '
2.20, E= VT 221, C wiGT Fat)al’ para a< d tenemos{.'ssm.
W W 1,,0C 11 negl vy 1l 2.23. p=

13, F=_(W Q=(a_d)o=EU 3d =7d (In2dja)y - 4ned  4negd
=|gqlet(ri+ra. p=21qlericos(8/2), 1g|et=>52610%C=0,328]¢|. 224 F=

== (#+ 2 [mrmr—w=w ]}



CAPITULO 3

Dieléctricos

El factor fisico principal que determina el cardcter de interaccién:
del dieléctrico con el campo eléctrico es el momento dipolar eléctrico
de' los dtomos y moléculas. A
Los mecanismos de la’ polarizacién fundaméentales son la aparicion.
de momentos dipolares inducidos de los &tomos y moléculas ‘o la
reorientaciin .y redistribucién de los que ya existen en el espacio.
Existe también la polarizacién idnica de red.

§ 20. Campo local

Se discuten las causas que determinan la diferencia entre los campos
local y exterior, y se calcula la intensidad del campo local para las con-
diciones mds sencillas.

Diferencia entre el campo local y el exterior. Como consecuencia de la polari-
zacién del dieléctrico, ubicado en un campo exterior, el propio dieléctrico se
convierte en fuente del campo eléctrico. Por lo tante, el campo dentro del dieléc-
trico, que actiia sobre sus moléculas, se diferencia del exterior. Se denomina campo
local. La diferencia entre el campo local y el exterior es esencial sobre todo para
los dieléctricos con gran densidad: para los liquidos y sélidos.

Cilcule de la intensidad del campo local. Separemos en el volumen del
dieléctrico una esfera pequeila desde el punto de vista fisico, en cuyo centro se
calcula la intensidad del campo local (fig. 100;. La intensidad gue surge en el
téntro de la esfera como consecuencia de la polarizacidn del dieléctrico, consta
de la intensidad E, engendrada por la parte del dieléctrico, situada fuera del
volumen limitado por la esfera, y la intensidad E,, originada por la parte del
dieléctrico que se encuentra en el volumen limitado por la esfera.

Al calcular E; puede suponerse que el dieléctrico es un medio continuo, ya
que-la distancia entre el centro de la esfera en que se calcula la intensidad del
impo local, y las fuentes del campo es relativamente grande. Puesto que la es-
posee un'volumen pequefio desde el punto de vista fisico, el medio en las in-
iaciones ‘de su superficie por la parte exterior puede considerarse homogé-
neamente polarizado. En el volumen limitado por la esfera es necesario temer
en’cuenta la estructura elemental del dieléctrico, es decir, calcular la aporta-
¢ién'del momento dipolar de cada dtomo en la intensidad del campo local y con-
siderar la esfera como la frontera entre el medio fuera del volumen de la esfera
y.el'vacio en el volumen limitado por la esfera.

La intensidad en el centro de la esfera se crea por las cargas ligadas en su
superficie, como en la superficie de separacién de los medios con diversas cons-
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tantes dieléctricas. La densidad superficial de
las cargas ligadas es igual a [véase (17.21)]
Tyg = — (‘Pzn — Pln) —— Psn' (20'1}

donde P,, es la componente normal de la pola-
rizacién por la parte exterior de la superficie de
la esfera; Py, = 0, por la ianterior. Dirigiendo el
eje Z alo largo del vector de polarizacién cons-
tante P, obtenemos

Olg = — P’n = P cos 0. (202)

En el dngulo s6lido dQ se encuentra una
carga superficial

4Q = 03,5729, (20.3)

donde r es el radio de Ia esfera. Esta carga en direccién del eje Z en el centro de
la esfera crea un campo con intensidad

- 1 dQ
dE, = — g

Se ve que s6lo la componente de la intensidad del campo a lo largo del eje
Z es diferente de cero. De (20.4), teniendo en cuenta (20.3), obtenemos

1
E,=.E,=-3-’E:P j cos?BdQ=FE =

Fig. 100
Célculo del campo local

cos B. (20.4)

2n n
1
= P 5 da i cos0sen0d0 =4 P (20.5)
o en forma vectorial
Elﬁs—:op. (20.6)

La jérmula (20.8) es vdlida s6lo para un dieléctrico homogéneo ilimitado. Si
el dielécirico es finito, la intensidad del campo en él depende, por lo general, de sus,
dimensiones y forma. Las cargas de _polarizacién volumétricas del dieléctrico ho-
mogéneo son nulas, ya. que. pyg = — div P'= — xgq X div E = 0. Por esta;
razén, la diferencia de la intensidad del campo de-un.dieléctrico finito de la:
mtanmdad E; de.un_dieléctrico ilimitado. se determina por'la jntensidad de los,
campos.de las cargas ligadas que.surgen en la superficie exterior del cuerpa,,
A veces este campo. se. denomina depolarizador ya que disminuye la intensidad:
del . campo.

La 1nten31dad E, depende de la distribucién de los momentos dipolares da
las. moléculas dentro de una esfera.separada, pequeiia. desde el punto de vista:
fisico, por lo que no puede representarse mediante alguna férmula universal,
Calculemos la intensidad para el caso cuando las,moléculas se encuentran en-los’
nudos de cierta red cristalina y todos los momentos dipolares poseen una misma:
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diréccién en el espdcio. Esta condicién. se cumple ‘para los momentos dlpolares
inducidos. La intensidad E, debe hallarse en el punto donde estd una:de las mo-
1éculas, es decir, en el nudo de la red cristalina, Coloquemes el origen de coor-.
‘denadas en este punto y dirijamos los ejes X, Y, Z por las aristas de la red. Uti-
licemos:1a férmula (16.85), que en el caso dado para la proyeccitn z de la mten-
'sidad tiene el aspecto

Px —-r?+3rj . o >
By = E ) m E i L ‘mo zl} 3oy (20.7)

4me, &

Aqui la adicién se lleva a cabo por todas las moléculas del volu'm'én fisi-
.camente pequefic dentro de la esfera. Las mismas férmulas pueden escribirse
para los componentes y y z del campo.

En la férmula (20.7) se puede primero calcular la suma por todas las molé-
‘oulas que se encuentran en una capa esférica pequefia de radio r y luege calcular
la suma por las capas esfencas, correspondientes a diversos r, A causa de la
simetria clbica, para la primera adicién tenemos:

i?z%nﬁ_}y&mﬁ_}é%m—}? ,

(20.8}
; ZiY =2£} ViZp= Ei zz;=0.
Por lo tanto, teniendo en cuenta (20.8), (20.7) toma ls forma
= 0. (20.9)
De la misma manera se dsmuestra que Ey, = E,, = 0. Por eso, en defi-
nitiva, obtenemos
E, =0. (20.10)

Asf pues, la intensidad del campo local que actia sobre la molécula dentro
del dieléctrica es igual a
* = E + P/(3e). (20.11)

Este formula debe ser considerada como la primera aprozimacién, ya que el
dieléctrico real se diferencia del modelo, con cuya ayuda se obtuvo dicha férmula.
En particular, los campos eléctricos de las moléculas pueden diferenciarse de los
‘campos, originados por los dipolos, la red del dieléctrico puede poseer otra si-
metria, los momentos dipolares de las moléculas pueden tener distintas direc-
‘ciones, etc.

" El campo local que actiia sobre las moléculas del dieléctrico se distingue
del exterior por el hecho de que el propio dieléctrico en el campo exterior se con-
vierte en la fuente de un campo complementario.

La susceptibilidad dieléctrica molecular no depende esencialmente de la densidad de la
suslancia y su temperatura,
La constante J léctrica de un dieléctrico neutro puede depender ds la temperatura sélo
en forma implicita, dependiendo la concentracién de mnlécu!as de la temperatura,
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El campo local, que actiia sobre las moléculas del dieléctrico, se diferencia del exterior
por el hecho de que el proplo dieléctrico en el campo exterior se convierte en la fueate de un
po comp tarjo.

{Qué hechos fundamentales determinan la diferencia entre las propiedades dieléctricas

de los gases rarificados y los deusos? JEn qué consisten dichas diferencias? 5
_ . dCudles son los factores fisicos determinan la independencia entre la constante
dieléctrica de los dieléctricos neutros yT:elempe’ratura en intervalos suficientemente amplios?

§ 2t. Dieléctricos neutros

Se describen las propiedades fundamentales de dieléctricos neutros.

Susceptibilidad dieléctrica molecular. Partiendo del mecanismo de formacién
de un momento dipolar inducide de la' molécula [véase el § 17] se desprende que
su direccién coincide con la de la intensidad del campo eléctrico. En primera
aproximacién el momento dipolar de la molécula puede considerarse proporcio-
nal a la intensidad del campo: :

P = ag,E*, (21.1)

donde a caracteriza la «polarizabilidad» de la molécula (o del &tomo) y se deno-
mina susceptibilidad dieléctrica molecular (o atémica). Se determina por las
propiedades internas de la molécula. Debido a la gran magnitud de los campos
eléctricos intrinsecos en la molécula, la susceptibilidad dieléctrica molecular es
pequefia y no depende esencialmente de la densidad de la substancia y Ia tem-
peratura. El valor de a puede estimarse partiendo del siguiente modelo de la
polarizacién molecular. La molécula se representa en forma de una esfera conduc-
tora, cuyo radio es aproximadamente igual al radio de la molécula (2 =
= 10~ m), En un campo continuo E* esta esfera adquiere un momento dipo-
lar [véase (16.82)] igual a

p = 4ne,a’E*. (21.2)

Comparando (21.2) con (21.1), hallamos la expresién para la susceptibili-
dad dieléctrica molecular
a = 4na’. (21.3).

' 81 para los radios de las moléculas se hace uso de los valores obtenidos de la. teo-
ria cinética, la f6rmula (21.3) nos ofrece para o.valoresalgo aumentados, sin embargo
correctos: por el orden de la magnitud. Por esta razén, para estimar el orden de la
maghitud-semejante ‘modelo” de.la. po! arizacién molecular es bastante bueno..

De (21:1) hall‘amo.?"que“;la' polarizacién es igual a

'1.- = ; £ = )
P gy 3 au* ~asE* g 3 1=as, VE*. (21.4)
. - &F AV
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Aqui :
%.‘( 1=AVN, (21.5)

donde NV es la concentracién de moléculas. ; :
~ Gases enrarecidos. En este caso la intensidad E* del campo local se-dife-
rencia muy poco de la intensidad E del campo exterior. Por eso [véase (21 4)

P = ae,VE. ; ¢ (21.6)
Al comparar (21.6) y (17.11), deducimos que la susceptibilidad dieléctrica
" % = aN. 21.7)

La permitividad relativa e, = e/e;,, tomando en consideracién (17.31),

se representa como
g, =1+ aN. (21.8)

El valor e, se diferencia de la unidad en una magnitud aV, que para los ga-
ses es muy pequena. Por ejemplo, la concentracién de moléculas de aire para con-
diciones normales es ¥ = 2,6.10?® m~3. Considerando en correspondencia con
(21.3) que para las moléculas o =~ 10-2*m?, hallamos

aN =~ 10-3. (21.9)

Al aumentar las dimensiones de las moléculas, a y, como consecuencia,
@V crecen, permaneciendo pequeiias segiin el orden de magnitud.

La magnitud e, puede depender de la temperatura sélo en forma implicita,
por medio-de la dependencia de N respecto a la temperatura. Designemos la constan-
te de Avogadro, la densidad del gas y la masa molar del gas por Ny, p,, ¥ M,
respectivamente, y escribamos la igualdad evidente

N = Napn/M. (21.10)
Con ayuda de (21.10) escribamos la relacién (21.8) como
(e, — 1) M/pm = aNa. (21.11)

Por lo tanto, (e, — 1)/py s una magnitud constante que no depende de la
temperatura y la presién, sélo si esta iltima es suficientemente pequeria. Al aumen-
‘tar la presidn, crece la densidad y surge la necesidad de tener en cuenta la dife-
rencia entre los campos local y exterior.

Gases densos. En este caso en la f6rmula (21.4) para E* hay que utilizar
la expresién (20.11):

P = ag,N [E + P/(3e,)], (21.12)
de donde
ey
PmmE. (21.13)
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Sustituyendo (21.13) en (17.29), hallamos

ik D=eE—_—an+T%E, (21.14)
I de donde

i A= iy (21.15)
|| etz =l %
] Esta férmula se denomina férmula de Clau-
\ sius—Mossotti, Con ayuda

b
3(e,—1) M
Fig. 101 —-—-—:B_'_Z ) ——=aN,. (21.16)
Para el cdlculo de la susceptibi- d i
lidad dieléctrica atémica del El primer miembro de la igualdad (21.16) no
hidrégeno depende de la temperatura y la presidn de los limites

donde la susceptibilidad molecular permanece cons-
tante. Estas presiones para los gases pueden ser grandes (del orden de 100 MPa).
En los liquides y s6lidos « es funcién de la presién para grandes densidades. La
férmula (21.16) fue comprobada experimentalmente en un amplio intervalo de
presiones. Por ejemplo, para el gas carbénico CO, que es neutro la validez de la
relacién de Clausius—Mossotti (21.16) se comprobé con elevada precisién hasta
presiones de unos 100 MPa a 100 °C. En todo el intervalo de dichas presiones la
desviacién relativa del primer miembro de (21.16) respecto a un valor constante
no supera varias centésimas, con la particularidad de que hasta las presiones de
unos 20 MPa se observa un pequefio crecimiento, y m4s arriba, cierta disminu-
cién del valor del primer miembro de (21.16). En este caso la constante die-:
léctrica relativa e, varia de manera bastante comsiderable, aproximadamente.
en vez y media en el intervalo de presiones desde 1 MPa hasta 100 MPa.:

Ejemplo 21.t. Estimar la susceptibilidad dieléctrica atémica « del dtomo de hidrégeno.
La intensidad del campo eléctrico estd dirigida perpendicularmente al plano de movimiento del
electrén (fig. 101).

Escrign_mos la condicién de equilibrio de un electrén en movimiento en presencia del
campo exterior:

e el z )
8£=Wcoﬂﬁ=mm, (21.47)
Para z < r obtenemos que z/(z? + r%)3/2 = z/r y por eso [véase (21.17)]
. ez = dne,rPE = p, J
de donde
a ='§m~3 = 1,57.40-% m3,

lo que da un orden correcto de la susceptibilidad dieléctrica atémica del &tomn de hidrégeno.
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§ 22, Dieléctricos polares

Se decriben las propiedades principales de los dieléctricos polares.

Dependencia entre la polarizacién y la temperatura. El momento dipolar: per-
manente de la mayoria de las moléculas tiene el orden de 10-%...10-3¢ Cim. Por
¢jemplo, el de CO &s igual a 0;36-10-3C:m; sl de SOy, 5,3:107 C-m y el de
KCl, 3,5:10-% C.m. Los momentos dipolares de la mayoria de las: moléculas:
estin medidos y se citan en las tablas. p NE £
Un momento dipolar p que se encuentra en un campo eléctrico E posee una

energia potencial
W = — p-E. (22.1)

Esta magnitud alcanza su valor minimo cuando la direccién del dipolo
coincide con la direccién de la intensidad del campo eléctrico. Dado que el esta-
do del sistema es estable, al tener éste energia minima, los momentos dipolares de
las moléculas polares tienden a dar la vuelta hasta coincidir con la direccién de la
tntensidad del campo eléctrico. Este giro se realiza mediante un par de fuerzas
que actiian sobre el dipolo (véase la fig. 91). En cambio, el movimiento térmico
perturba la accidn coordinada del campo eléctrico. Como consecuencia, se esta-
blece cierto equilibrio. .

Hagamos que coincida el eje Z con la direccién de la intensidad E del campo
eléctrico (fig. 102). La energia potencial de las moléculas (22.1) depende del
4dngulo entre las direcciones de su momento dipolar y su intensidad:

W= —pEcosb = — p.E (22.2)

y, por lo tanto, la distribucién de Boltzmann para este caso caracteriza la distri-

bucién de las direcciones de los momentos dipolares de las moléculas respecto

a los angulos. La cantidad de moléculas dr, cuyos momentos dipolares se en-

cuentran en el 4ngulo sdlido dQ, es igual a
E coa B

P pEcos®
dn—Ae AT dQ=de AT dosen® dd. (22.3)

Entonces, el valor medio de la componente
del momento de los dipolos respecto al eje Z es

an Ei
4p § du.jeamscosﬁsenade
] [

§ pzdn
{PS)'_"- = an F3 L]
§an Af dajeﬂw’asenede
T a

(22.4)

dond =pac intr la desi i6 Fig. 102
e R Ham S s IREIREOLY, UMM ERACION Orientacién del dipolo en el

p = pE/(kT). (22,5) sistema de coordenadas esiérico
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@ ;mte todo es necesario calcular la integral interna en el denominador de
4):
I
I=Seﬁ°°”seud9, (22.6)
i
ya que la integral interna en el numerador se expresa mediante la férmula

J: efcos 8 ¢os @ sen 0 dB = 41/6p. (22.7)
La integral (22.6) se calcula facilmente:
= Taﬂwaasened!}:—%—aﬂw’°,:=%senh B, (22.8)
de donde ’
2 =2 (cosh p— 4 seah ). (22.9)
form:si' pues, la féormula (22.4), teniendo en cuenta (22.8) y (22.9), toma la
{(p:) = pL (B), (22.10)

donde L (B) = coth p — 1/B es la funcién de Langevin (fig. 103).
Para intensidades no muy grandes del campo, cuando pE < kT, es decir,
p< 1, desarrollando la cotangente hiperbélica en serie

coth p = 1/ + B/3 — P45 + ... (22.11)
y limitandonos en la expresion para L (B) con el término lineal respecto a f
L (§) = B/3, (22.12)
obtenemos '
(p,) = p*EI/BKT). (22.13)

Campo de saturacién. Al aumentar la intensidad del campo, los momentos
dipolares se-orientan de manera cada vez més intensa en direccién de la inten-
sidad y para pE>> kT, o sea, para: B> 1 puede considerarse-que todos los mo-.
: mentos dipolares son paralelos entre si y poseen
la direccién de la intensidad del campo. Por o

tanto, ;
{p:} = p. (22.14)

La relacién (22.14) se obtiene de (22.10) si
se toma en consideracion que para B> 1 la fun-
¢ién L (B) es préxima a la unidad:

Fig. 103 2 i
Funcién -de Langevin LB o)1 (22.15)
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Al cumplirse la conducéibn (22.44)7se:
yel posterior aumento ‘de-la-intensidad
intensidad del campo. para la que- se’ D
denomina intensidad ‘del campo de :saturaci : orden de la
magnitud de los momentos: dipolares-igual a 10-** C\m, sacamos.la conclusién’
de que a I' = 300 K la intensidad del campo de saturacién es

Egy =~ ET/p o2 4,2.10° V/m. (22.16)

De aquf se ve que la condicién pE < kT, para la‘cual es’correctala f6rmula
{22.13), se efectiia hasta las intensidades de los campos, igualés a millones de
voltios por metro. Por esta razén, en la mayoria de los casos importantes en
la préctica puede hacerse uso de la férmula (22.13).

Gases rarificados. En este caso la intensidad del campo local puede consi-
derarse igual a la intensidad del campo exterior y la polarizacion se puede
representar [véase (22.13)] en la forma

P == Np'E/(3kT). (22.47)

aleanza-la polarizacibn mdzima posible
‘posible;.se

- A continuacidn, por analogfa total de los cdlculos, empleando las férmulas
{21.6)—(21.8), obtenemos que la permitividad relativa es

e, = 1 4+ Np¥(3kTey). (22.18)

Los dieléctricos polares, a la par con la polarizacién a causa de la reorien-
tacion de los momentos dipolares permanentes, poseen una polarizacién, deter-
minada por los mémentos dipolares inducidos, la cual se describe por la férmula
{21.8). Por eso, teniendo en cuenta ambos mecanismos de polarizacién, la ex-

presién para e, de los dieléctricos gaseosos polares a una presién no muy grande
tiene la forma

e, =14 Nla+ p¥(3kTe,)). (22.19)

Como se ve de (21.3) @ = 10-% m®. Por otra parte, a temperatura ambiente
kT 2 4-10-*' I, por lo que siendo p =~ 10-® C.m p%(3kTe,) ~ 10-*" m?, es
decir, la aportacidn a la polarizacidén por parte de los momentos dipolares induci-
dos es unas cien veces inferior a la de los permanentes y por eso se puede menospreciar,
Sin embargo, en principio, la precisién moderna de las mediciones es tal que permite
dividir la contribucidn en la polarizacién por parte de los momentos dipolares indu-
cidos y permanentes. Para eso se mide g, en un amplio intervalo de temperatu-
ras y se utiliza la férmula (22.19). La dependencia entre e, y 1/T en la grafica se
Tepresenta mediante una linea recta. De aquf, aplicando la férmula (22.19) se
caleulaa = (e, — 1)/N. Después de eso, por los resultados de 1as mediciones pa-
ra otros valores de 1/7 con ayuda de la férmula (22.19) puede calcularse el mo-
‘mento dipolar permanente, ya que todas las demés magnitudes en esta ecuacién
son conocidas.

Interpretacién cudntica de la polarizacién de los dieléctricos gaseosos pola-
res. Lo mismo que en la teoria clasica, en la cuintica la aparicién de la pola-
rizacién en los dieléctricos polares se-explica por la orientacién principal de
los momentos magnéticos permanentes de las moléculas en direccién de la in-
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tensidad del campo eléctrico. Para la constante dieléctrica se obtiene la férmula
(22.19). En cambio, en la interpretacién de la reorientacién de los momentos dipola-
res permanentes existe una diferencia esencial con respecto a la teoria cldsica.

En la teoria cuéntica es necesario tomar en consideracién la rotacién de
las moléculas. El momento de impulso de las moléculas en rotacidn se orienta en
el espacio en todas las direcciones y sus proyecciones sobre cualquier direccién
elegida forma un conjunto discreto de valores, con la particularidad de que el
valor medio de la proyeccién es nulo. El momento dipolar eléctrico esta unido
rigidamente con la molécula y cambia su orientacién en el espacio debido a la
rotacién de la molécula.

El momento dipolar de la molécula puede descomponerse en dos componen-
tes: a lo largo del eje de rotacién y perpendicularmente a él. La segunda com-
ponente, a causa de la rotacién de la molécula, cambia su orientacidén en el espa-
cio, en el plano perpendicular al eje de rotacién de la molécula. El valor medio
de esta componente en el sistema de coordenadas, donde gira la molécula, es
nulo. El valor medio de la componente del momento dipelar por el eje de ro-
tacion de la molécula es también nulo debido a que el momento de inercia de
la molécula estd cuantificado y el valor medio de su proyeccién sobre cual-
quier direccién es igual a cero, independientemente de si hay campo eléctrico
o no. Por lo tanto, las moléculas con un momento de impulso diferente de cero no
contribuyen en la polarizacién. Esta ltima se forma sélo por las moléculas que
no estdn en rotacién y que p momento de impulso nulo, como consecuencia de
la reorientacién de sus momentos dipolares eléctricos permanentes. Las proyecciones
del momento dipolar sobre la direccién del campo eléctrico forman una serie
discreta de valores con una magnitud media, diferente de cero, merced a lo cual
surge la polarizacién.

Gases densos. En este caso es necesario tener en cuenta la diferencia entre
ol campo local y el exterior y la diversa orientaci6n de los momentos dipolares
g;le depende de la interaccion entre los dipolos. Todo esto complica mucho los

culos.

Considerando que la intensidad del campo local es mucho menor que la
del campo de saturacién, es racional para la polarizacién escribir, en vez de
(22.17), la siguiente férmula:

¢
= FE B, (22.20)

. No.obstante, la intensidad E* del campo local en esta expresién no puede
expresarse mediante la intensidad del campo exterior por la férmula (20.11):
Puede cerciorarse. uno de eso por medio de los siguientes razonamientos.

Imaginémonos -que en el centro de una cavidad esférica de radio a, que
se forma en un dieléctrico-denso con una constante dieléctrica relativa: e,, se
coloca un dipolo p. El campo de ese dipolo provoca la polarizacidn del medio
fuera de la esfera. Merced-a ello, en la cavidad esférica surge una:intensidad
complementaria : !

; 2, —1) _p '
Eoomp= = g — - (22.21)
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cals
La férmula (22.20), temendo en cuenta (20 11). adqu:ere la l'orma

Np* ;
. =3 [E+as ] ey
de donde '
P SEUHD g (22.23)

1— Np*/(9kTe,)

Para T, = Np*/(9kT¢,) el denominador del segundo miembro se convierte en
¢ero. Para T > T, la polarizacién P tiene un valor finito y para T = T, se
reduce al infinito. 'ii‘.so significa que para T < T, 1a substancia correspondiente
debe poseer polarizacién esponténea. Por sjemplo, segin la férmula (22.23),
es'de esperar que los vapores de agua a alta presién deben ser polarizados espon-
tineamente, lo que a ciencia cierta es incorrecto. Semejantes resultados errd-
1iéos se obtienen también para otras substancias. Por esta razén, para describir los
gases densos con moléculas polares y liguidos polares se necesitan otros modelos.

Liquidos polares. Onsager propuso un modelo para los liquidos polares
que concuerda mejor con el experimento, a pesar de que ofrece resultados numé-
ricos bastante aproximados. En el modelo se considera que cada dipolo se encuen-
ira en ¢l centro de una cavidad esférica real, cuyo volumen es igual al volumen
‘medio correspondiente a una molécula. Se toma en consideracién la orienta-
¢ién de los dipolos por las fuerzas de accién a distancia y el surgimiento de
un momento dipolar complementario, influido por la intensidad (22.21). Como
consecuencia se recibié la relacion

(er—e1nq) (28, -Fer ud!) Np?
e (er ludr'l‘z)' = BkTe, (228

donde e, es 1a constante dieléctrica relativa; e, uq, 12 constante dieléctrica relati-
va, determinada por los momentos dipolares inducidos. Para el agua e, g =
=49, p=2,46.10"* C.m y la formula (22.24) para T = 273 K nos da el
v_alqr de &, = 105 El valor experimental de e, = 88. Es dificil esperar mejor
concordancia con el experimento.

La mejor concordancia cuantitativa con el experimento se obtiene para
las soluciones fuertemente diluidas de dieléctricos polares en disolvente ne po-
lar. En este caso las moléculas polares de la substancia disuelta se encuentran
guficientemente lejos la una de la otra, por lo que puede menospreciarse la
interacci6n entre ellas. Con ayuda.del modelo de Onsager puede tomarse en con-
gsideracién la interaccién de las moléculas polares con el disolvente no polar.
Como comsecuencia, se obtiene una teoria que canc.uerda bastante bien con
¢l experimento.
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Cristales i6nicos. Se les puede imaginar como dos subredes con iones posi-
tivos y negativos. Bajo la influencia del campo eléctrico exterior, estas redes
se desplazan una respecto a otra, debido a lo cual surge una polarizacién con-
siderable, lo que ofrece valores relativamente grandes de la constante dieléctri-
ca relativa e,. Verbigracia, la sal comin NaCl posee e, == 6, KCI, &, = 5, etc.

En condiciones tiplcas, cuando la polarizacidn de dieléctrico polar alcanza el valor méxi-
mo posible, los campos de saturacién son de centenares de millones de voltio por metro.

La contribucion de los tas dipolaces lnducidos en la polarizacién es unas cien veces
lnferior a la de los permanentes y en la mayoria de los casos puede menocspreciarse.

El mecanismo de eﬂhﬂm!én de los gases y liguidos polares densos, teniendo en cuenta
elteampo local, no puede considerarse como una reorientacién de los momentos dipolares en
este campo.

. dPor qué los monientos dipolares de las moléculas polares tienden a girar hasta coin-
cidir con la direccion de la intensidad del campo eléctrico? .
¢Para qué condiciones la polarizacién de los dieléctricos polares alcanza la saturacién?
¢A qué distancias entre las cargas elementales corresponden los momentos dipolares
permanentes de las moléculas?

. . &Permite la técnica moderna experimental separar la contribucién de los moment
dipolares inducidos y permanentes en la polarizacién? Expliquese de qué manera puede
hacerse eso en principio. ¢Cuéles. son los factores fisicos que conducen a la imposibilidad de
examinar la polarizacién de los dieléctricos densos como consecuencia de la reorientacién
de los momentos dipolares en un campo local?

§ 23. Substancias ferroeléctricas

Se examinan las propledades fisicas de las substancias ferroeléctricas
y la naturaleza de la ferroelectricidad.

Definicién. Se llaman substancias ferroeléctricas a los dieléctricos polares
que en un intervalo determinado de temperaturas estin polarizados esponti-
neamente, es decir, poseen polarizacién en ausencia del campo eléctrico. En
los limites del intervalo de temperaturas la substancia ferroeléctrica se con-
vierte en un dieléctrico polar como consecuencia de la transicién de fase,

..~ La constente dieléctrica relativa de las' substancias ferroeléctiricas es ex-
tremadamente alta'(e; ~ 10%) y depende de la interisidad del campo sin ser, en cam-
?’go:._ una: funcidn univoca de la-intensidad. El valor de e, depende‘de ¢6md varié

lor dado. s |
léctricasy surgié por la ‘analogia formal que
» las sibstancias ferromagnéticas. En calidad
rvir la: s: Seignette-(de
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armaduras de un condensador plano una substancia ferroeléctrica y _midaft'ndsf
en‘funcién de la intensidad £ del campo que varfa seglin-la ley arméni
- fig, 104, ‘A-los b 63 oxtre-

+El esquema de la instalacién se muestra en la fig. - _
s'de:dos condensadores planos acoplados en serie 80’ les conacta un
.crea-entre ‘ellos una diferencia de'potencial que varfa arménicam
diferencia de potencial se distribuye entre ¢l condensador € con'l

stancia,

ferroeléctrica y el condensador C;, entre cuyas armaduras no hay ninguna subs- "

A
; e
: 0 / £, E

u

Fig. 104 Fig. 105

Esquema del dispositive para Ciclo de histéresis
eliminar el ciclo de histéresis:

tg 9 = eley, = Diey,E

tancia. Suponiendo que las dreas de todas las armaduras de los condensadores
son iguales y designando por d la distancia entre las armaduras, tenemos

E = ale, E; = ale,, (23.1)
de donde

s U = Ed = adle, U, = odle, (23.2)
'y por lo tanto,

4 g ¢ = Uy/U = eley = eEl(e,E). (23.3)

. . Por eso si aplicamos la tensién U/ a la exploracién horizontal del oscilé-
grafo y U, a la vertical, en la pantalla del dispositivo, al variar E, se traza
una curva, la abscisa de cuyos puntos es en cierta escala igual a e,£ y la ordena-
da, & eE = D en la misma escala. Esta curva se denomina ciclo de histéresis
(tig. 105). Las flechas en la curva muestran la direccién del movimiento del
‘punto por la curva al cambiar la intensidad del campo. El segmento OA caracte-
wiza la polarizacién remanente, es decir, la polarizacién gue debe poseer el
imodelo cuando la intensidad del campo exterior se convierte en cero. El seg-
mento OB caracteriza la intensidad que tiene una direccién contraria a la de
1a polarizacién y para la cual el modelo se depolariza totalmente, o sea, su po-
'Tla;i_zaci_én remanente désaparece. Cuanto mayor es | OA |, tanto mayor es la
‘polarizacién remanente de la substancia ferroeléctrica. Cuanto mayor es | OB |,
1301444
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tanto mejor se retiene la polarizacién remanente por parte de la substancia
ferroeléctrica.

Punto (temperatura) de Curie. Al elevar la temperatura por encima de cierto
valor Tq, caracteristico para cada substancia ferroeléctri¢a, sus propiedades ferro-
eléciricas desaparecen y ella se convierte en un dieléetrico polar ordinario. E1 punto
de transicién de fase del estado ferroeléctrico al dieléctrico polar se llama punto
de Curie y la temperatura que le corresponde, T¢, temperatura de Curie. En al-
gunos casos existen dos puntos de Curie: las propiedades ferroeléctricas desa-
parecen también al disminuir la temperatura. Por ejemplo, la sal-de Rochelle po-
see dos puntos de Curie que se caracterizan por las temperaturas fgs = 24 °C,
toi = — 18°C. La cantidad de substancias ferroeléctricas con dos puntos
de Curie es relativamente pequefia. La mayoria posee sbélo el punto superior,
denominado simplemente punto de Curie.

En el punto de Curie se efectia la transicién del dieléctrico del estado ferro-
eléctrico al estado de dielécirico polar, En este caso la constante dieléctrica varia
constantemente desde el valor correspondiente al estado ferroelécirico hasta el valor
correspondiente al estado de dieléctrico polar. La ley de variacién de la suscepti-
bilidad dieléctrica » en las proximidades de la temperatura de Curie tiene la

forma

A
x=2r, (23.4)

donde A es cierta constante y T',, la temperatura de Curle — Weiss proxima
a la temperatura de Curie T (en la mayoria de los casos en la férmula (23.4) en
lugar de 'y se utiliza T lo que no introduce errores algo esenciales en x para
las temperaturas diferentes de T¢). La ley expresada por la férmula (23.4) se
denomina ley de Curie—Waeiss.

Si existe también el punto inferior de Curie, las inmediaciones de éste
la ley de Curie—Woeiss tiene la forma

A (23.5)

i =

Como ya se dijo, las propiedades dieléctricas de los cristales son diferen-
tes por distintas direcciones y por eso, su susceptibilidad dieléctrica se caracte-
riza no mediante la susceptibilidad dieléctrica es¢alar x, sina por el tensor de
eptibili éctrica’ny;. a8 componen-

P 4)
' nt4) a teoria d
rgenes del curso de la fisica general.
on ‘cualitativa de los procesos a nivel
dipolares de las

ad E, tali pequefia como se quiera, del campo o, 10'que es lo mismo, puede sur-
gir_la polarizacién P en ausencia del campo exterior. Con otras palabras, pare
una intéeraccidn intensa entre los momentos dipolares de las molécilas surge una



§ 23, Substancias ferroeléciricas 198

polarizacién esponténea, en la que los momentos dipolares atslados estdn orientados
en una misma direccién. Tomando en’ consideracién que los momentos dipola-
res permanentes son mucho ‘mayores que los:inducidos [véase (22.19)], se puede
deducir que la: polarizacién esponténea: se caracteriza por una:polarizacién muy
grande. Pero ‘eso conduce a'que’la susceptibilidad » y la constante dieléctrica
e correspondientes-sean mucho mayores que’los valores que se observan en log
dieléctricos: polarés y neutros. El-estado de polarizacibn espontdnea. es precisas
mente el estado ferroeléctrico. El paso del-estado ferroeléctrico .al estado de dieléc-
trico polar es:la transicién del estado de polarizacién espontdnea al estado.cuan-
do esa polarizacién ‘desaparecs y:él dieléctrico sé.convierte en uno ordinario con
moléculas que' poséen momentos ‘dipolares permanentes, es decir, es una tran:
sicién al-estado de'dieléctrico polar. Los factores fisicos que con 1 €3 -
sicién, se reducen o los mecanismos que debilitan la ‘interaccion dé los momientos di-
polares de las moléculas. ' o

Dominios dieléctricos. La polarizacién espontinea es una fuente de campos
eléctricos muy grandes. Por eso, si un volumen macroscdpico de la substancia
ferroeléctrica tieme polarizacién espontinea en cierta direccidén, alrededor de
este volumen surge un campo. eléctrico muy grande con el que estd relacionada
una energia elevada del campo. Dicho estado no es energéticamente ventajoso.
El sistema tiende a pasar a un estado en el que, por una parte, ezista polarizacién
espontdnea, y por otra, la energia del campo sea minima. Eso puede realizarse como
resultado de la divisidn del volumen de la substancia ferroelécirica en pequerias zonds,
cada una de las cuales posee una polarizacién espontdnea en cierta direccién determi-
nada, diferente para distintas zonas. La polarizaciéon media del volumen que in-
cluye una cantidad suficiente de pequeiias zonas con diferentes direcciones de la
polarizacién espontdnea, es nula y por esta razdn, la intensidad del campo eléc-
trico exterior originado por este volamen, es-préxima a cero. Las pequefias zonas
con polarizaci6n espontdnea se denominan dominios dieléctricos o simplemente do-
minios. Asi pues, una substancia ferroeléctrica no polarizada es un conjunto
de dominios von polarizaciones esponténeas, orientadas al azar.

Es obvio que para disminuir la energia eléctrica es dtil reducir los voli-
menes de loz dominios. No obstante, al proceso de reduccidn de las dimensiones
de los dominios obstaculiza otro factor, relacionado con la presencia de la energia
superficial en la superficie de separacién de dos dominios vecinos. Esté clare que
la superficie sumaria de las fronteras entre los dominios aumenta al disminuir
el volumen de los dominios y por lo tanto, aumienta también la energia super-
ficial. Por esta razén, los volimenes de los dominios pueden reducirse sélo hasta
limites determinados, cuando eso conduce a la disminucién de la energia total
del sistema. Al reducir posteriormente el volumen de los dominios a cuenta de la
energia superficial, tiene lugar no la disminucidn, sino el aumento de la energia
total. De esta manera se fijan las dimensiones de los dominios. Estas dimensiones
tienen el orden de miles de distancias intermoleculares. La existencia de los
dominios se demuestra en los experimentos, observando directamente con ayuda
de la luz polarizada, asi como en los ensayos de decapado de la superficie de
la substancia ferroeléctrica, ya que las distintas partes del dominio durante el
decapado se destruyen con distinta velocidad.

13+
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El proceso de cambio de la polarizacién de

£ Ia substancia ferroelécirica en un campo eléctrico

exterior consiste en la reorientacién de los mo-

mentos dipolares de dominios -aislados, en el

P/ cambio de los volimenes y en el movimiento de

las fronteras entre los dominios. Dichos procesos

I3 se estudian intensamente, ya que las substancias

ferroeléctricas tienen multiples aplicaciones prac-

ticas. Se conocen més de cien diferentes substan-

cias ferroeléctricas puras y una cantidad muy
elevada de soluciones s6lidas ferroeléctricas.

Substanecias antiferroeléctricas. A condiciones

determinadas en el cristal surgen al mismo tiempo

Fig. 106 dos polarizaciones esponténeas que tienen dire¢-

Ciclos dobles de histéresis en cién contraria. Una de las polarizaciones espon-

";‘lg"“"““ antiferrom "'l“lc” taneas nace como consecuencia de la orientacion

T R rorrociicinies | c7%%  de los momentos dipolares de las moléculas, per-

tenecientes a una de las subredes del cristal, en

una direccién, y la otra, debido a la orientacién

de los momentos dipolares de las moléculas, perteneciente a otra de las subredes

del cristal, en direccién contraria. En este caso, la polarizacién total de cual-

quier volumen pequefio de semejante cristal es nula. Asi pues, no existen de-

minios con diferentes direcciones de la polarizacién espontanea, a pesar de que

esta ltima en cualquier volumen pequefio esti presente. Semejantes substan-

cias se denominan substancias antiferroeléctricas. Por su estrictura son anald-

gicas a las suhstancias antiferromagnéticas. .

En campos, suficientemente pequeiios, las substancias antiferroeléctricas
se comportan como dieléctricos ordinarics con una dependencia lineal de la
polarizacién respecto a la intensidad del campo exterior. En campos suficiente-
mente intensos puede efectuarse el paso al estado ferroeléctrico con todas las
consecuencias que se desprenden de ello, por ejemplo, se observa el ciclo dehis-
téresis.

La transicién serealiza para unaintensidad, grande segin el médulo, del
campo eléctrico. Por esta razén, siendo grande la amplitud de oscilaciones de
la tensién en el circuito de la fig. 104 con una substancia antiferroeléctrica en
lugar de ferrosléctrica, se observan -dos ciclos de histéresis. (fig. 106).

La temperatura de:Curie—
‘ella; -En muchos . ‘necesida . }
“mayoria ‘de’las substancias ‘ferroeléctricas tienen lo 'un punto (superior) de
o' abstante, -existe cierta-cantidad de substancias ferroeléctricas con. dos’ puntos: de

no colncide con:la temperatura de Curie, pero es pré-
scesidad de diferenciarlas, . i
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§:24. Substancias piezo_e!é;:'rr icas

Se! describen los mecanismos. del-efecto piezoelécirico-y del efecto’ piego~:
eléetrico inverso. Se analiza la relacién entre el efecto piezoeléctrico in- .
verso y la-electrostriccién. Se dan las nociones principales sobre-las.
substancigs piroeléctricas. :

Propiedades de las substancias-piezoeléetricas. Existe una:-cantidad.muy:grandé
deiéristales, en cuya superficie surgen, al deformarse, cargas eléctricas: Semejan-
tes cristales se denominan.substancias piezoeléctricas. Dado que las deforma-
ciones no pueden cambiar por sf mismas Ja carga total del cristal, las cargas su-
perficiales que se forman durante la deformacién poseen signos diferentes en distintas
partes de la superficie. El cuarzo, la turmalina, la sal de Rochelle, etc. pertene-
cen a las substancias piezoeléctricas.

Como muestra el experimento, las cargas en la superficie de la substancia
piezoeléctrica surgen como consecuencia de las deformaciones homogéneas de
compresién o traccién en direcciones bien determinadas, denominadas ejes po-
lares de la substancia piezoeléctrica. En las caras opuestas, perpendiculares
al eje ‘polar, durante las deformaciones homogéneas, surgen cargas de signo
contrario, con la particularidad de que los signos de las cargas cambian al va-
riar o] signo de la deformacién, es decir, si, por ejemplo, durante la compre-
si6n a lo largo del eje polar, en la cara dada se forma una carga positiva, durante
la traccidn, esta misma cara se carga negativamente. El efecto piezoeléctrico se
obgerva no sélo durante la pura compresién o traccién a lo largo del eje polar,
sino que durante cualquier deformacién del cristal que va acompafiada por la
compresioén o traceién a lo largo del eje polar.

Puesto que en diferentes caras, perpendiculares al eje polar, surgen cargas
de diferente signo, las direcciones distintas a lo largo del eje polar no son equivalen-
tes. Pero eso significa que si el cristal se gira a 180° alrededor del oje, perpendi-
cular al polar, este iltimo eje coincide consigo mismo, mijentras que el cristal
no coincide consigo mismo. Por esta razén, los cristales que poseen centro de
simetria no pueden ser piezoeléctricos. Para que exista el efecto piezoeléctrico
durante la deformacién homogénea, es necesario que el cristal no tenga centro
de'simetria. Los ejes polares se determinan por las propiedades de simetria de la
red cristalina. En general, el cristal posee varios ejes polares.

Las propiedades piezoeléetricas dependen de la temperatura. Si a cierta tem-
peratura la red cristaling cambia de tal manera que se forma un centro de simeiria,
a esta temperatura desaparecen las propledades piezoeléctricas del cristal, Por ejem-
plo, las propiedades piezoeléctricas del cuvarzo hasta la temperatura de 200 °C
varian poco, pero luego hasta la temperatura de 576 °C comienzan a debilitar-
se lentamente. A 576 °C sucede el cambio de la red cristalina del cuarzo, debido
al cual las propiedades piezoeléctricas del cuarzo desaparecen. Al bajar la tem-
peratura, el cambio de las propiedades del cuarzo ocurre en direccién
inversa,
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Efectos piezoeléetricos transversal y longitudinal. La aparicién de las
cargas en las caras, perpendiculares al eje polar, durante la deformacién homo-
génea del cristal a lo largo de este eje, se denomina efecto piezoeléctrico longi-
tudinal. Sin embargo, puede provocarse la aparicién de cargas en las mismas
caras, comprimiendo o estirando el cristal perpendicularmente al eje polar sdlo
si en este caso tiene lugar la compresién o traccién del cristal a lo largo del eje
polar. Este fenémeno se llama efecto piezoeléctrico transversal. Su ezistencia se
determina por la relacién entre las deformaciones longitudinales y transversales del
sdlido,

Mecanismo del efecto piezoeléctrico. Sélo los cristales idnicos pueden
poseer propiedades piezoeléctricas. El efecto piezoelécirico surge cuando infiuida
por las fuerzas exieriores, la subred cristalina de iones positivos se deforma de ofra
manera que la subred cristaling de iones negativos. Como resultado tieme lugar
ol desplazamiento de los iones positivos y negativos que conducen a la aparicibn
de polarizacién del cristal y de cargas superficiales. La polarizacién es, en pri-
mera aproximacién, directamente proporcional a-la deformacién que, a su vez,
es directamente proporcional a la fuerza. Por lo tanto, la polarizacién es directa-
mente proporcional a la fuerza aplicada. Entre las caras con cargas de signos
contrarios de un dieléctrico deformado surge una diferencia de potencial que
puede medirse y después, segn su valor, 3acar la conclusién del valor de las
deformaciones y las fuerzas aplicadas. El uso de esta relacién encuentra gran
aplicacién préctica. Por ejemplo, existen captadores piezoeléctricos para medir
presiones que varian rdpidamente. Se conocen micréfonos piezoeléctricos, cap-
tadores piezoeléctricos en la automitica y telemecdnica, etc.

Efecto piezoeléctrico inverso. Consiste en que en un campo eléctrico exte-
rior la substancia piezoeléctrica se deformard. La necesidad de su erxistencia se
desprende de la del efecto directo y el principio de conservacién de la energia. Du-
rante la deformacién de la substancia piezoeléctrica, el trabajo se gasta en
formar la energia de deformacién eldstica y la energia del campo eléctrico que
surge a causa del efecto piezoeléctrico. Por lo tanto, al deformar una substan-
cia piezoelécirica, es necesario superar ademis de la fuerza de elasticidad del
cristal, la fuerza complementaria que obstaculiza la deformacién y es un factor
que determina el efecto piezoeléctrico inverso. Para compensar esta fuerza com-
plementaria hay que aplicar un campo eléctrico exterior, contrario al que surge
durante el efecto piezoeléctrico. Por consiguiente, para obtener cierta deforma-
cién de la substancia piezoeléctrica, bajo la accién de un campo eléctrico ex-
terior, es necesario que sea igual, pero de direccidn contraria, al campo que surge
durante la deformacién dada;-debido al efecto piezoeléctrico directo. Por ejem-
plo; i durante cierta deformacién-de la substancia piezoeléctrica a lo largo del
ejé polar entre sis cerds, perpendiculares al: eje; surge cierta.diferencia de poten-
cial, para realizar:la misma deformacién sin’utilizar fuerzas mecdnicas, hay que
-aplicar-a esas caras la misma diferencia de-potencial, pero con.signo contrario,

- El mecanismo del efecto. piezoeléctrico- inverso es parecido al directo:
influidas por el campo .eléctrico-exterior, las.subredes cristalinas de iones po-
sitivos y negativos se deforman de diferente manera, lo que: conduce a la de-
formacién del cristal.
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El efecto piezoeléctrico inverso tiene también ‘numercsas aplicaciones
:précticas. Por ejemplo, hallaron grar aplicacién los radiaderes ultrasonoros de
cuarzo.. | - _ e Pty

‘Substancias piroeléctricas., La subred de.iones positivos de .algunas sube
stancias piezoeléctricas resulta desplazada con respecto a la subred de.jones
‘negativos én estado de equilibrio termodindmico, debido a lo cual.seméjantes
cristales resultan polarizados en ausencia del campo eléctrico exterior, Do esta

nera, los mencionados cristales poseen polarizacién eléctrica esponténes.

Por lo general, la existencia de semejante polarizacién esponténea”se ot

‘mascara por las cargas superficiales libres que se precipitan del medic.amibiente
en la superficie del cristal bajo el efecto del campo eléctrico, relacionado con
la polarizacién espontinea. Este proceso transcurre hasta que el campo eléc-
trico se neutralice totalmente, o sea, hasta que no se enmascare completamente
la presencia de la polarizacién espontinea. Sin embargo, al variar la tempera-
tura del modelo, por ejemplo, al calentarlo, tiene lugar el desplazamiento de
. las subredes iénicas una respecto a otra, como consecuencia de lo cual cambia la
polarizacién espontinea y en la superficie del cristal aparecen cargas eléctricas,
- El surgimiento de dichas cargas se denomina efecto piroeléctrico directo y los
cristales correspondientes se llaman cristales piroeléctricos.

Toda substancia piroeléctrica es piezoeléctrica, pero no toda substancia piezo-
-eléctrica es piroeléctrica. Es que las substancias piroeléctricas poseen una direc-

cién preferida, a lo largo de la cual existe la polarizacién espontinea, mientras
que la substancia piezoeléctrica, en general, no tienme direccién preferida.

Existe también el efecto pirveléctrico inverso: la variacién del campo eléctrico

en una substancia piroeléctrica aislada adiabdticamente, va acompasiada por el
icambio de su temperatura. La necesidad de su existencia puede demostrarse,
basdndose en el andlisis termodindmico del proceso y mediante los experimentos.

Al surgir condiciones para la polarizacién esponténea, el dieléctrico tiende a pasar a un
estado en el que, por una parte, hay polarizacién espontfinea, pero por otra parte, la energia
del campo ses minima. Merced a ello, ocurre la formacién de los ini .

' La desaparicion de la polarizacién espontfinea y el paso del estado ferroeléetrico al dielée-
trico polar se provocan por los factores que debilitan la interaccién de los tos dipolares
de las moléculas.

{En qué se diferencia la temperatura de Curie de la de Curie—Weiss?

iCudl es el mecanismo de aparicidén de los dominios? jPor qué los dominios no pueden
ser muy grandes? _ i

¢{Que es una substancia antiferroeléctrica?

Problemas

3.4. Calcular la constante dieléctrica relativa del helio para p = 101,3 kPa, ¢ = 15°C
.:‘i au auaie Eli)t(')i';iidad dieléctrica atémica @ = 2,48.10-%° m? El valor experimental
e g, = §, 2
3.2. Calcular 1a constante dieléetrica del amoniace para ¢ = 27 °C; a = 1,37.10-% m?3;
p = 0,46.10"* C.m. Indicacién: hacer uso de la formula (22.19).
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3.3.
3.4,

3.5.
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El momento dipolar permanente de la molécula de agua es 6,2-10-* C.m. Determinar
la polarizacién del vapor de sgua saturado para ¢ = 100 °C y presién atmosiérica.

El aire consta, en lo fundamental, de moléculas de N % Q4. Segiin la férmula de Clau-
sius—Mossotti, hallar los coeficientes de su ausceptii)i idad atdmica, que para mayor
simplicidad se toman iguales. Hallar el radio de las moléculas. :

Tomando para las moléculas de nitrégeno los valores de @ y r,, obtenidos en el pro-
blema 3.4, calcular la variacién de la distancia entre las cargas que forman el dipolo,
en un campo de intensidad de 4{ MV/m.

Respuestas

8.4, e, = 1,000067. 3.2. g, = 1,0076. 3.3. 1,2.10~ C/m? 3.4. @ = 1,1.10-% m%
ro = 0,96.10-° m, 3.5. 0,87-10°1% m, :



CAPITULO 4

Corriente eléctrica continua

En presencia de solamente las fuérzas de origen- electrostitico: no
puede haber corriente continua. Para que exista 'se necesitan-fueérzas
de origen no electrostitico, denominadas fuerzad -electromotrices
exteriores. La ley prisicipal es la de Ohm én la enunciacién local. * ~

§ 25. Campo eléctrico en presencia de coerrientes continuas

Se analizan las peculiaridades del campo eléctrico en presencia de
corrientes continuas y el papel de las cargas volumétricas y superficiales.
Se examina el papel de diversos factores que aseguran la existencia de
la corriente continua.

Campo dentro del conductor. La ley de Ohm (véase el § 16) en forma diferencial
tiene el aspecto

j = yE. (25.1)

En presencia de corriente j 5= 0 y, por lo tanto, E 5= 0. De esta manera,
dentro de! conductor con corriente hay campo eléctrico. Recordemos que en
la electrostética no existe campo alguno dentro de los conductores.

En general la densidad de la corriente continua por la seccidén del conductor
estd distribuida no uniformemente. Para convencernos de ello examinemos una
seccién de un conductor encorvado con seccién transversal circular [se trata de
un conductor homogéneo (y = const)]l. La seccién encorvada del conductor
debe presentarse como cortada de un trozo de material sin deformar, ya que en
el conductor encorvado hay deformacién y la condicién de homogeneidad para
¢él, hablando en rigor, no se cumple y todo el cuadro de distribucién de la den-
sidad de la corriente se complica.

".. En la proximidad de la superficie del conductor la densidad de la corriente
‘puede dirigirse sélo por la tangente a la superficie. Esto significa [véase (25.1)],
E'ua la intensidad E del campo en las inmediaciones de la superficie del con-
ductor es tangente a la superficie. Por lo tanto, las superficies equipotenciales
son perpendiculares a la superficie del conductor. Si la seccién del conductor
éstd encorvada, es evidente que dos superficies equipotenciales préximas no
‘pueden hallarse a una distancia invariable la una de la otra en todos los puntos
dentro del conductor. Por ejemplo, en un conductor anular de seccién circular
1a distancia entre las superficies equipotenciales en la parte interna del anillo
‘6s menos que en la externa. Ya que la distancia entre las superficies equipoten-
‘ciales vecinas varfa, cambia también la intensidad del campo eléctrico en los
‘puntos correspondientes de la superficie equipotencial. De agui [véase (25.1)}
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sacamos la conclusién de que en un conductor homogéneo la densidad de la
corriente continua en general, varia por la seccién del conductor. £n un conductor
rectilineo cilindrico circular de longitud infinita las superficies equipotenciales
dentro del conductor son planos, perpendiculares al eje del conducter. Por eso,
por toda la seccién de semejante conductor homogéneo, tanto la intensidad del
campa eléctrico, como también la densidad de la corriente son constantes.
En lo sucesivo, se examinan principalmente sblo los conductores que po-
seen un irea muy pequefia de }a seccién transversal, denominados lineales. Para
esa clase de conductores puede menospreciarse con gran precisién la variacién
de la densidad de la corriente eléctrica por la seccién del conductor, consideran-
do que e¢n cada punto de dicha seccién la densidad de la corriente es constante
seglin el médulo y esté dirigida a lo largo del elemento de longitud dl del con-
ductor. La intensidad de corriente que circula por el conductor, es en este caso
igual a [ = jAS, donde AS es el drea de la seccién transversal del conductor.
Asf pues, en el caso general 1a cuestién sobre la intensidad del campo eléc-
trico y la densidad de la corriente continua dentro de los conductores gruesos es
compleja. La distribucidn de 1z densidad de la corriente respecto a la seccibn
depende de una serie de factores y, en particular, de la forma del conductor.
Razonamientos mas determinados pueden enunciarse sobre la intensidad del
campo en las inmediaciones de la superficie del conductor. Cerca de la super-
ficie tanto la intensidad del campo, como la densidad de la corriente estén diri-
gidas de modo tangente a la superficie. Las componentes normales de estas mag-
nitudes respecto a la superficie dentro del conductor estin ausentes. De la con-
dicién de frontera (17.30) deducimos que en la prozimidad de la superficie fuere
del conductor hay un campo eléctrico, cuya componente tangencial de la infensi-
dad E es igual a {a componente tangencial de la intensidad E. del campo denirg
del conductor (fig. 107). En cambio, de aqui no s¢ puede deducir nada sebre
la companente normal de la intensidad del campo eléctrico fuera del conductor.’
Cuestién sobre las fuentes del campo. {Qué es lo que engendra el campo:
eléctrico dentro del conductor, qué es la fuente de este campo? Puesto que ls,
existencia de corriente continua en el circuito se asegura por una fuente co-
rrespondiente de corriente continua, por ejemplo, por pilas eléctricas, estd
claro que dicha corriente tiene algo que ver con la creacién del campo eléctrico:
Sin embargo, 1a corriente no puede directamente originar ese campo. Semejan®
te afirmacién es obvia en el caso de un conductor muy largoe para las seccio-
~ nes del circuito, alejadas de la pila auna distancia muy grande, por ejemplo;
a-centenas-de kilémetros. Lia intensidad del campo eléctrico que pusden creaf
las:cargas‘de los polos de la pila es insignificantsmente pequefia a esa distancia:
Por:lo:tanto, la pila no puede ser-una fuente directa del campo eléctrico dentro
del conductor. .
: La finica fuente-del campo eléctrice continuo puede ser la carga eléctrical
Por eso' el :problema ‘en cuestion se reduce a la interrogante sobre qué cargas
engendran el campo dentro de un-conductor y dénde se encuentran dichas-car-

Campo ‘fuera del conductor. Para contestar a esta pregunta es necesario
estudiar el campo. eléctrico fuera del conductor. Cologuemos el conductor- con
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corriente en un bafio plano, cubierto con una capa fina de polve dieléctrico
{fig. 108). Los-granos pequefios de polvo se ‘sitian en cadenas a lo'largo delas
lineas de fuerza del campo eléctrico (véase el § 19). En la figura se muestran dos:
secciones del conductor con corriente y la1inea de fuerza entre ellas.

Se ve que las lineas de fuerza del campo eléctrico no son.tangentes a la
superficie del conductor. Eso significa-que fuera del conductor cerca de su su-
perficie existe a la par con la componente tangencial de la intensidad E, del cam-
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Fig. 107

El campo dentro del conductor
y la componente tangencial de la
intensidad en las proximidades

Fig

. 108

Demostracién de la existencia
de componente normal de la in-
tensidad del campo cerca de la

superficie del conductor

de la superficie fuera del con-
ductor

po eléctrico, la componveiic normal E, = 0, Por eso de (17.26) deducimos que
en la superficie del conducior deben existir cargas, cuya densidad superficial es

(25.2)

En la férmula (25.2) se supone que el conductor se encuentra en el vacio.
Si se sumerge en un medio dieléctrico, en lugar de g, en la férmula (25.2) partici-
pard la constante dieléctrica e del medio.

Cargas superficiales. Asi pues, en la superficie del conductor por el que

circula corriente eléctrica continua, existen cargas eléctricas. Ellas son precisa-
mente las fuentes del campo eléctrico que existe en el conductor y asegura la presen-
cia de la corriente continua. En diversas secciones del conductor la densidad
superficial de la carga puede tener signos diferentes. Por sjemplo, las secciones
‘derecha e izquierda del conductor en la fig. 108 tienen respectivamente densi-
dad superficial negativa y positiva de la carga.
. Cargas volumétricas. Los conductores homogéneos poseen sblo cargas
superficiales. £n los conductores heterogéneos, cuando la conductibilidad varia de
un punte a otro, surgen también cargas en el volumen del conductor. Esto se des-
.prende directamente del principio de conservacién de la carga (5.24). En el
cdso estacional en cuestién (8p/df) = 0 y la ecuacién (5.24) toma la forma

div j = 0,

g = BBEH'

(25.3)
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En principio, la carga velumétrica en la substancia puede ser tanto libre, como
ligada. A posotros nos interesa la densidad volumétrica sumaria p + pyg de
la carga, cuya presencia conduce a la variacién de la intensidad del campo eléc-
trico a lo largo del conductor, Por eso [véase (17.27)] la densidad volumétrica
sumaria de la carga es igual a

P + piyg = div (eoE) = e, div (§/v), (25.4)
donde E = j/y. Teniendo en cuenta (25.3) y la expresién
div (i/y) = (U/y) div § = j-grad (1/7), (25.5)
de (25.4) ballamos
P+ Pug = eof-grad (1/y) (25.6a)

Dirigiendo el eie X a lo largo de la seccién rectilinea del conducter y con-
siderando que sus propiedades varian solo en esta direcci6n, escribimos de nuevo
la férmula (25.6a) en la forma

o+ prug =eo) 2V (25.6b)

Si la conductibilidad disminuye en direccion de la corriente, la densidad
de las cargas es positiva. La causa consiste en lo siguiente. Siendo el area de la
seccidén del conductor constante, la densidad de la corriente a lo largo del con-
ductor debe ser constante. Si la conductibilidad disminuye en direccién de la
corriente, para mantener invariable la corriente es necesario aumentar la in-
tensidad del campo eléctrico, El aumento de la intensidad se asegura precisa-
mente por las cargas positivas volumsétricas. De la misma manera se explica la
aparicién de las cargas negativas volumétricas al aumentar la conductibilidad
en direccién de la corriente.

Mecanismo de realizacién de la corriente continua, La fuente de corriente
se denomina fuente de fuerzas electromotrices exteriores (fem exteriores; véase
el § 26). Seghn los resultados de su accién, ella representa en si un proceso o
un dispositivo que separa las cargas positivas de las negativas. Después de ser
divididas, las cargas se desplazan hacia los electrodos y por la ley de Coulomb
influyen sobre las cargas del conductor en las inmediaciones de los electrodos;
estas cargas, a su vez, actian sobre otras cargas, etc. Como consecuencia de
esas: interacciones colectivas en ¢l circuito, en la superficie delos conductores
surge una.distribucién de.las cargas que asegura, la existencia del campo eléctrico
correspondiente dentro del conductor, Asi, pues, el papel de las cargas en los polos
de 'la fuente de las fem ezteriores no consiste en crear.en todos los conductores directa:
mente el campo elécirico, correspondiente, sino en asegurar una distribucién de las
cargas. superficiales en. los cor_iitm:es-que cree el campo, eléctrico necesario dentro
de ellos. Pero esto es precisemente lo que asegura.la existencia de corriente
continua, Ya quela interaccidn entre las cargas se efectia mediante las.fuerzas
electromagnéticas, el proceso de formacién de la corrients continua en el cir:
cuito después de su cierre, se.caracteriza por la velocidad de propagacifn de
las ondas electromagnéticas que depende de la distribucién deilas capacidades,
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inductancias y otras caracteristicas del circuito.
En el espacio libre la velocidad de propagacién
de las interacciones electromagnéticas es igual
a’la velocidad de la luz.

Variacién del potencial a lo largo de un con-
ductor con corriente. Dado que en el conductor,
en- presencia de corriente continua E 5% 0, el
potencial varfa a lo largo del conductor, es
decir, -a diferencia -de la-electrostitica el poten-
cial:no permanece constante en. todos-los puntos
del:conductor.. En -cambio, el campo dentro del iz 100
conductor se forma por las cargas superficiales by caloular 1o diférencia de
inméviles, constantes con el tiempo, y-por estarazén, ~potencial entre dos puntos de un
lo mismo que en la electrostitica, es de poten- conductor coa corriente
¢lal, Por lo tanto, la diferencia de potencial
entre dos puntos del conductor (fig. 109) segin la férmula (14.28) es igual a

(2)
lp(2)-—-{'1)=—5 E-dl, (25.7)
¢}

donde la integral se calcula por cualquier camino que una los puntos I y 2. Para
mayor comodidad de los célculos, es 1til elegir, como camino, una de las Ifneas
de corriente que conecte cierto punto en la seccién 7 del conductor con el co-
rrespondiente punto de la seccién 2. A 1o largo de la linea de corriente E y dl son
colineales y por eso E-dl = Edl, con la particularidad de que el signo positivo
sé determina por el hecho de que la corriente circula en direccién del mayor po-
tencial al menor. Ademds, si el area de la seccién del conductor es constante,
4 lo largo del conductor E = const. Por lo tanto, [véase (25.7))

¢ M) — 9@ =El @58

donde ! es la longitud del conductor entre las secciones I y 2. La diferencia
de potencial entre las secciones se denomina tensién (voltaje) y se designa por
Uis = ¢ (1)—q (2). Partiendo de la forma diferencial de la ley de Chm
{i = vE), hallamos

E = jlv = jSI(38) = /(¥S), (25.9)
donde [ es la intensidad de corriente. Tomando en consideracién (25,9), la rela-
cién (25.8) toma la forma

Uy = TH(yS) = IR,,, (25.10)

doude R,, = l/(yS) es la resistencia dhmica de la seccién del conductor. La
férmula (25.10) es la ley de Chm para la seccién del conductor.
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§ 26. Fem exteriores

Se discute el papel de las fem exteriores en los circuitos de corriente y se
describen las fuentes concretas de las fem exteriores.

Esencia de las fem exteriores. La fuerza electromotriz exterior puede tener
origen electrostatico por el simple hecho de que el campo electrostitico es po-
tencial. Por lo tanto, el trabajo del campo por un circuito cerrado, por el que
circula corriente, es igual a cero, o sea, para dicha condicién la corriente no
podria existir ya que ella debe efectuar trabajo en superar la resistencia 6hmica
del conductor. La existencia de corriente continua demuestra que las fuerzas elec-
tromotrices exteriores tienen origen no electrostdtico.

La fuerza electromotriz exterior puede ser, en particular, una fuerza eléctri-
ca 0 mecinica, sin ser una fuerza de origen electrostético. Por ejemplo, semejan-
te fem es la fuerza que actita sobre una carga en el campo eléctrico que surge
por la ley de induccién electromagnética de Faraday (véase el capitulo 8).

Fem exterior meeénica. La fig: 110 muestra el esquema de la fuente més
sencilla de corriente en el que la fem exterior posee origen mecénico. Entre los

¢ :
— A —
Fig. 110 Fig. 111 )
Esquema de la aceién de laa fem Esquema de una méquina elec-
exteriores de origen mecdnico trostética

electrodos 4 y B existeun medio neutro con igual cantidad de cargas positivas
-negativas: La fuerza exterior de: origen no:electrostatico”desplaza las cargas

¥ : ! :

positivas hacia el electrodo B, mientras quelas;negativas, hacia 4. Como con-
secuencia, el electrodo A recibe carga negativa y el electrodo B, positiva. En
oleircui ior.de-B a4 icircula.unaicorrienteeléctrica- que-efectiia un tra-

jo correspondients. La energfa:necesaria para-eso,’se comunica al sistema me-
diante ‘las fuerzas’ exteriores que-gastan cierto. trabajo. para dividir las cargas
entre los.electrodos 4y B y hacer Ilegar estas cargas hasta los-electrodos contra
las.fuerzas'del campo eléctrico con intensidad E que existe entre los electrodos.
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La‘corriente entre los electrodos 4 y B dentro de la fuente de_fem cierra la

rriente en el circuito exterior. Si la direccién de la corriente se caracteriza res:

pecto-a_los electrodos, en el circuito exterior la corriénte circula del electrodo’ positivo
al-negativo, mientras que dentro de la fuente de corr:snte, desde el elecirodo nega--
tivo. hacia el positivo.

Una realizacién préctica de la fem exterior mecénica es la méquina elec-
trostdtica, cuyo circuito.se-da en la fig.-144. Las cargas QF y Q- cres
po.elec.trostatmc en el espamo entre ollas: Jias placas conductoras C 'y D,
dagiuna de otra, se. mueven por una circunferencia alrededor del-eje 0, influidas
as fuerzas mecanicas exteriores. En la posicién I Jas placas resultan estar
unidas entre si mediante un conductor inmévil (linea continua con flechas en los
extremos). Como consecuencia de la induccién. electrostatica, las. plagas C'y D
en esta posmlén adquieren cargas negativa y positiva, respectivamente. Du-
rante la {;ostermr rotacidn se interrumpe su contacto con el conductor y en la po-
sicién 2 las placas estén aisladas una de otra, pero teniendo cargas de diferentes
signos. En la posicién 3 se ponen en contacto con los electrodos A y B, alos que
.pasa la carga de € y D. Entre los electrodos por el circuito BGA circula corriente
eléctrica, Si existe un par de conductores en rotacién CD, la corriente por el
circuito circula por impulsos: dos impulsos por una vuelta. Pero si se coge una
cantidad grande de placas C, D que se pongan en contacto con los electrodos
4, B, sucesivamente con interrupciones infinitésimas, por el circuito exterior
pasa una corriente pricticamente continua, Semejante miquina realiza fem
exterior de origen mecénico, que surge debido a las fuerzas mecédnicas que ase-
guran el movimiento de Jas placas C, D por la circunferencia.

La cadena de transformaciones de la energia en este caso se representa de
la algulenta manera. Las fuerzas mecédnicas exteriores, al desplazar las placas
C.y D, efectiian cierto trabajo contra las fuerzas del campo electrostitico que
existe antre las cargas @* y @-, y trasladan las cargas en las placas C y D a los
alectmdos A y B. Como consecuencia de ello, la energia del campo electrosta-
tico varia, es declr. sucede la transformacién de la energia de la forma mecd-
nica a la energia del campo eléctrico. Después esta energia, debido a la circu-
lacién de la corriente por el circuito BGA, se convierte en calor de Joule y otras
formas de energia, determinadas por el trabajo de la corriente en el circuito
exterior.

 Pilas eléctricas (elementos galviénicos). Las pilas eléctricas y los acumula-
dores son fuentes de corriente continua muy difundidas. La corriente elécirica
fue descubierta en 1791 por L. Galvani (1737—1798). No obstante, el cientifico
no supo interpretar correctamente sus ensayos. Lo hizo en 1792 A. Volta (1745—
1827). Los elementos de corriente continua, de los que se trata aqui, se denomi-
nan pilas eléctricas o elementos galvanmos. en honor de Galvani.

.. La diferencia de potencial (véase el § 2) surge no sélo habiendo contacto de
los_s6lidos, sino que al estar en contacto los sélidos y liguidos. En ese caso
pueden tener lugar reacciones quimicas. Por ejemplo, si una placa de zinc Zn
se mete en una solucidn de dcido sulfarico H,80,, el zinc se disuelve (fig. 112)
Sin emhargo no son los dtomos neutros de zinc los que pasan a la solucién, sino
que los iones positives Zn**, a causa de lo cual la solucién adquiere carga posi-
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tiva y la placa de zinc, negativa. Entre la solucién y la placa surge diferencia
de potencial. Para cierte potencial del metal con respecto a la solucién, deno-
minada electroquimica, cesa el paso de los iones de zinc a la solucién. El depende
de las propiedades del metal, del liquide y de la concentracién de iones de me-
tal en la solucién. Al estar el metal en contacto con el agua, el primero obtiene
una carga més negativa que al estar en contacto con la solucién de sal que con-
tiene iones de metal. Para una concentracién grande de iones en la solucién pue-
de ocurrir el proceso inverso durante el cual los iones positivos se precipitan en

Fig. 112 Fig. 113
Aparici6n de la diferencia de po- Pila de Volta
tencial entre el sélido y liquido

el metal y éste se carga positivamente. Asf, pues, siendo diferentes las combina-
ciones de metales, liguidos y eoncentraciones de los iones, en las soluciones pueden
surgir distintos potenciales electroguimicos.

Puesto que el potencial electroquimico depende de la concentracién de io-
nes de metal, se ha acordado tomar una solucién gue contenga en 1 litro de so-
lucién un mol de iones de metal, dividido por la valencia del ion, El potencial
quimico del metal respecto a semejante solucién se llama potencial electroqui-
mico normal absoluto. Por ejemplo, para las soluciones en 4cido sulfdrico este
potencial para Zn es igual a —0,5 V y para Cu, 4-0,6 V.,

Si dos metales distintos se sumergen en la solucién, entre ellos surge una
diferencia de potencial, igual a la diferencia de sus potenciales electroquimicos.
El conjunto de dos metales y una solucién se denomina pila eléctrica (elemento gal-
Vdnico).y-la:diferencia de potencial entre los metales, fuerza eléctromotriz de la pilu.

- Pila:de Volta.: Esta consta de placas de zinc y cobre, sumergidas en una
solucibn:de:dcido:sulfirico (fig: 143). Tomando en consideracién los potencia-
les electrogquimicos:del zinc vy el cobre; deducimos que la fem de la pila de Volta

esigual a 0,6+ (=0,5) V=14 V

. Zona de accién de las fem exteriores. No hay que pensar que las fem exte-
‘Tiores'aparecen en el'espacio.entre las placas de zinc y cobre. En el caso dadoexis-
‘ten: dos: fem. exteriores, concentradas en' las capas superficiales de’contacto de las
Placas.de:cobre y zinc con la solucién. Estas capds-poseen un-grosor molecular. En
todo el volumen: restante-dé. la solucién no-hay fem exteriores algunas. Al unir las
placas de-la pila-con un conductor, comienza a circular corriente de la placa
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de.cobre, .que es el electrodo-positivo-de; la pila; a la placa de zinc, que es el
electrodo negativo En la solucidn-entre los:eléctrodos:la corriente circula‘de la.
placa de zinc a la de cobre. Asi, pues, como debe de ser en: efecto, las lfneas ‘de
corriente -continua son cerradas. .
Examinemos la:variacién del potencial-en un circuito cofi cnmante En
direccién ‘de la corriente el  potencial cae.en la resistencia“6hmica del condu
La fig. 114 muestra el cambio del potencial por un’circuito cerradoconpila
de Volta a titulo de la fuente de fem exterior. Los puntos 4 y B corresponden
a las capas superficiales de los contactos entre las placas de cobre y.zino.y. las
soluciones en las que actéian fuerzas electromotrices exteriores. Su’ d1fereneia
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Fig. 114
Cambio del potencial en un circuito con pila eléctrica

es precisamente la fem exterior de la pila. Es igual a la caida total de potencial
en la resistencia éhmica del circuito exterior en la seccién AGE y en la resis-
tencia Ohmica del electrolito en la seccion BDA. La resistencia hmica del
electrolito se denomina resistencia interna de la pila. Designemos por &..:,
R y r la fem exterior de la pila, la resistencia del circuito exterior y la resisten-
cia interna de la pila, respectivamente. Escribamos la ley de Ohm para todo
el circuito como

Eexrr =T (R+1). {26.1)

La fem exterior de la pila se determina por las propiedades de la pila y
‘no depende de la intensidad de la corriente que circula por ella. De la férmula
(26.1) se ve que la caida de tensién en el circuito exterior (I/ = IR) no es igual
a la fuerza electromotriz de la pila y es siempre inferior a ella. Es la tensién
entre los bornes de la pila en funcionamiento, cuande por el circuito pasa ce-
‘rriente. Al aumentar la intensidad de corriente, la tensidn en el circunito ex-
terior disminuye, con la particularidad de que tanto més, cuanto mayor sea
la resistencia interna de la pila. Al hacer uso de la pila, es necesario que la ten-
sién en el circuito exterior dependa lo menos posible de la intensidad de co-
rriente, o sea, de la carga. Por eso una caracteristica importante de la pila es
la resistencia interna. Cuanto menor es; tanto mejor es la calidad de la fuente
de fem exteriores a igualdad de las demés condiciones.

14=01444
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Principio de conservacién de la energia. Analicemos el principio de con-
servacitn de la energia en el circuito con corriente, mostrado en la fig. 114,
Designemos el trabajo del campo eléctrico al moverse la carga g por un circuite
cerrado por 4, y el trabajo de las fem exteriores por 4,. El campo eléctrico
ejerce un trabajo en las secciones en que el potencial cae desde @, hasta ¢, (cir-
cuito exterior) y desde ¢, hasta g, (a causa de la resistencia 6hmica de la solu-:
cién a la corriente dentro de la pila). El trabajo es igual a_

Ay = (@ —9)q+ (@ —9) g (26.2)

El trabajo de las fem exteriores en las capas de un grosor molecular conduce:
al aumento de los potenciales desde g, hasta g, (en la placa de cobre) y desde
@, hasta @4 (en la placa de zinc). Por esta razon, el trabajo de las fem exterio-
res se da mediante la expresion

Ar (@ — @) g+ (@a— 92 7= (@1 — Pg) g+ (s — @) ¢,  (26.3)

donde la segunda igualdad se obtuvo como consecuencia de la reagrupacion de
los términos. Comparando (26.2) y (26.3), se ve que

4, = 4, (26.4) -

es decir, el trabajo que se efectiia en el circuito al pasar la corriente, es igual al tra-

bajo de las fem exteriores.
Deduzcamos otra vez més la ley de Ohm (26.1) para todo el circuito, utili-

zando la ley de Ohm (25.10) para la seccidn del circuito:

¢ — @ =1IR, o3 — 9, =1Ir, (26.5)

de donde
IR+ Ir = (9, — ¢9) + (93— 99) = (®1 — @) + (93 — @5) = Eoxy-
(26.6).

Polarizacién de la pila. Al pasar la corriente en el circuito de la pila de Volta,.
los iones Zn** pasan a la solucién, donde se unen con los iones negativos de.
807", en que a la par con los iones de H}* disocia el dcido sulfirico. En la solu-’
cién tieme lugar la reaccién Zn** 4 SO;” = ZnSO,, cuyos productos se pre-
cipitan en forma de sedimento. Los iones positivos de hidrégeno tienden a la,
placa de cobre, neutralizndose por los electrones de la corriente de conduc-,
ci6n, en la placa. Como consecuencia, en la superficie de la placa de cobre se;
a una pelicula de hidrégeno que, por una parte, aumenta la resistencia:
1a pilaj pero por.otra:parte, crea un potencial electroquimico-co
ario; dirigido-contra el potencial que existia alli-antes.de formarse ]a-pe
Debido. a todos estos procesos, la fem de.la pila disminuye. Semeian

v

[procesos se denominan: polarizaciénide la pila. -
- Métodoes de despolarizacién. Para evitar la caida de fem, se utilizan diver=

sos métodos de_despolarizacién. -

o Utilizacién, de.dos liguides, elegidos d__e..t.al manera que.-en los elec
dos.no-sucedé desprendimiento de nuevas substancias. Para cada electrodo
elige ‘el liquido conveniente. Los liquidos se separan medianie un- tabique qu
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por una parte, los protage de mezclarse y, por otra, no obstaculiza el intercam-
blo detivnes. Verbigracia, en la pila de"Daniel on calidad de liguidos-se tonian
el:gulfato: de cobre CuSQy, (vitriolo de'cobre) y la solucién de ZnSOy (fig: 115),
C articularidad de que en el vitriolo'de cobre sé'sumatge una placa de'cobra
golucidn de sulfato de zinc ZnSO,, de zinc. El zinc pasa ala solucién-del
silffrico en forma de ion Zn**, Los electrones de'la placa‘de cobre’pasan
: lucién de sulfato'de cobre y neutralizan el ion Cu**, en definitiva, el cobre
g6 précipita de la-soliicién+ala placa de tobre. Los iones SO7™ que: qiiedaron en
a soluciénpenetran através del tabique a la:otra parte de la pila ¥ se unen ‘con
ientras que el exceso de ZnSQ, que se formé a causa deello, se deposita

Fig. 115
Pilg de Daniell

en el fondo. De esta manera, al funcionar la pila, no surge polarizacién alguna,
sblo sucede el empobrecimiento de la solucién de vitriolo azul CuS80,. Se nece-
sita compensarlo.

2. Utilizacién de fuertes oxidantes que enlazan el hidrégeno y oxigeno,
formando agua.

Acumuladores. Es una pila eléctrica en la que las substancias que se gastan
durante el trabajo en calidad de fuente de corriente, se acumulan si se hace pa-
sar a través del acumulador corriente de una fuente constante. Semejante pro-
cedimiento se llama carga del acumulador. El mis difundido es el acumulador
de plomo, que consta de dos placas de plomo, metidas en una solucién de dcido
sulfirico. En los electrodos se forma sulfato de plomo PbSO, con el cual se sa-
tura toda la solucién. Al dejar pasar la corriente por el acumulador durante
su carga, va acompafiado por la oxidacién del plomo del electrodo, unido con
el polo positivo del dispositivo de carga, hasta peréxido de plomo PbQ,, y la
reduccion del otro electrodo hasta plomo puro. Asi pues, el acumulador cargado
tiene una placa con peréxido de plomo PbQ, y la otra con plomo puro y un elec-
trolito gue consta de una solucién de H,SO,, saturada de sulfato de plomo sul-
firico PbSO,. Al funcionar el acumulador, su placa con peréxido de plomo
PbO, es el polo positivo y se reduce paulatinamente hasta formarse PbSO,. La
placa negativa que consta de plomo puro, al funcionar el acumulador, se cubra

14+
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poco a poce de sulfato de plomo, Como consecuencia de ello, el acumulador se .
descarga. La fem del acumulador de plomo para la carga maxima es aproxima-
damente de 2,7 V. En cambio, ya durante una descarga pequefia, cae hasta:
2,2 V y a este nivel se conserva durante largo tiempe, disminuyendo lentamente
sélo trabajando el acumulador. La fem minima admisible, para la cual la carga:
restablece totalmente las propiedades del acumulador, se considera igual ‘a
1,85 V. Al descargarse hasta menores fem, ¢l acumulador se estropea.

Una caracteristica importante del acumulador es su capacidad, determinada
como la carga total que puede entregar el acumulador durante la descarga y ex-
presada en amperio-horas.

Se llama fem exterior a una fuerza de origen no electrostitico que efectda la division
de las cargg.

El trabajo que se real(za en el circuito al pasar la corriente eléctrica, es igual el trabajo
de las fem exteriores, La densidad de la corriente continua ‘ror la seccion del conductor no estd
distribulda, en general, uniformemente, En la superficie del conductor con corriente existen
cargas superficiales que son las [uentes del campo eléctrico que bay en el conductor y que ase-
gura la presencia de la corriente continua. }

En distiotas secciones del conductor las cargas superficiales pueden tener signos diferentes.

El papel de las cargas en los polos de las fuentes de fem exteriores no consiste en crear en
todos los conductores directamente un campo eléctrico correspondiente, sino que en asegurar
una distribucién de las cargas superticiales en los ductores que forma el campo eléctrico
necesario dentro de ellos. )

Las cargas volumétricas surgen sélo en conductores heterogéneos.

§ 27. Forma diferencial de la ley de Joule—Lenz,
Trabajo que se efectia al pasar la corriente y potencia
desarrollada

Se introducen las férmulas para el trabajo que se efectiia al pasar la
corriente y para la potencia desarrollada. Se da la forma diferencial
de la ley de Joule—Lenz. Se deseribe el cuadro electrénico cldsico de la
electroconductibilidad y se discuten sus defectos. Se exponen los rasgos
generales de la interpretacién cudntica de la electroconductibilidad.

Tralmjo ‘que-se-efect(a al pasar la. corriente. Potencia. Si entre los puntos con
una-diferencia de potentcial- U se*traslada una carga d@, se efectda un trabajo
dA = dQU. o : (27.1)

~_Sea_que por el conductor circula una corriente 7. Examinemos la seccién
dél conductor,, éntre’cuyos extremos-existe una diferencia de potencial' /. En
anscurso del tiempo di en la seccién se desplaza una carga d@ = I d¢y, por

anto, el trabajo realizable es _
" d4= I U di. (27.2)
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la corriente en dicha seccién se determina por la «f —_—
férmula, ' .'ls] . — E

\\\)\\\\\'\\\\\\\\\\\\\\\\\"\_\\\\\\\\‘\‘_«\\\
' Al

Por consiguiente, la potencial que desarrolla (‘

P=d4/dt=1U, (27.3)

La fosma de energia que.se desprende: en _Eisr-a 1t}fducir 14 ey dé Toile
este caso, depende de la naturaleza de los facto- § "eCUCHE, 8 Jey C8 Joue
res. fisicos que determinan la caida de potencial. benz eu Jonng Miferenclal e
La cafda de potencial en la resistencia ohmica - - i p——
de los cables se acompafia por el-desprendimiento.de calor, la cafda.de:tensién
en los bornes del motor de corriente continua se.determina poria-realizacién:
de trabajo mecénico, etc. La férmula (27.3) da 14 potencial:totalique desarrolla’
la corriente en la seccién con la caida de potencial I, Si:toda la cafda de:
potencial transcurre en la resistencia Shmica del conductor, éntonces; segin la-
ley de Ohm, U = IR, donde R es la resistencia de la seccién. En este caso
toda la energfa se desprende en forma de calor con una potencia

P=1IU=IR, | (27.4)

La férmula (27.4) expresa la ley de Joule — Lenz. Fue descubierta en
1841 por I. P. Joule (1818—1889) e investigada posteriormente con mis detalle
por F. A. Lenz.

Forma diferencial de la ley de Joule — Lenz. Aplicando la ley (27.4)
a un cilindro infinitésimo (fig. 116), cuyo eje coincide con la direccién de la co-
rriente, obtenemos

= 1 Al
Ap=(jaSP+ 55, (27.5)
donde I = jAS, j es la densidad de la corriente. La resistencia de un cilindro in-
finitésimo es igual a AR = Al/(yAS). Tomando en consideracién que ASAl =
= AV es el volumen del cilindro, de (27.5) hallamos

Py = AP/(ALAS) = oy, (27.6)

donde Py es la densidad volumétrica de la potencia térmica que se desprende
en el conductor, es decir, del calor que se forma en 1 m? dé conductor por 1 s.
La férmula (27.6) es la forma diferencial de la ley de Joule—Lenz, ya que to-
das las magnitudes se refieren a un mismo punto.

Haciendo uso de la ley de Ohm en forma diferencial, transformemos (27.6):

Py=jYy=yE*=j.E. (27.7)

Cualquiera de estas igualdades, cuando en el primer miembro figura Py,
es la escritura de la ley de Joule—Lenz en forma diferencial. A pesar de que
la férmula {27.6) fue deducida para una seccién cilindrica infinitésima del
conductor, su validez no esté relacionada con la forma de un volumen infinita-
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mente pequeiio, ya que todas las magnitudes que participan en ella, dependen
exciusivamente de sus valores en el punto y no son funciones de otros factores.

Fuente de energia para el trabajo de la corriente eléctrica. La caida del
potencial en el circuito con corriente se compensa por la correspondiente ele-
vacién del potencial que surge debido a la accién de las fuerzas electromotrices
exteriores sobre las cargas (véase el § 26). Al pasar la corriente, se efectiia cierto
trabajo y se libera energia, por ejemplo, en forma de calor. Las fuerzas electro-
motrices exteriores ejecutan trabajo sobre las cargas, comunicdndoles una ener-
gia correspondiente. Por eso resulta que todo el trabajo que realiza la corriente,
se efectiia a cuenta de la energia de las fuerzas electromoirices exteriores.

Deduccién de la ley de Ohm, partiendo del cuadro electrénico de la electro-
conductibilidad. El mecanismo de la circulacién de la corriente por un con-
ductor y su calentamiento en los margenes de las representaciones cldsicas tie-
nen el siguiente aspecto.

El electrén libre se acelera por el campo que existe dentro del conductor.
La ley de Newton para el movimiento del electrén es:

ma = ek, (27.8)

donde m, a, € son la masa, la aceleracion y la carga del electrén, respectiva-
mente. El movimiento real del electrén es’muy complicado, puesto que los
electrones se encuentran en un movimiento térmico cadtico. Bajo la influencia
de un campo exterior todos ellos obtienen una misma aceleracién, adquiriende
también una velocidad complementaria en una misma direccién. En definitiva,
se forma un movimiento ordenado de los electrones, es decir, corriente eléctrica.
En esteé caso nos interesa sélo el mencionade movimiento coordinado de los elec-
trones que se sobrepone en su movimiento térmico. En su movimiento los elec-
trones actfian reciprocamente entre si y con los dtomos de la red cristalina del
conductor. Al interaccionar con los atomos de la red cristalina, los electrones
intercambian una parte pequeiia de su energia con ellos. Dicha energia es, en tér-
mino mediq, la energia adquirida por los electrones a cuenta del campo eléc-
trico, ya que en ausencia del campo eléctrico, los electrones libres y los tomos
se encuentran en equilibrio térmico. Este cuadro complejo de cémo los elec-
trones adquieren la energfa, influenciados por el campo eléctrico y su transmi-
sién posterior a los dtomos al actuar reciprocamente, puede imaginarse de la
siguiente maners. Supongamos que el electrén, conforme a la ecuacidn (27.8),
se acelera durante un tiempo: T, luégo choca con el dtomo y le entrega toda la
energiaicinética que recibié. Después empieza‘de nuevo a acelerarse, al cabo de
‘cierto tiempo T de nuevo choca con. el dtomo, etc., es decir, ¢ es el tiempo de
rélajamiento de 1a“distribucion desequilibrada de los electrones hacia el equili-
brio térmico con lared cristalina: Enel modelo se supone que en el transcurso de
este tiempo la energia cindtica:media de los electrones crece bajo la influencia
de un campo. eléctrico exterior, més de su energia térmica media, luego el exce-
so de la diferencia: entre ambas energias se transmite mediante la red. cristalina
y se restablece dé nuevo el equilibrio:térmico. En:realidad, claro que este proceso
sucede continuamente y su cardcter escalonado se introdujo sélo para simplifi-
car los célculos mateméticos. El tiempo t caracteriza la velocidad de retorno.
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al equilibsio térmico del conjunto de electrones y de:la red cristalina del.conduc~
t por cisrtas razones (pero no s6lo por el campo eléctrico exterior) el conjunto
deelectrones pierde ese equilibrio. )

En este cuadro el resultado de numerosas transmisiones de la. energia. del
alectron a los dtomos se sustituye por una. Por eso v tiene el sentido. de lapso
médio entre las colisiones. Si ! es la longitud media del recorrido entre 1as coli-
siones, v, la velocidad media del electrén, determinada por su movimiento.
téfmico, seglin la definicién, -

T =l : -(275-_9).’

El'¢éamino que pasa el electrén del estado de reposo, acelérdndose por el campo
eléctrico, es igual a : ' '
at? 1 eE

S-"—'—‘—z-—:TTa ‘fz (27.10)

Eg, en término medio, el camino de desplazamiento del electrén hacia lIa accién
dél campo eléctrico durante el tiempo T entre las colisiones. El desplazamiento
coordinado se determina por la deriva de los electrones con una velocidad

Vger = 8/T = eEl/(2m ). (27.11)

La velocidad de la deriva es inversamente proporcional a la frecuencia v/
de las colisiones y, por tanto, disminuye al subir la temperatura.
8i n es la concentracién de electrones,

i = envge = e*nEl(Zm,v). (27.42)

Comparando (27.12) con la ley de Ohm j = yE, hallamos la siguiente ex-
presién para la conductividad eléctrica:
1 e'ln

y=g S (27.13)

Asi pués, se obtiene la dependencia correcta entre la densidad de corriente
v la intensidad del campo eléctrico, asimismo la expresién de la conductividad
eléctrica por medio de la caracteristica del movimiento de los electrones libres.

Deduccién de la ley de Joule—Lenz partiendo de la teoria electrémica
de Ia electroconductibilidad. La velocidad que pierde el electron al chocar es

TR (27.14)

Por eso a los 4tomos durante cada colisién se les transmite la energia cinética

Mebgin

E:
Wen=—9—=-73 7 (27.15)

que se adquiere entre las colisiones.

" La frecuencia de las colisiones de cada electrén con los dtomos es igual a

v/l, vy la frecuencia de las colisiones de n electrones con los dtomos, nu/l. Por
esta razon, la densidad volumétrica de la potencia del desprendimiento de ca-
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lor se da mediante la expresién

Py=Wop D = 5 S5 B2 =vyE?, (27.16)

donde se tienen en cuenta las igualdades (27.13) y (27.15). De esta manera, par-
tiendo de la teoria electrénica de la electroconductibilidad, se obtiene la ex-
presién correcta para la ley de Joule—Lenz en forma diferencial.

Defectos de la teorfa clésica de la electroconductibilidad. La teoria clisica
de la electroconductibilidad es muy evidente y ofrece una dependencia correcta
entre la densidad de corriente y la cantidad de calor desprendido respecto a la
intensidad del campo. En cambio, ella no conduce a resultados cuantitativos co-
rrecios. Las principales diferencias de la teoria y el experimento consisten en lo
siguiente: .

1) para obtener de la férmula (27.13) valores correctos de y es necesario con-
siderar ! muy grande (! supera miles de veces las distancias interatémicas en el
conductor). Es dificil comprender en los mirgenes de las representaciones cli-
sicas la posibilidad de recorridos libres tan grandes;

2) el experimento para la dependencia entre la conductividad y y la tem-
peratura conduce a la ley y ~ 1/T. Es imposible explicarla mediante la férmula
(27.13), ya que la teorfa cinética de los gases nos da v ~ J' T. En el cuadro cl4-
sico de interaccién no se puede admitir la dependencia I ~ 1/} T;

3) segin el teorema de la equiparticién de la energfa respecto a los gradoes
de libertad, es de esperar una contribucién muy elevada por parte de los elec-
trones libres en la capacidad térmica de los conductores que no se observa en
los ensayos.

Rasgos principales de la representacién cudntica de la electroconductibilidad.

Séle la teorfa cudntica permitié superar las dificultades recién mencionadas,
de las representaciones cldsicas. La teoria cudntica toma en consideracién las pro-
piedades ondulatorias de las micropartfeulas. La caracteristica més importante
del movimiento ondulatorio es la capacidad de las ondas de contornear los obs-
tdculos merced a la difraccién. Como consecunencia, en su movimiento los elec-
trones aparientan contornear los dtomos sin chocar con elles y las longitudes
de su recorrido libre pueden ser bastante grandes. Dado que los:electrones se
someten: a, la estadistica de Permi— Dirac, en la.formacidn de la-capacidad:ca~
lorifica electrénica pueden participar sélo una parte insignificante de electrones
‘en'las proximidades del nivel de Fermi. Por esta razén, la capacidad calorifica
:electronica;de.los conductores es insignificante. La solucién del problema cuén-
tico sobre’el movimiento del electrén.en un condunctor metédlico conduce a la
dependeéncia y ~ 1/T, como en realidad se observa. Asi pues, s6lo en los mérge-
nes.de la mecdnica cudntica sé'construyé una teoria.cuantitativa de electrocon-
ductibilidad sin contradiceién ‘alguna.

. El tnhn}euun 8e efectiia al pasar la corriente no es consecuencia de la transformacién
de la energia cinética de los electrones’en otras formas de epergia. El partador de la energfa
‘quese gasta para‘realizar el trabajo:no son- los-electrones slno'eléc_l.ﬂh‘hloctwmpétlem
S6lo enel easo. particular de expulsién:del calorde Joule'la energia cinética:deTos electrones
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s la forma -intermedin de energia, mediante la cual la energia del campo electromagnético..
se convierte en calor. En otros cases la energfa cinética de los electrones no desempeiia ningiio.

papel

.-_Qué sentido tiene el tiempo de recorrido libre en la teoria claslca de la electroconducti-

- bilidad?
¢Cuéles son las dificultades principales de la teoria clésica dela electroconductibilidad?

iDe ‘qué manera se superan en rasgos generales?

§ 28. Circuitos lineales. Leyes de Kirchhoff

Se enuncian las reglas para calcular los circuitos lineales.

Circuito cerrado aislado. En el § 26 ya se examind este caso, representando
su resultado mediante la formula (26.1): si en un circuito cerrado aislado existe
una fuente de fem exteriores, la intensidad de corriente en el circuito debe ser tal
que la calda sumaria de tensién en la resistencia exterior y en la resistencia interna
de la fuente sea igual a la fem exterior de la fuente. Si hay varios fuentes de fem
exteriores, es necesario tomar su suma con signos, tomando en calidad de fem
positiva la fem de una direccién determinada.

Para no confundirse de signos es cémodo hacer lo siguiente. Tomamos como
direccién positiva o bien el rodeo del circuito en sentido de las agujas del re-
loj, o bien en sentido contrario a las agujas del reloj. En la fig. 117 se toma el
rodeo positivo en sentido de las agujas del reloj. Las fuerzas electromotrices
de las pilas se designan por &,, €,, &,. De antemano no se sabe en qué direccién
circula la corriente. Por eso eligimos cualquier direccién de la corriente, por
ejemplo, en la fig. 117 ella coincide con la l?llrts(‘.{}hfin positiva de radeo.

Ahora es necesario quedar de acuerdo respecto a los signos. Se considera que
el signo de la fem es positivo si al moverse por el circuito en sentido positivo se
choca primero con el polo negativo de la fuente. Pero si se encuentra primero
el polo positivo, la fem correspondiente tendré el signo negativo, El signo de la
intensidad de corriente se considera positivo si la direccion de la corriente coinci-
de con la del rodeo. En caso contrario, el signo es negativo. De esta manera,
tanto la fem, como la intensidad de corrients son magnitudes algebraicas que
pueden obtener valores tanto positives, como negativos. Ahora no serd dificil
generalizar la ecuacién (26.1) para una cantidad
arbitraria de fuentes de fem exteriores en un &
circuito cerrado aislado: el producto del valor “&
algebraico de la intensidad de corriente por la suma "’/
de las resistencias exterlores e internas en todas las
secciones del circuito cerrado es igual a la suma
de los valores algebraicos en el circuito cerrado:

+ IE*: Rn=§ =&, (28.1)  pig. 147

Circuito cerrado aislado
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donde + delante de I y de §, significa que el signo debe elegirse conforme a las
reglas citadas més arriba. Por ejemplo, para el caso representado en la fig. 417
la ecuaci6n (28.1) tiene la forma

T(R+r+r,+ry) =8 —8 +8&, (28.2)

donde r,, r,, r, Son las resistencias internas de las fem exteriores y R, la im;
pendancia de todas las secciones del circuito fuera de las fuentes. Si para la misma

1 & .
A {8
R

Fig. 148 Fig. 119

Circuito eléetrico Para determinar los circuitos
cerrados y los nudos del ecircuito
derivado

direccién de rodeo, considerada positiva, la flecha que representa la corriente
I estuviese orientada de manera contraria, en lugar de la ecuacién (28,2) se ob:
tendria la siguiente:

—IR4r+ry+7) =8 —8: +8a (28:3)

La ecuacién (28.3) hay que resolverla respecto a I. Si en un caso concreto
I es positiva, la corriente circula como muestra la flecha, pero si I es negativa;
en sentido contrario.

Circuitos derivados. En muchos casos, importantes para la prictica,-los
circuitos eléctricos son mas complejos como, por ejemplo, en la fig. 118. En.cam-
bio, en el circuito de cualquier complejidad participan elementos de dos tipos
gencillos:. . : . :

e é)_;mgi;is en los que se encuentran mas de .dos conductores(fig. 119;-pun-
tos Ly -D); : : o S ' L
. 2) circuitos cerrados (fig. 119; circuitos ABDCA, CDFEC, ABFEA).

Leyes de Kirchhoff: Las leyes de Kirchhoff sirven para componer un sistema
de ecuaciones del-‘que. se hallan las-intensidades de:corriente para el:circuito
derivado:de cudlquier grado de.complejidad. Son-la inscripeién de la ley.de Ohm
(28:4) para cada uno de los circuitos-cerrados y. del; principlo -de conservacibn:de:l
carga en cada nudo. Las reglas de los signos para las intensidades de corrients
y para la fem en cada uno de los circuitos cerrados son-las mismas gue para el
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circuito aislado [véase (28:1)]. La direccion, del rodeo positivo para:todos los
circuitos se elige la*misma. El principio de conservacién de la: carga en’ los
nudos exige que la suma de las intensidades'de corrientesque entiran‘en-
sea igual a la suma dé las intensidades de corfientes qiesalen de ést '
de otra manera, la. suma de los valores -algebraicos-dé:1as intensidades de co—
rrientes en el nudo debe ser nula. ‘Al componer 12 suma de las inté des
corrientes que muestran-las-flechas ‘con la direccién: desde él:nudo,
ejemplo, con el signo menos, mientras- que'las intensidades de-las'c qua
dan las flechas-con‘direccion hacia él'nudé; con ol 513110 mis, Claro’que se;'. piie-
den tomar los signos contrarios; ello no cambia las ecuaciones:correspondientes;
solamente es importante aplicar una misma regla para todos los nudos.

Asi pues, las leyes dé Kirchhoff dicen que:

1) la suma de los valores algebraicos de las intensidades de corrientes en cada

nudo es nula:
Z:f(d:m=0- \ (28.4)

2) la suma de los productos de los valores algebraicos de las intensidades de
corrientes por la resistencia de las i correspondientes de cada uno de los
circuitos cerrados es igual a la suma de los valores algebraicos de las fem exteriores
en cada circuito cerrado: :

2k LR=2 (x)8s (28.5)

Puede demostrarse que el sistema de ecuaciones, obtenido en este caso, para
cualquier circuito derivado es completo y permite determinar todas las corrien-
tes.

Todas estas leyes las dedujo G. R. Kirchhoff (1824—1887). El cientifico
formulé la solucién general del problema sobre los circuitos derivados de corrien-
te continua en 1847, a pesar de que las propias leyes las enunci6 ya en 1845.

Apliquemos las leyes de Kirchhoff al circuito mostrado en la fig. 119.

1. Segin la primera ley de Kirchhoff:

a) —f, — I, — I, =0 (nude C);

by I, + 1, +f; =0 (nudo D).

2. Segin la segunda ley de Kirchhoff:

a) I;ry + IRy — IRy — Iyry = 8, + &, (circuito ABDCA).

b) IRy -+ Iyry — IRy — Igry = — &, — &, (circuito CDFEC).

c) I'r, + A — IR, — Iy, =8 — 8, (circuito ABFEA).

Aqui ry, r,, r's Son las resistencias mtemas de las fuentes de las fem exte-
riores. Las ecuaciones para los nudos coinciden, pero sélo dos ecuaciones de
las tres segiin log circuitos, son independientes. Verbigracia, si se suman las
dos primeras ecuaciones miembro a miembro, se obtiene la tercera. Asi pues,
existe un sistema de tres ecuaciones para tres intensidades incdgnitas de corriente
Iy, I, I;. Después de resolver este sistema, hallamos las intensidades de co-
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rriente y susdirecciones verdaderas. Pero incluso sin resolver dicho sistema pueds
decirse: en la fig. 119 nos hemos equivocado con seguridad en la eleccién de-las
direcciones de la corriente, puesto que en los nudos para las direcciones de co:
rriente elegidasel principio de conservacién de la carga no puede cumplirse a ciens
cia cierta: en el nudo € debe almacenarse la carga negativa y en el nudo: D, la
positiva, Pero €30 no nos debe preocupar ya que la solucién nos dice automdtica:
mente cuales deben ser las direcciones de las corrientes.

De esta manera el ejemple muestra que si se escriben las leyes de Kirchhoff
para todos los circuitos y todos los nudos, resultan mas ecuaciones que las nece:
sarias, ya que no todas las ecuaciones son independientes. Para no complicar el
trabajo es indispensable no escribir las ecuaciones sobrantes. Con ese fin s
puede guiar de las siguientes reglas. Al escribir la siguiente ecuacién para los
circuitos cerrados es necesario fijarse de que ella contenga por lo menos una mag-
nitud que ne entré en las ecuaciones anteriores; si todas las magnitudes ya
participaron en las ecuaciones anteriores, dicha ecuacién es sobrante. Hacemos
lo mismo al escribir las ecuaciones para los nudos. Por ejemplo, arriba en las
ecuaciones para la segunda ley de Kirchhoff no se debia escribir la ecuacidn c)
ya que todas las magnitudes que participan estdn en las ecuaciones a) y b)
En las ecuaciones de 1a primera ley de Kirchhoff la ecuacién b) es sobrante ya
que todas las magnitudes en ella participan en la ecuacién a). El posterior
control de la veracidad del sistema escrito de ecuaciones consiste en constatar
su completitud, o sea, la cantidad de ecuaciones debe ser igual a la cantidad do
incognitas.

¢Cémo se eligen los signos en las reglas de Kirchhofi? :
¢De qué razones hay que guiarse para no escribir ecuaciones sobrantes de Kirchhoff?

§ 29. Corrientes en un medio continuo

Se expone el méiodo de cdlculo de las intensidades de
corrientes en medips continuos.

los ‘conductores. Verbigracia, el suelo (sobre todo el hiimedo) es conductor de la
corriente eléctrica: Se pregunta Jqué resistencia a la corriente eléctrica afronta
el suelo si a cierta distancia uno de otro se sumergen en él los extremos de .dos
conductores, unidos con los pelos de la fuente.de fem? O de otra manera, gcudl
esla resistencia‘de una chapa metdlica voluminosa a la que se le sueldan dos con-
ductores que provienen-de.los polosde la fuente de fem? A titulo de resistencia
‘de:la chapa. voluminosaio del medio a la corriente eléctrica se toma la relacién
entre:la diferencia dé.potencial que.existe -entre los electrodos que suministran
la: corriente; y 1a’intensidad de corriente. A pesar de que la conductividad del
medio se conoce, el célculo dela resistencia no eswuna tarea fdcil. Pero.es ficil

Planteamiento del problema. La corriente eléctrica .puede existir no sélo en
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‘medir. dicha resistencia por métodos estindar, hallando la diferencia de poten-
cial.y la intensidad de corriente.

Deduceién-de. la formula. Examinemos un medio continuo homogéneo
con elactrodos. sumergldos en él, entre los cuales cm:ula corriente eléctnca Las

I=1E. @9.1)

La intensidad de corriente a través de la superficie cerrada S qué rodea uno
‘d61os electrodos, es igual a

I=§5.d5=y§E.ds. e ('.23-1’2}:_
g 3 .

Ahora imaginémonos que el medio conductor se oprime y los electrodos se
conmderan como armaduras del condensador. Segin la definicién de la capaci-
dad C del condensador tenemos

0 =CU, (29.3)

“donde @ es la carga del electrodo y U, la diferencia de potencial entre los elec-
trodos. Segin el teorema de Gauss, obtenemos

& E-dS = Q/e,, (29.4)
]

donde E es la intensidad del campo del condensador y §, la misma superficie
que en (29.2). En cambio, debido a la unicidad de la solucién de los problemas
‘de la electrostatica, la diferencia de potencial dada entre los electrodos prefija-
dos determina univocamente la intensidad del campo. Por lo tanto, la intensidad
del campo en un medio conductor, por el que circula corriente [véase (29.2)],
coincide con la intensidad del campo que se crea en el vacio entre los mismos
electrodos para la misma diferencia de potencial [véase (29.4)]. Por eso, de
(29.2) y (29.4) teniendo en cuenta (29.3), sacamos la conclusién de que

I = yQ/§, = yCU/e,. (29.5)
Entonces la resistencia del medio homogéneo a la corriente se da mediante

la férmula
= U/l = e/(yC). (29.6)

Sefialemos que todos estos razonamientos no pueden aplicarse a un medio
heterogéneo, puesto que en éste al pasar corriente; se forman cargas volumétricas
que son fuentes de un campo eléctrico. En este caso el campo eléctrico en el me-
dio, al pasar corriente continua, no coincide con el campo en el vacio, a pesar
de que los electrodos estdn bajo la misma diferencia de potencial.

Condiciones de aplicacién de (29.6). La férmula (29.6) permite calcular
la resistencia del medio a Ia corriente si se conoce la capacidad del condensador,
cuyas armaduras sirven de electrodos. Los resultados se obtienen tanto mas exac-
tos, cuanto mejor se observa la constancia del potencial de los electrodos, al
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pasar por ellos cierta corriente. Si la dltima
exigencia no se satisface suficientemente bien
v los potenciales de diversos puntos del elec-
trodo, al pasar por él corriente, se diferencian
bastante, el cilculo de la resistencia no se puede
reducir al cdlculo de la capacidad del condensa-
dor, ya que el potencial de todos los puntos de
la armadura del condensador es igual. Por esta
razémn, por ejemplo, es necesario exigir la peque-
fiez de la resistividad de los electrodos en com-
paracién con la del medio. Si las dimensiones de
los electrodos son bastante pequefias, dicha exi-
gencia pierde su importancia.
Fig. 120 Electrodos coaxiales. Examinemos como
Para calcular la resistencia del ejemplo dos electrodos coaxiales. Entre ellos hay
“::d“’ entre electrodos coaxia- yp medio conductor (fig. 420), cuya resistencia
se necesita calcular. Para aplicar la férmula
(29.6) es necesario considerar que la conductivi-
dad del material del alma y la envoltura es mucho mayor que la del medio. La
corriente en el medio circula en tedo el volumen del medio por los radios entre
el alma central y la envoltura, Dade que la capacidad del condensador cilin-
drico C = 2nley/ln (ry/r,), la resistencia del medio es igual a

R = In (rg/r)/(2nly). (29.7)

Medio heterogéneo. Si la conductividad no es constante, el problema se
complica considerablemente, ya que surgen cargas volumétricas y es necesario
tomar en consideracién el campo eléctrico que originan.

Examinemos como ejemplo las corrientes eléctricas en la atmésfera. Como
muestra el experimento, cerca de la superficie terrestre existe un campo eléc-
trico con una intensidad E® m —100 V/m, dirigida por el radio respecto al '
centro de la Tierra. La Tierra es un conductor bastante bueno y por eso puede
considerarse que en ella hay carga superficial

0y = g, E® = —B,85-10-1¢ C/m®. (29.8)

_ Las mediciones muestran que la conductividad de la atmésfera terrestre
aumerta con la altura. La causa principal consiste en la accién de los rayos
césmicos:que provoca la‘ionizacién. En alturas grandes ia fuente fundamental

de-ionizacidn-resulta. la radiacién del Sol. La atmésfera puede considerarse un-
conductor pricticamente ideal:a la altura‘de cerca'de 50 km. Como muestran las:
‘mediciones; la‘dependencia entre la conductividad y la altura puede represen--
tarse con suficiente exactitud - como ' '

Y =%+ A —rd" (29.9),

Aquirg es el radio de la Tierra; r, la distancia desde el centro de la Tierra hasta
él punto en cuestion; y4 = ¥ {ry), la conductividad ‘de"la superficie terrestre;
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A, una constante, con la particularidad de que
Yo = 310~ S/m, (29.10)
A = 0,5.10-*° S/m3. {29 11)
En’término medio, el campo en la atmésfera de 1a, Tierra es estacionario

y esféricamente simétrico. Por eso la ecuacién de contmuldad para la’ denmdad
de la corriente adquiere la forma

divji=—¢ ,. 3,, 5 ()= (29:12)

de donde
; ir () = joriirs, (20.13)
donde j, es la densidad de corriente en la superficie terrestre (r = r), igual a
0 = VoE® = —3-10"12 A/m®. (29.14)

Puesto que el radio de la Tierra r, &~ 610® m, la intensidad de la corriente
desde la atmosfera a la Tierra esigual a/ = | Jo | 4:!!" = 1400 A. La intensidad
del campo eléctrico en la atmésfera a la distanciar desde el centro de la Tierra es

__dr(n)
E = 0 (29.15)
y por eso la diferencia de potencial U entre la superficie terrestre y la atmasfera
superior, cuya conductividad es prédcticamente infinita, se determina por la
férmula

oo
2 dar
U=_5E'd"=""f°’ogr—:?‘ﬁ- (29.16)
Ta Ta
. Aqui la zona de integraciéon se amplia hasta el infinito, ya que y (r) a alturas
mayores que unos 50 km tiende al infinito, mientras que el integrando a cero.
No obstante, también puede obtenerse una precision suficiente durante el cal-
culo, tomando para y la expresién (29.9). En este caso la contribucién en la
mtegral de parte de la zona de integracién parar > r, + 50 km es muy pequeiio
en comparacién con la contribucién de la zona de integracién desde r, hasta
ro = 50 km y se puede menospreciar. Por eso en lugar de (29.16) obtenemos

dr
U= =i} | wimr oo

(29.17)

Esta integral se calcula ficilmente en funciones elementales, pero el resul-
tado es bastante voluminose, porlo que a u1 no se cita. Con suficiente precisién
-hasta una magnitud del orden de [}!J {r;.d) < 1, la integral puede representarse
como

i ?, nry A
Ve —-[1+mJe+ 501/ 2], (29.18)
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Poniendo en (29.18) los valores de j,, v, A, de las expresiones (29.14),
{29.10) y (29.11), hallamos & == 400 kV.
erced a la corriente que circula constantemente por la atmésfera de una
intensidad cerca de 1400 A, esa diferencia de potencial debe disminuir y la carga
superficial terrestre, neutralizarse. El tiempo de relajamiento para el mencio-
nado proceso tiene el orden de T = g,/y, & 300 8. En cambio, en término medio,
tanto la intensidad de la corriente, como la diferencia de potencial son estacio-
narios. Por eso existen causas que mantienen dicho cardcter estacionario. Egas
causas son principalmente los procesos no estacionarios en la atmésfera, tales
como las tempestades, tormentas, etc.

Las propledades més Importantes de 1z puesta a tierra de las lineas de transmision es la
independencia entre la resistencia y Ia distancia entre los electrodes. Las secciones del medio
que limitan directamente con loa ‘electrodos contribuyen principalmente en la resistencia,

La férmula que expresa la resistencia del medio a través de la capacidad del eondensador,
cuyas armaduras son los electrodes, es vélidasélo a condicién de que en presencia de la corriente
<l potencial en todos los puntos de cada una de las armaduras sea continuo con una precisién
suficientemente elevada y en el medio no surjan cargas volumétricas,

Para ello }a conductancla especifica del material de los electrodos debe superar bastante
1a del medio ¥ este Gltimo tiene gue ser eléctricamente homogéneo.

:En que consiste la condicién de aplicacién de la formula para la resistencia del medio
entre los electrodos por medio de la capacidad del condensador que forman los electrodos?

§ 30. Puesta a tierra de las lineas de transmisién

Se aclara la base fisica de la posibilidad de puesta a tierra y se estudian
las exigencias a este proceso,

Planteamiento del problema. Dado que la conductividad eléctrica del terreno
es bastante considerable, surge la interrogante sobre el empleo de la tierra a tf-
tulo de conductor de la corriente elécrtica. El circuito eléctrico en este caso
se da en la fig. 121 (4 v B son los electrodos, enterrados en la tierra). Estd claro
que asi puede reducirse el gasto de cables aproximadamente el doble.

. Célculo. de, la resistencia. Hallemos:la resistencia de un medio continuo,
congiderando que los electrodos son esferas de radios rq. Designemos la distancia
ontro los.centros de los: electrodos por d. Para simplificar los céleulos suponga-
mos que el medio es ilimitado (fig. 122) y la carga se distribuye en los electrodos

i Lol 3 Lca & u'lé“rica" 5 P . % ¥ i e
distancia desde el centro del electrodo izquierdo hasta cierto punta
que yace en la linea que une los centros de‘los electrodos. La intensidad del cam:
po en este punto es ’ i

PoBotBom i (drady). @
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La diferencia de potencial entre los electrodos
d=rg
: _ 1 1 d=ry
Uz | Blemgll ~Sbyma], =
T =
R /0 S I :
4ne, ( d—r, 3 o c ro. d—rlT .. (30.2) :
En la mayoria de los casos practicamente importantes la distancia.entre
:los electrodos es mucho mayor que las dimensiones de los electrodos, es decir,

1\ u
|

—

N
x\\\ AR

Fig. 124 Fig. 122
Circuito de puesta a tierra de la Para caleular la resistencia del
linea de transferencia medio para electrodos esféricos

d>»r. Por eso la igualdad (30.2) toma el aspecto
Q i

S (30.3)
Baséndonos en lo dicho en el § 29, tenemos
I1=§1-d8=y§ E-dS=1yQle,, (30.4)
B F§

donde 7 es la intensidad de la corriente en el medio y §, la superficie cerrada
.que rodea uno de los electrodos. Partiendo de (30.3) y (30.4), para la resistencia
gel medio obtenemos i

R=Ul= (211]!?‘0)'1. (30-5)

La propiedad mds importante de lg resistencia en (30.5) es su independencia de
la distancia entre los electrodos. Desde el punto de vista fisico eso se explica por
el hecho de que al aumentar la distancia entre los electrodos crece respectiva-
ments el drea eficaz del medio por el que circula la corriente. E] aumento de la
distancia entre los electrodos aumenta la resistencia, mientras que el aumento
Hel drea, la disminuye. Como muestra la férmula (30.5) estos dos factores se
compensan pricticamente y la resistencia resulta ser independiente de la dis-
tancia.

. Por lo tanto, la contribucién principal en la resistencia del medio proviene
de las secciones que limitan directamente con los electrodos. Por esta razén, es

15=01444
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muy importante asegurarles una buena conductividad. Para este fin se usan
electrodos que poseen un 4rea grande de superficie y los entierran a una pro-
fundidad bastante grande donde la presencia de las aguas subterrineas garantiza
una buena conductividad del suelo.

Verificacién experimental. Dos electrodos planos, unidos con los polos
de una pila dé fem exteriores se sumergen en un liguido débilmente conductor

Y

P W = N
N L

+a £ -a

Fig. 123
Para calcular la resistencia del medio para electrodos esféricos

(fig. 124), por ejemplo, en agua fluvial. Por el circuito pasa cierta corriente.
Cambiando la distancia entre los electrodos vemos que a distancias suficiente-
mente grandes (en comparacién con las dimensiones lineales de los electrodos)
eso no influye en las indicaciones del amperimetro. Por lo tanto, la resistencia
del medio a las condiciones indicadas, no depende de la distancia entre los
electrodos.
Tensi6én de paso. Dado que en el medio circula corriente, existe un campo
eléctrico y un potencial que varia en el espacio.
Supongamos que tuvo lugar la ruptura de la linea de transmisién de alta
*ensién y el extremo del cable de longitud L esta sobre la tierra. En los sectores
i que lindan con el conductor en el suelo hay co-
rriente eléctrica. Sicerca de ese lugar camina una
persona, entre los puntos de contacto de sus pies
y la tierra existe una diferencia de potencial,
_denominada tensién'de paso, Como consecuencia,,
" la'corriente” eléctrica, cuya intensidad depende
“de - dicha “diferencia de- potencia, atraviesa el
cuerpo humano. !
Calculemos la tengién de paso. A causa de
.. que la longitud del cable es grande, puede con-
- siderarse gue la. corriente. que. proviens de é1;
. ‘circula hacia adentro dela tierra.por direcciones,
<" perpendiculares ‘al cable.. Las superficies equipo-,
. tenciales son. superficies de semicilindros, cuyos
. " - ejes coinciden con el cable (fig.-424). Suponga:
Fig. 124 . ., mos que el hombre va en direccién, perpendicular.
fi:"‘d":‘f:‘“rf:‘iig ".mge End;‘.“ al cable, la distancia entre su pie, préxima ali
2 . e mello  cable, y el cable es 4 y la longitud del paso l.

respecto a la distancia entre los ; . .
ale_gtrodos Considerando ‘que la corriente del cable fluye:
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uniformemente en la zona semicilindrica, . para

la densidad de la corriente a la distancia r del
cablé obtenemos
' j = Il(nrL). (30.6)
Entonces la intensidad ‘del campo a lo-largo ’;I
de los radios; perpendiculares al cable, es igual a - {
E, = jly = Il(nrLy). (30.7)
Por consiguiente, la tensién de paso 7 '
7
. I a1 2 n’f///%ﬂ
Up= [ E,ar=23p mEEL (30.8) j Z

d

Por ejemplo, paraf =300 A, d=1m,! = 65cm Flg. 123 36 5
vy L = 30 m, hallamos U, = 270 V. Para otras f:r:]cil];::;:irn-l.:r;:n?fnhﬂﬂ ’;L
condiciones y configuraciones de los cables pueden  miesférico de puesta a tierra
' surgir tensiones mucho mayores. Por eso al caer

los cables de alta tensién sobre la tierra surge una situacién peligrosa no s6lo al
estar en contacto directo el cable y el hombre, sino también debido a la aparicién
de voltajes tipo tensidn de paso.

la encia de la resistencia respecto a la distancia entre los electrodos en un medio
ilimitado se determina por el hecho de que la seecién transversal efectiva del 4rea que atra-
viesa la corriente es proporcional a la distancia entre los electrodos,

Eiemgln 30.1. Un toma de tierra semiesférico se ha metido en la tierra al nivel de su super-
Jicie (fig. 125). Hallar la tensién bajo la cual puede resultar afectada una persona que se acerca
al toma de tierre. (la tensidn de paso). La intensidad de corrienie I que circula por el hilo estd
prefijoda, La longitud del paso esl y la distancia entre el pie del hombre que esid mds cerca del
toma de tlerra, y el toma de lierra es tgual a ro. Estudiar el ejemplo numérico: y = 10~ §/m,
J=1A rn=2m, l=1m.
La intensidad de corriente del toma de tierra es uniforme por todas las direcciones
'y por eso el vector de densidad de la corriente estd dirigido por ef radio vector respecto al
toma de tierra y es igual a
Jr = H{2nrY).

La intensidad del campo eléctrico es, segin la ley de Ohm, E, = jfr = J/(2nriy).
Por lo tanto, la tensién de paso
e F I 1
- - R R T U
Up= I Epdr= s j o= ("u r,-;-:] 2,7V.
Ts

To

Problemas

4.1. Una esfera de cobre de 10 cm de didmetro se mete en una taza semiesférica de cobre con
un diémetro de 20 em, que estd llena de agua, de tal manera que la esfera y la taza son
concéntricas. La conductividad del agua es igual a ¢ = 10-3 S/m. Determinar la resis-
tencia eléctrica entre la esfera y la taza.

4.2. Un electrodo eslérica pequefio de radio a se ubica en un medio con una conductividad y

" =la distancia d respecto al otro electrodo que es en sf una placa grande con buena conduc-

15w
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tangia. Hallar 1a resistencia del medio a la corriente eléctrica que circula entre los elec-
trodos.

Hallar la resistencia del medio a la corriente entre dos electrodos concéntricos, cuyos
radios son ry y ry. La conductividad del medio es y.

Hallar la resistencia entre los puntos 4 y B del circuito, mostrado en la fig. 126. La
resistencia de los lados de los cuadrados pequefios es R.

Entre dos electrodos planos con un drea S cada uno, cuyas dimensiones lineales son
mucho més grandes que la distancia d entre ellos, se encuentra un material conductor,

A

Fig. 128 Fig. 127

cuya conductividad varia linealmente desde v, en la superficie de un electrodo hasta
'H en la superficie del segundo. Hallar la resistencia del medio entre los electrodos.
allar la resistencia de un conductor cdnico. de seccidn circular, cuyas dimensiones se
indican en la fig, 127, La conductividad del material del conductor es y. y .
El espacio entre dos electrodos J)a:al_eloa-in.!initm planos que se encuentran a la distan-
cia d el uno del otro, estd lleno de dos capas de substancia, cuya frontera es plana y para-
lela a los electrodos. Las conductividades y susceptibilidades dieléctricas de las sub-
stancias de las capas son respectivamente iguales a ¥y, &, ¥ V3, &5, ¥ el grosor de cada
capa, 8 ¥ d — a. A los electrodos se les aplican unos potenclajea 1 ¥ 93 Hallar el po-
tencal ¥ la densidad superficial de la carga en la superficie de separacion de las capas.

Respuestas
41. R=1500 Obmios. 42. R=[1—a/@d)]/(nya). &3. R= - (—' i o )
' ' 4y \ry T
&7 d In (Ve/v) i 1Yy {d—a)+@avsa,
—— - S Y 2;'-. Tt I T —— ?l oy SRR —
Rap=g R AS. R & Ao - A 9= =0t

o= (18— Yies) (1 —a)

'?_1. {d—a)-+ Va0



CAPITULG 5

Electroconductibilidad

Los mecanismos dela electroconductibilidad :son multiformes. Lo.
comin entre ellos es ‘sélo el”enlace indisoluble con el movimiento:
de las cargas. En dependencia-dél mecanisme de la electroconducti=
bilidad, las propiedades de la substancia y.las .condicion 1
aparicién de la ‘corriente eléctrica, las regularidades’ que describen
la electroconductibilidad varian en amplios limites. -

§ 31. Electroconductibilidad de los metales

8e describen los hechos experimentales fundamentales, relacionados
con la electroconductibilidad de los metales, y su interpretacion tedrica.

Demostracién de que en los metales no existe transferencia de la substancia por
la corriente eléctrica. Mucho antes de descubrir los electrones se demostrd
experimentalmente que el paso de la corriente en los metales, a diferencia de la
corriente en los electrolitos lquides, no estd relacionado con la transferencia
de la substancia del metal. La prueba consistié en que a través del contacto de
dos metales diferentes, por ejemplo, el oro y la plata, durante cierto tiempo que
contaba muchos meses, se dejaba pasar corriente eléctrica continua. Después
de ello se investigaba el material en las inmediaciones de los contactos. Fue
demonstrado que no existe transferencia alguna de la substancia a través de la
superficie de separacién de diferentes metales, y la substancia por las distintas
partes de la superficie de separacién posee la misma composicién que antes de
dejar pasar la corriente. Dichos ensayos mostraron que los dtomos y las moléeulas
de los metales no participan en la transferencia de la corriente eléctrica, pero no
dieron respuesta alguna sobre la naturaleza de los portadores de la carga en los
metales, .

Ensayos de Tolman y Stewart. Una demostracion directa de que la co-
friente elécirica en los metales se determina por el movimiento de los electrones,
fueron los ensayos de Tolmen y Stewart, realizados en 1946. La idea de estos
experimentos fue enunciada por Mandelshtam y Papaleksi en 1913.

Imaginémonos una bobina conductora que puede girar alrededor de su eje.
Con ayuda de contactos corredizos los extremos de la bobina se cortocircuitan
en un galvanémetro (fig. 128). Si la bobina que estd girando rdpidamente se
frena bruscamente, los electrones libres en el conductor continuan el movi-
miento por inercia, debido a lo cual el galvanémetro debe registrar el impulso
de corriente.

. La aceleracién lineal de la bobina durante el frenado se designa por v,
Esta dirigida por la tangente a la superficie de la bobina. Siendo el devanado
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bastante denso y los cables finos, puede consi-
derarse que la aceleracidn estd dirigida a lo largo
de los cables. Al frenar la bobina, a cada electrén

libre se le aplica una fuerza de inercia m, v, orien-
tada en sentido contrario a la aceleracion (m, es
la masa del electrén). Influido por ella, el elec-
trén se comporta en el metal como si sobre 6l
actuase cierto campo eléctrico eficaz:

Ey = —mgle. (31.4)

Por esta razén, la fuerza electromotriz eficaz
en la'bobina, determinada por la inercia de los

Fig. 128 electrones libres, es igual a

Experimento de Tolman y Ste- . .

wart o=\ Egdi=—220 5 di=—22 L, (31.2)
o
L L

donde L es la longitud del cable en la bobina. Todos los puntos del cable se

frenan con la misma aceleracion y por eso ven (31.2) se saca fuera del signo de la
integral.

Designando por: I la intensidad de la corriente que circula por un circuito
cerrado, y R, la resistencia de todo el circuito, incluyendo la resistencia de loa
cables de la bobina y los cables del circuito exterior y del galvanémetro, escri-
bamos la ley de Ohm como

IR = mpLle. (31.3)

La cantidad de eleciricidad que pasa por la seccidm transversal del conductor
en al transcurso de merto tiempo dt para la intensidad de la corriente 7, es
igual a

dQ=rdt=—"e L pdi=—20 L ao, @14)

Por eso durante el tiempo de frenado de la bobina desde la velocidad hnaal
inicial v, hasta la parada completa, la cantidad de electricidad que pasa- por
el galvandmetro es

o={d Q—-——§ do=2r L, @15

E]. valor de @ se encuentra por las'indicaciones del galvanémetro y los: valo—
, Ry v, son conocidos. Por estarazén, puede hallarse tanto el signo, como
isoluto dee/m;. Los experimentos mostraron que e/m, correspondeala
relaa:én entre’ la carga’‘del electrén y su masa. Asf pues, se demostrd que’ 14 co:
rriente'que se observacon ayuda del‘galvandmetro, se determina por el moyimien-
to de los electrones,
Sobre 1a teoria de las bandas. La base de la teoria cudntica de la electro-
conductibilidad de 1os.sélidos la compone la teorfa de las bandas que se funda-
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.menta en el 'andlisis del espectro energético-de los electrones (véase el.§ 2).
El espectro: eléctrico se divide en zonas, separadas por intervalos prohibidos.
Si‘én'la zona-superior donde:hay todavia.electrones, éstos.no rellenanitodos los
-estados cuanticos; es-decir; dentro de los limites de la zona existe la posibilidad
-de‘redistribuir la energia e. impulsos de los electrones, la substancia corréspon-
. diente es conductor de la corriente eléctrica. La. zona entonces. se-denomina
_banda de conduccién-y 1a.substancia correspondiente es conductor de la corriente

-gléctrica con el-tipo de conduccidn por électrones: Si en la banda d conduccibn

hay muchos électrones -y estados cudnticos libres, la-electroconductibilidad: es
suficientemente grande.-Solamente los-electropes en la banda- de conduccién
'son portadores de las cargas que confeccionan la corriente eléctrica. Su movi-
miento se somete a lasiléyes:cudnticas. Lacantidad de estos electrones es una
parte pequeiia de la cantidad total de electrones. Merced a ollo, se eliminan las
dificultades de la teoria cldsica de la electroconductibilidad ivéase el § 27).

Dependencia entre la resistencia y la temperatura. No sélo ‘en los metales
la contribucién principal en-la electroconductibilidad proviene del movimiento
de los electrones. Por ejemplo, en los semiconductores con tipo de conduccién
por electrones el movimiento de los electrones es también el contribuidor prin-
cipal en la transferencia de la carga eléctrica. Una de las diferencias mis caracte-~
risticas de la electrocondictibilidad en estos dos casos es el caracter de la depen-
dencia entre la conductividad y la temperatura.

El experimento muestra que la resistividad de los conductores metdlicos aumen-~
ta al subir la temperatura, es decir, la conductividad disminuye. A temperatura no
muy fa% a la dependencia entre la conductividad y la temperatura tiene la forma
vy~ 1/T.

En cambio, la conductividad de algunas substancias, por ejemplo, de los crista-
les, semiconductores, electrolitos, etc., aumenta con la temperatura. A pesar de que
los mecanismos del aumento de la conductividad es diferente, ellos se reducen,
a fin de cuentas, al incremento de la cantidad de portadores de las cargas eléc-
tricas, merced a cuyo movimiente se efectiia la corriente eléctrica. En los meta-
les la cantidad de portadores, o sea, de electrones libres, no depende practica-
mente de la temperatura y la resistencia a la corriente, se determina solamente
por su capacidad de formar un movimiento coordinado bajo la influencia del
campo eléctrico, es decir, por su movilidad. Pero ésta disminuye, al subir la
temperatura.

Efecto Hall. Sobre las cargas, cuyo movimiento determina la corrients,
actfia la fuerza de Ampére (9.23). La densidad de esta fuerza puede escribirse
COomao

f=j X B=nevg. X B, (31.6)

donde n, e son la concentracidn y la carga, cuyo movimiento determina la
corriente, ¥ vger ©s la velocidad de la deriva de la carga.

Bajo 1a accion de la fuerza con demsidad f, las cargas en el conductor en
presencia del campo magnético, cuya induccién es perpendicular a la densidad
de la corriente j, tienden a desplazarse en direccién de la fuerza (fig. 129, a).
Como resultado, en la parte correspondiente de la superficie del conductor se
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b forma un exceso de cargas del mismo signo que el
de las cargas que confeccionan la corriente. Por
J eso, si la corriente se determina por el movi-
miento de las cargas positivas, se crea la distribu-
ciéon de la densidad superficial ‘de las cargas
) mostrada en la fig. 129, b, v la fig. 129, c repre-
¢ senta la distribucién para el movimiento de las
++ +1+ 4+ + + cargas negativas. Entre las partes opuestas del
i conductor aparece diferencia de potencial y un
@ —— 1 campo eléctrico, cuya intensidad £ neutralizala
E acci6n de la densidad de fuerza (31.6). La direc-
e cién de la intensidad depende del signo de las
5 cargas, que originan la corriente, y el médulo se
determina por los factores de los que depende la
Sy T e densidad de fuerza (31.6). La aparicién de la
c diferencia de potencial en un conductor con co-
Byir— ’ rriente en el campo magnético se denomina efecto

Hall. Fue descubierto en 1879,
pat A A e La induccién B del campo y la velocidad vger
€l de las cargas son mutuamente’ perpendiculares.
Fig. 129 La razén entre la densidad de la fuerza (31.6)
Eficto Hall y la carga de la misma manera que- (31.1) puede
considerarse como la intensidad eficaz del

campo eléctrico, denominado campo Hall:

Ey = Vger B. (31.7)

Por consiguiente, entre las superficies del conductor se crea una diferencia
de potencial (fig. 129, b).

d

U= 5 VierB A2 = vaer Bd, (31.8)

donde d es el grosor del conductor. Tomando en consideracién que j = nevger,
escribamos (31.8) como
U = djB/(ne) = RjBd, (31.9)

R = 1/(ne) (31.10)

‘es-el coeficiente Hall. La diferencia de potencial puede medirse. Las demis
‘magnitudes, a excepcion de la conéentracién n de las cargas y su signo, son co-.
nocidas. Porel signo de la diferencia. de, potencial puede determinarse el signo de la.
carga de los portadores, cuyo movimiento crea la: corriente, mientras que por-la.
diferencia’de potencial se define suiconcentracién.. .~ ;O

+:*Notemos que-las formulas-(31:9) y {31.‘10).coinciﬂen con las férmulas corres-

pondientes de la teoria'mas completa del efecto Hall, cuando se tienenen cuenta
la distribucién-de los:electrones Tespecto a-las velocidades, las ‘caracteristicas

donde
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estadisticas de sus colisiones, etc. Pero los calculos resultan muy \rOIumlnosus._
por ]o' que aqui-no se citan, )

Los resultados de las mediciones mostraron que en Zos metales la. carrtente
se crea por el movimiento de-las cargas negativas. La concentracién ‘de los porta-
dores es aproximadamente igual a la concentracién de los Atomos, es decir, una
carga que participa en la formacién de la corriente, corresponde. aproximada--
mente a un dtomo de.metal, a pesar de que este nimero varia en limites: deter-:
minados. Los portadores de las cargas que crean.la corrienté en:los metales, n lo.
electrones. Lo dicho significa que en los metalés a un-4tomo le corresponde; en.
término medio, cerca de un electrén libre. Por ejemplo, 0,7 electrones le corres--
ponde a un étomo de plata; 0,8, al dtomo de cobre; 0,9, al de oro; unos dos.elec-
trones, al atomo de aluminio. Becordemns que la concentracién general de los
atc;%:gs de los metales, y por tanto, de los electrones libres es proxima a n ~

m—ﬂ

La investigacién del efecto Hall en otros casos mostré que éste no siempre
se determina por el movimiento de las cargas negativas. Cuando el signo de la
diferencia de potencial en el efecto Hall corresponde al movimiento de las cargas

Cd
positivas, el efecto se denomina anbémalo.

El efecto Hall es uno de los fenémenos galvanomagnéticos. Este término
une los fenémenos que surgen en un conductor con corriente que se encuentra
én un campo magnético. La esencia fisica de todos estos fendmenos consiste en
que la electroconductibilidad del conductor en un campo magnético exterior
no es una magnitud escalar, sino un tensor. La intensidad del campo eléctrico
transversal, denominado campo Hall, se suma con la intensidad del campo eléc-
trico que determina la existencia de corriente en ausencia del campo magnético.
Como consecuencia de elle, la intensidad del campo eléctrico forma con la den-
sidad de corriente cierto Angulo, llamado 4ngulo Hall. Es decir, las direcciones
de la densidad de corriente y la intensidad del campo eléctrico no coinciden.
Dichas magnitudes estdn relacionadas por la férmula temsorial

71=¥ ViiEn,

en la que y,, es el tensor de l1a electroconductibilidad. En las substancias anisé-
tropas la conductividad se describe también por el tensor de la electroconducti-
bilidad en ausencia del campo magnético exterior.

Magnetorresistencia. Otro fenémeno importante galvanomagnético es
la variacién de la resistencia del conductor, colocado en un campo magnético trans-
versal (efecto de magnetorresistencia). Como muestra el experimento la variacién
relativa de la conductividad eléctrica Ay/y para los campos no muy fuertes, se
expresa por la férmula

A‘}‘f‘? = =M LBQ

donde x! es@l coeficiente de magnetorresistencia que depende de las proplad ades
del material y B, la induccién del campo magnético.

Este fenémeno es consecuencia del cardcter tensorial de la electroconducti-
bilidad del conductor en un campo magnético. En definitiva, surge una com-
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ponente de la intensidad del campo eléctrico, colineal a la corriente, lo que pre-
cisamente origina la variacién de su intensidad que se manifiesta en el cambio
de la resistencia.

Movilidad de los electrones. La ley de Ohm j = yE puede escribirse como
nevgee = yE. (31.11)

Se llama movilidad b de los electrones a la relacién entre la velocidad de deri-
va y la intensidad del campo eléctrico:

b = vy, E. (31.12)
Tomando en consideracién (31.11), obtenemos
b = p/(ne). (31.13)

La conductividad del metal se conoce y ne puede hallarse del efecto Hall,
© sea, la medicién del efecto Hall permite encontrar la movilidad de los elec-
trﬁnas 311 el conductor. En los metales la movilidad de los electrones tiene el
orden de

b~ 10~ ... 10~ m¥/(V.s). (31.14)

Asi pues, la velocidad de deriva de los electrones en los metales es muy
pequefia en comparacidén con las velocidades corrientes del movimiento de las
microparticulas. La elevada conductividad de los metales estd condicionada prin-
cipalmente por la gran concentracién de portadores de cargas (n ~ 10* m=-3%), pero
no por su gran movilided {véase (31.13)]:

¥ = enb ~ 10-12.10%.10-3 S/m = 10® S/m.

La mayorfa de los electrones de los dieldctricos estin ligados rigidamente
a los atomos por lo que hay muy pocos portadores libres de carga. Por eso,
a pesar de que la movilidad de estos portadores de cargas no se diferencic mucho
de lg de los electrones libres en los metales, la conductividad de los dieléctricos es
muy pequefia. La concentracitn de par:adores en los semiconductores varia en amplios
Iimites desde 10" hasta 10 m~® y las movilidades se encuentran dentro de los mdr-
genes aprozimadamente desde 10 hasta 10~ m?¥/(V -s), es decir, son grandes. Merced
a tales amplios limites de variacién de la concentracién do portadores y sus
movilidades, la conductividad de los semiconductores varia dentro de amplios
limltes, ‘en muchos 6rdenes de magnitudes. Sin embargo, no se logré aiin obtener
ibilidad de’los semiconductores tan elevada como la de los metales,
rvando, claro estd, la dependencia caracteristica para log semiconductores
entre la conductividad y la temperatura (el aumento de la conductividad con
la temperatura).

- Superconductividad. En 1911 H. Kamerlingh Onnes descubri6 que a
T = 4;2'K el mercurio, por lo visto, _pierde totalmentsé la resistencia'a la corrien-
te e)éctrma ,La disminucién de la. resistencia transcurre bruscamente en um.
intervalo de. vanas centésimas de grado. En 10 sucesivo se observé la pérdida
de la resistencia en otras substancias puras, asi como en muchas aleaciones, EI
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propio fenémeno recibié.el nombre de superconductividad. Lastemperaturas de
transicién: al estado: superconductor ‘son [ ero. siempre ‘muy -bajas.

Temperatura. .eritica.. Al -provogcar ‘up nte . eléctrica..en un'anillo
de.superconductor. con ayuda de. lasinduccid tromagnética; puede obser-
varse-que su'intensidad no disminuye-en-eltr o de varios.afios..Eso permite
hallar el limite superior de la resistividad. s superconductores (inferio:
a 10~ Q.m). Es muchos érdenes menoa que
cobre a baja temperatura,(10-1*Q.m). Poresta
eléctrica de los superconductores es nila. La.res
superconductor, suele ser muy distinta. Muchos:de lo
peratura- ambiente tienen una resistencia-bastante eleva
estado superconductor se efectlia siempre.de. manera muy: ransi
de los monocristales puros ocupa un intervalo de temperaturas menos que una
milésima de grado.

Entre las substancias puras el aluminio, cadmio, zinc, indio, y el galio
poseen superconductividad. La propiedad de superconductividad depende de la
estructura de la red cristalina. Verbigracia, el estafio blanco es superconductor
y el gris no; el mercurio posee propiedad superconductora sélo en la fase alfa.

Campo critico. En 1944 K. Onnes descubrié que el estado superconductor
se perturba por el campo magnétito cuando la induccién magnética B supera cierto
valor critico. Este ltimo depende del material del superconductor y de la tem-
peratura.

El campo critico que elimina la superconductividad, puede crearse por
la propia corriente superconductora. Por esta raz6n, existe una intensidad cri-
tica de la corriente para la que se perturba la superconductividad.

Efecto Meissner. En 1933 Meissner y Ochsenfeld descubrieron que dentro
de un cuerpo superconductor no existe por complelo campo magnético alguno.
Al enfriar el superconductor en un campo magnético continuo, en el momento
de la transicién al estade superconductor el campo magnético se desplaza total-
mente de su volumen. Esto es lo que diferencia el superconductor del conductor,
ideal, en el cual al descender la resistividad hasta cero, la induccién del campo
magnético en el volumen debe permanecer invariable. El fenémeno de desplaza-
miento del campo magnético del volumen del superconductor se denomina efecto
Melssner. El mencionade efecto y la ausencia de la resistencia eléctrica son las
propiedades mas importantes del superconductor. )

Corriente superficial. La ausencia de campo magnético en el volumen
del superconductor permite hacer la deduccién, partiendo de las leyes generales
del campo magnético (véase el capitulo 6) de que en él existe sélo la corriente
superficial. Desde el punto de vistq fisico, es real y por eso ocupa una capa fina en
las inmediaciones de la superficie. El campo. magnético de la corriente aniquila
el campo magnético exterior dentro del superconductor. En este sentido, el
superconductor se comporta formalmente como un diamagnético ideal (véase
el § 41). Pero en cambio, él no es un diamagnético ya que dentro del super-
conductor la imanacién es nula,

Superconductores de primero y segundo géneros. Las substancias puras,
en las que s& observa el fenémeno de superconductividad, son poco numerosas.
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Las aleaciones poseen con més frecuencia la superconductividad. En las. sub:
stancias puras tiene lugar el efecto Meissner total, mientras que en las aleaciones
no ocurre el desplazamiento completo del campo magnético del volumen (efecto
Meissner parcial). Las substancias que manifiestan el efecto Meissner total se deno=
minan superconductores de primer género y el efecto parcial, superconductores de
segundo género.

El volumen de los superconductores de segundo género tiene corrientss
circulares que crean un campo magnético, el cual, sin embargo, no llena todo
el volumen, sino que esta distribuido en él en forma de hilos aislados. En lo qua
se refiere a la resistencia, ella es nula lo mismo que en los superconductores’de
primer género,

Explicaci6én de la superconductividad. Segln su naturaleza fisica, la supers
conductividad es la superfluidez del liquido que consta de electrones. La super-
fluidez surge a causa de que cesa el intercambio de energfa entre el componente
superfluido del liquido y sus otras partes, debido a lo cual desaparece la fric:
¢ibn. Lo esencial de ello es la posibilidad de scondensar» las moléculas de liquida
en el nivel méis bajo de energia, separado de los demés niveles por una ranuia
energética, bastante amplia, 1a que las fuerzas de interaccién no estén en con:
diciones de superar. En eso consiste la causa de la interrupcién de la interaccifn;
Para muchas particulas la posibilidad de estar en el nivel inferior requiere que
se sometan a la estadistica de Bose— Einstein, es decir, que tengan el spin
entero.

Los electrones se someten a la estadistica de Fermi—Dirac y por esg ng
pueden ¢condensarse» en el nivel inferior de energia y formar un ligquide alectifé%
nico superfluido. Las fuerzas de repulsién entre los electrones se compensan
en un grado considerable por las fuerzas de atraccién de los iones positivos'dela
red cristalina. En cambio, merced a las oscilaciones térmicas de los dtomos:
los nudos de la red cristalina, entre los electrones puede surgir una fuerz
atraccién. Entonces ellos se unen en pares. Los pares de electrones se comportan
como particulas con spin entero, es decir, se someten a la estadfstica de Bose=
Einstein. Ellos pueden condensarse y crear una corriente de liguido superfluido—
pares electrénicos que es la que forma lo corriente eléctrica superconductora: Més
arriba del nivel inferior de energia existe una ranura energética la cual el:pat
electrénico no puede superar a expensas de la energia de interaccién con las
demas cargags, es decir, no puede cambiar su estado energético. Por esta razént
la'registéncia. eléctrica estd ausente. ' )

La posibilidad de formar'pares electronicos y de su superfluidez se explican
mediante’la teorfa' cudntica.

La‘gran diferencia én la conductibilidad de los eonductores, - semiconductores y-dislée:
tricos no se determina por 1a desigualdad:de la movilidad de los portadores de cargas, sino. que;’
principalmente, por 1a gran distincién de la concentracién de los portadores,

Ejemplo 31.1. La dependencia entre la resistencia y la temperatura es muy- impértant
para el funei tento de muchos dispositives, lo que se ve bien en el ejemplo del trabajo.d
bombilla corriente. -El filamento. s¢ hace de tungsteno. A temperaiuras entre. 300,y 3000
conductividad del tungsteno y.la luminosidad energética M, ei decir, la densiddd superflci
flujo ‘de emisién desde la superficle, pueden representarse mediante las férmuias: y'= 0
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100, 7-1/3 8/m; M = 6,6-10-13. 7% W/m?, donde T es la temperatura termodindmica. Cal-
41 d y:la longitud [ del fliamento para-qué la bombilla.radie una potencia P para
U’y ld temperatura T del filamento. Las pérdidas de energla en la conductibilidad tér-

tica del fllamento son preciablemente pequefias. Estimar las ezigencias de precisidn al
conjecclonar el filamento. 3 Bk
Tenemos

i R=adh . Peaxiii

R=T! ?m|l

d¢ donde

=) " 1= ()"

_ Dado que yM ~ T8, y/M® ~ T-1/3 la dependencia de la longitud y el grosor.del:."
filamento respecto a la temperatura:es bastante fuerte. Por eso el error en mantener el did-
metro y la lonﬁitud ‘del filamento, al confeccionarlo, influye en la temperatura y, por tanto,
en la composicién espectral de la fuz que se emite. Las tolerancias se someten a unas exigen-
cias muy rigurosas.

§ 32. Electroconductibilidad de los liquidos

Se describe el mecanismo de la electroconductibilidad de los liguidos
y la dependencia entre la eleciroconductibilidad y diversos factores

Disociacién. Los liquidos puros, por lo general, son malos conductores de
la electricidad. Eso estd determinado por el hecho de que constan de dtomos
y moléculas sléctricamente neutros, cuyo movimiento no puede crear una corrien-
te eléctrica. Sin embargo, las soluciones de sales, dcidos y dlcalis en el agua
y en glgunos otros liquidos dejan pasar bien la corriente. Esto esté relacionado
<on que las moléculas de la substancia disuelta disocian, es decir, se desintegran
en iones positivos y negativos. El movimiento coordinado de los iones asegura
la transferencia de las cargas eléctricas, o sea, la corriente. Si al disolverse, las
moléculas no disocian, la solucién no es conductor de la electricidad.

Cilculo de la electroconduetibilidad. Designemos la concentracion de los
jones de cada signo en la solucién por N = N} + N, Para la densidad de
corriente puede escribirse la férmula

J=q (6" + b) NE, (32.1)
donde g es el médulo de la carga de los iones; &* y b¢), las movilidades de
los iones positivos y negativos [véase (31.12)].

Basandose en (31.12), la velocidad de deriva de los iones es proporcional
a la intensidad:
vt = b= E, (32.2)

En general, la movilidad de los iones positives y negativos es diferente,
La movilidad de los iones en los liquidos no es grande y habitualmente es de
diezmillonésimas del metro elevado al cuadrado por segundo-voltio.
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La concentracién de iones depende del grado de disociacién, que se caracte-
riza por el coeficiente de disociacién ¢, determinado por la relacién de la con:
centracién IV de iones respecto a la concentracién N, de moléculas de la substan-
cia disuelta, o sea,

N = al,. (32.3)
Por consiguiente, la concentracién de moléculas que no estin disociadas
N =1 —a)N,. (32.4)

En la solucién transcurre simultdnea y continuamente tanto la disociacién
de las moléculas, como el proceso inverso a la disociacién, es decir, la combina:
cién de los iones en moléculas neutras. Durante el equilibrio las intensidades de
estos dos procesos que cambian la composicién de la solucién en direcciones con:
trarias, son iguales, La velocidad de variacién (dN/dt) de la concentracién de
iones de cada signo, debido a la disociacién de las moléculas, es proporcional
a la concentracién N’ de las moléculas no disociadas:

(@N/dt) = p 1 — a) N, (32:5)

donde P es el coeficiente de proporcionalidad.

Como consecuencia de la ionizacién de los iones, la velocidad de variacién
(d¥/dt) de la concentracién de moléculas no disociadas es proporcional al pro=
ducto de las concentraciones de iones positivos y negativos:

(dN'/dt) = na?Ng, (32.6)
donde 7 es el coeficiente de proporcionalidad. Durante el equilibrio
(S5F)=(5F)- (32.7)

De aqui, teniendo en cuenta (32.5) y (32 .6}, obtenemos la férmula que une
el coeficiente de disociacién y la concentracién de substancia disuelta:

=g N (32:8)

@

Es evidente que el coeficiente de disociacién depende de la concentracién
de-substancia disuelta. Para una concentracién muy débil (¥, =~ 0), la igualdad
(32 8) nos da

@ =1, (32.9)

es’decir, la disociacién es préxima a la completa. Si a < 1, de (32.8) recibimos
= 32:10]

a=y/ Tt (32:10)

es dBCll‘. o disminuye, al aumentar la concentracion de substancia disuelta.
La férmula (32 1), tomnndo ‘en consideracién (32.3), puede asnrxblrsa asf

j=q (6" + b)) aNE! 32:41)
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 La movilidad de los iones en limites muy amplios-de las intensidades de
- los campos eléctricos no depende de la intensidad: Sélo: cuando la int¢nsidad: es
muy elevada, del orden de millones de voltios por centimetro; se observa la desviacion.
de la proporcionalidad directa entre la inténsidad del campo y la velocided de la.
. deriva de los portadores dé las cargas, lo que conforme.a (32.2) significa la depen-
dencia de la movilidad respecto a la intensidad. El valor de a tampoco.depende
dentro de limites muy amplios de E. Por lo tanto, hasta las intensidades de
millonés de voltios por centimetro, la férmula (32.11) express la ley de Chm.
Por esta razém, la conductividad: eléctrica de la solucién es

g = q (B + b)) al,. (32.42)

Dependencia entre la electroconductibilidad y la concentracién. Para una
concentracién pequefia. de.la soluci6n el coeficiente;de disociacién [véase (32.:9)1
s una magnitud constante ¥ la suma de las movilidades de los iones:b¢* =} b,
es también aproximadamente constante. Por consiguiente, para una concéntra-
ci6n pequeiia de la solucién la electroconductibilidad es proporcional a la concentra-
cibn, mientras que cuando la concentracidn es grande, la dependéncia entre ellas
se complica considerablemente. Por una parte, es necesario tener en cuenla la
dependencia entre el coeficiente de disociacién y la concentracién [véanse
(32.8), (32.10)], y por otra parte, la movilidad de los iones comienza también
a depender en gran parte de la concentracién y disminuye en las soluciones con-
centradas, ya que empieza a tener influencia la interaccién eléctrica de los iones
entre si. Por esta razén, para una concentracién grande no se observa el cardcter
directamente proporcional entre la electroconductibilidad y la concentracidn de la
solucidn.

Dependencia entre la electroconductibilidad y la temperatura. Al subir
Ja temperatura, el coeficiente de disociacién aumenta, ya que el movimiento
més enérgico de las moléculas dificulta el proceso inverso a la disociacién y fa-
cilita la propia disociacién (durante las colisiones). Al calentar el liquido, su
viscosidad disminuye y, por lo tanto, aumenta la movilidad de los iones. Por
esta razdn, [véase (32.12)] la conductividad de los electrolitos crece al aumentar la
temperatura, con la particularidad de que dicho incremento puede ser bastante con-
siderable (miles de veces).

Electrolitos. Puesto que la circulacién de Ia corriente en las soluciones
se determina por el movimiento de los iones, como consecuencia sucede la separa-
cién de las moléculas de la substancia disuelta en sus partes integrantes que se des-
prenden en los electrodos. Este fendmeno se d ina electrélisis. El estudio de la
electrolisis desempefié un papel importante en el desarrollo de la teoria de la
estructura de la substancia. Las leyes de la electrélisis fueron descubiertas por
M. Faraday y se estudian minuciosamente en la escuela secundaria. Los con-
ductores de la corriente:eléctrica que, siendo recorridos por la corriente, sufren
la electrélisis, o sea, se descomponen en sus partes integrantes, se llaman electro-
litos. De lo dicho se desprende que muchas soluciones de sales, deidos y dlealis, asi
como varios compuestos guimicos en estado tanto liguidoe, como sélido, son electrolitos.

Comeo ejemplo de un electrolito sélido puede servir el vidrio yue por su natu-
raleza fisica es un ligquido fuertemente sobreenfriado con una viscosidad muy
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elevada. Puede mostrarse experimentalmente que en el vidrio los iones Nat,
cuyo movimiento determina precisamente la electroconductibilidad del vidrio,
poseen una movilidad notoria. Al calentar el vidrio, su resistencia puede dis-
minuir millones de veces. Eso permite obtener una demostracién impresionante.
Primero un palito de vidrio se calienta en la llama del mechero. La corriente
en el circuito.desprende calor de Joule, lo que contribuye al inczemento de la
temperatura del palito. A cierta temperatura, que es necesario elegir mediante
el experimento, el mechero con la llama se retira, y la posterior subida de la
temperatura del palito se asegura ya sélo mediante el calor 6hmico. La velocidad
de variacién de Ia temperatura del palito aumenta todo el tiempo, ya que con la
temperatura crece la conductividad, lo que, a su vez, provoca un incrementoe
aln més enérgico de la temperatura. Como consecuencia de semejante aumento
en avalancha de la temperatura tiene lugar el fundido active del vidrio y el
palito se quema, relampagueando.

§ 33. Electroconductibilidad de los gases

Se examinan diversos mecanismos de creacién de la corriente en los
gases, la caracteristica de la corriente y el papel de la carga espacial.

Corrientes automantenida y no automantenida. El gas que no tiene particulas
cargadas no es conductor de la electricidad. El se convierte en conductor sola-
mente en presencia de la ionizacién cuando aparecen los portadores de las car-
gas eléctricas en forma de -electrones e iones libres. En funcién de la cantidad
de electrones perdidos, los iones positivos pueden ser de'carga tnica o de cargas
miltiplesy.Los iohes negativos.que se-forman:merced a:la’asociacién de un elec-
60" al Atomo,- son por lo general de carga:iinica. et
: : iie el ‘gas se Kaga'conductor es necesario la presencia de cualguier factor:
ajeno dé-ionizacion (una témperatura alta del gas, la radiacidn ultravioleta o X,-
¢te.). $i la’intensidad del’campo’ no es grande, la corriente termina de circular
por el gas tan sélo cese deractuar el factor-ajeno de ionizacién. Semejante co-
rriente .86 denomina no.automantenida.
-+ '8ila intensidad es suficientemente-elevada, el campo puede provocar por
.si mismo. la'ionizacién; como consecnencia-de la cual el gas se hace conductor.
La corriente que surge en' este caso sé llama automantenida. Para la ‘mencionada-
corrienté no-eziste ningunag dependencia funcional universal-éntre la intensidad de:
la corriente y:la-tensién: ‘Todo se' determina ‘por las condiciones concretas. Por
ejemplo, con frecuencia resulta que la intensidad de la corriente automantenida
disminuye “al -subir la tensién. - 3 ?

Corriente no automantenida. Examinemos con més detalle la corriente
no automantenida. Designemos por: IV la concentracién de cargas de-cada-signo,
(ANV/dt)ers (cF significa creacién) es-la velocidad de variacién’ de la concentra-
cién de cargas por la fuente exterior de ionizacion. A la par con el proceso de
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creacion de:las cargas, transcurre el proceso de su liquidacién a causa de-la re-
¢ombinacién, o sea, tiene-lugar el proceso de'neutralizacién mutua. Al pasar un
lapso suficientemente largo,-se establece el equilibrio dindmico cuando Ia velo-
cidad de-creacién de las cargas y la velocidad de re¢combinacién se nautrahmn
mutuainente, -Entonces, es obvio que

NO =N = NO, @4

donde, para s;mplifmar, los iones se suponen la carga Gnica. = .

Esté& claro que la velocidad de recombinacién debe ser proporcional al’
producto de la concentracién de las cargas, o sea, a N3, Por consiguients; du-’
mnte el equilibrio

(AN/dt)e; = —rN?, (33.2)

donde r es el coeficiente de recombinacién.
Segiin la definicién, la densidad de corriente es igual a

J =10 4 O = g (N + NOWED) = gV (i + vi). (33.3)

~ La \reloc_ida;'l de deriva de la carga en un campo eléctrico es proporcional
a su intensidad:

Vaer = bE, (33.4)

Las movilidades 6 y bt de las cargas positivas y negativas son, por lo
general, distintas, Teniendo en cuenta (33.4), la igualdad (33.2) toma la forma

j= (™ 4 b)Y NE. (33.5)

Esta férmula se parece a la ley de Ohm. Sin embargo, ella es equivalente
a la ley de Ohm sélo cuando el factor de £ no es funcién de E y j. En general,
en los gases este factor depende de las magnitudes indicadas y por eso la férmula
(33.5) no equivale a la ley de Ohm.

Pero cuando la cantidad de iones en recombinacién en el gas en un segundo
supera en gran parte el nimero de iones que caen durante { s en el electrodo,

para definir ¥ en (33.5) puede utilizarse su expresién (33.2) para la condicién
de equilibrio. Entonces

i=ato =0y T 5 .

_ Para aclarar las condiciones de aplicacién de esta férmula es necesario tener
en cuenta que la movilidad de los iones en los gases a presién normal tiene el
orden de diezmilésimas del metro elevado al cuadrado por segundo-voltio y el
coeficiente de recombinacién r =2 1 m®s. Por ejemplo, si dN/dt tiens el orden
de 10" jones/(m®-s) y £ = 10® V/m, la cantidad de iones que caen sobre { m?
de electrodo en 1 s es igual a

Loew+oey ) HEDO H(EF) |, B2 100 mo2sm, (33.7)

18-01444
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Si la distancia entre los electrodos plano

# es igual a 0,1 m, en el espacio entre los electro
- dos en 1 m® de seccién transversal recombinar
-l 10 jones, es decir, la condicién de aplicacitr
de la férmula (33.6) en este caso se cumple. De
la misma manera se verifica la aplicacién de
dicha férmula para otros valores de los pard-
metros. :
Fi Densidad de la corriente de saturacién. Desig-

g. 130 1 s

Caracteristica de las corrientes Nemos la distancia entre los electrodos planos
automantenida y no automante- por d. Si la intensidad del campo es suficiente-
nida mente alta, de manera que todos los iones que se
forman por la fuente exterior, caensobre los elec-

trodos antes derecombinarse, surge la corriente de saturacién, cuya densidad es
faat=0d (Sr) (33.9)

er’

Caracteristica de la corriente. En la regién de los campos eléctricos inter-
medios una parte de iones, antes de caer sobre los electrodos, consigue recombi-
narse. El balance de las pérdidas y la creacién de iones se escribe como

(%‘:r_ CI‘-|- (-da-?.- I'ﬂl.‘.+ (%).’:‘0‘ (33.9)
Tomando en consideracién las igualdades (33.2), (33.3) y (33.8), obtenemos
Jeatlg — N3 — N () 4 b)) E = 0. (33.10)
Teniendo en cuenta que :
j = gN (b 4 b)) E. (33.11)
escribamos (33.10) en forma de ecuacién respecto a j:
i* + 20 + 20jgar = 0, (33.12)
donde
a=|g]| @+ b)) E*(2rd). (33.13)

La raiz positiva de la ecuacién (33.12) es igual a
f‘=cﬂf1+2}anlra_”' (33-14)

_ La gréfica de la densidad de corriente en funcién de a se-da en la fig. 130,
En-108 casos limites (& <€ jeat ¥ & 3> fyar) (33.14) pasa a las férmulas (33.6).
¥ (83.8), respectivamente. : ' K

“ La expresién (33.14) se .denomina caracteristica de la corriente no auto-
mantenida. Estéd en buena concordancia con el experimento si se tiene en cuenta;
complementariamente las-pérdidas de iones a causa de la difusién.

Corriente automantenida. Si para la densidad de corriente casiigual a la,
de la corrients’de saturacién, seguimos aumentando la intensidad del campo:
eléctrico, la densidad de corriente comienza a crecer de nuevo. Esto sucede:
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-debido a que los electrones que existen en el gas, antes de recombinar. con los
iones del ‘gas tienen tiempo de acelerarse, merced a la elevada intensidad.del-
campo, hasta energiasicuando, al chocar, ionizan:las'moléculas de gas: En defiz -
‘mitiva, la velocidad de- ionizacién comienza a-depender ‘de la ‘intensidad. La-
corriente qué surge en este caso se-denomina‘automantenida. La parte-idicial de
la caracteristica de dicha corriente-se muestra en la fig. 430 con linea punteada.:.
Empieza a un valor finito de «. - : 2 o

" Accibn de la carga‘espacial. Como ya 'se sefial$, la-movilidad de:los' porta-
dores' positivos -y negativos de-las cargas es distihta-y; por lo genéral, -5 =
> b). Debido a este, la densidad-de corriente, determinada por el:movimiento:
.de las cargas positivas, esdinferior a la densidad de corriente, relacionada con-el
‘movimiento de las cargas negativas. Por eso la cantidad de cargas positivas que
caen en el transcurso de un intervalo fijo de tiempo sobre el citodo es menor que
el nimero de cargas negativas que llegan al inodo, a pesar de que la cantidad
de iones que se forman y recombinan durante este intervalo de tiempo, es la
misma. Es obvio que semejante estado no puede ser equilibrado. El estado de
equilibrio se logra de la siguiente manera. Como consecuencia del movimiento
de las cargas positivas hacia el citodo y de las negativas hacia el 4nodo, cerca
del citodo se forma un exceso de cargas positivas y cerca del 4nodo, de negativas.
Sin embargo, a causa de la mayor movilidad de las cargas negativas, el exceso
de la carga negativa cerca del 4nodo serd inferior al exceso de la carga positiva
en las proximidades del cdtodo. Debide a semejante redistribucién de la con-
centracion de las cargas y la variacién de la intensidad del campo eléctrico, rela-
cionada con eso, se establece el equilibrio, durante el cual ¢l nimero de cargas
positivas y negativas que caen sobre los electrodos, se iguala.

Movilidad de las eargas. Un ion con cierta masa m y carga ¢ en un campo

homogéneo E se mueve con una aceleracién constante

a=qkim (33.15)

y durante el tiempo tsiendo la velocidad inicial nula, recorre el camino
s = qE1Y(2m). (33.16)

5i I es el recorrido libre medio del ion en el gas para el movimiento térmico
desordenado y v, la velocidad media, puede considerarse que v = I/v. El tiempo
y el recorrido libre medio se definen de manera que pueda considerarse que en
cada choque el ion pierde totalmente su energia del movimiento ordenado. Por
eso para la velocidad de deriva a titulo de velocidad media del movimiento
ordenado en direccién colineal a Ia de la intensidad del campo, puede escribirse,
baséndose en (33.16):

Vaer = $/T = qEv/(2m) = glE/(2my). (33.17)

Las precisiones, introducidas por la distribucién estadistica de !, conducen
s6lo a un pequefio cambio del coeficiente numérico en (33.17). Por eso la movili-
dad de los iones es igunal a

b = gl (2mv). (33.18)

18+
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De esta férmula se ve que la movilidad de los iones positivos y negativos
con las mismas masas debe ser igual. No obstante, la movilidad media de las'car:
gas negativas es mayor que la de las positivas, debido a que la movilidad de:
cargas negativas se forma no sélo por la contribucién de los iones negativos,
que también g1 tiene presente la contribucién de los electrones. Pero 1a ma
dad de los eloctrones a causa de su masa pequefia, es insignificante, lo que:det
mina, a fin de cuentas, la gran movilidad de las cargas negativas. ;

Comparaeién de las deduceiones de (55.18) con el experimento, De (33.18)
se ve que la movilidad es inversamente proporcional a la densidad, del gas;:ya
que la longitud del recorrido libre es inversamente proporcional a la densidad!
Dicha deduccién se confirma por el experimento. ;

En cambio, en total la férmula (33.18) no explica todo el conjunto de hecho§
experimentales. Por ejemplo, la prueba nos ofrece para la movilidad un vaior
menor que la teoria. Para explicar la divergencia entre la teoria y el experi:
mento, Langevin tuvo en cuenta la polarizacién de los iones, al acercarse di:
rante las colisiones, merced a las cuales los iones adquieren ciertos momentos
dipolares y el cardcter de sus colisiones varia. La consideracién deesta circuns:
tancia introduce correcciones esenciales en las férmulas, Pero la exposicién
de dicha teoria rebasa los mdirgenes del presente curso.

Para que el gas se convierta en conductor es necesarla la ia de cualquier factor
ajeno (elevada temperatura del ges, radiacién ultravioleta o ete.). Sin rgo, para
una intensidad suficientemente grande del campo eléctrico la lonizacién surge como resultadd
de la accifn del campo. La corriente que aparece en este caso se denomina automantenida,
Si existen factores ajencs de jonizacifn, la corriente se denomina no automantenida,

¢Qué son en si las corrientes automantenida y no automantenida? -
Por qué entre los electrodos surge una carga espacial? (Cuél es su accién? (Debido
a cuéles factores la movilidad de las cargas negativas resulta mayor que la de las positivas?

§ 34. Corriente eléctrica en el vacio

Se examinan las regularidades fundamentales de la emisién termoibnica
¥ su manifestacién al circular la corriente entre los electrodos en el

vaclo.

Emisién termoiénica. Si_en el vacio no hay portadores de cargas eléctricas,
no.p ‘existir ninguna corrients eléctrica. Pero si existen electrones, su mov
miento determina la aparicién de la corriente, denominada corriente en el vacio
“En'sl metal hay gas electrénico. En condiciones de equilibrio, la distribu.
cién de los electrones respecto a los niveles de energia se determina por la esta:
distica de Fermi—Dirdc y se da mediante la férmula .
. I Bpr— (3443
g expid(Ei—w)l+1 '
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‘donde p = 1/(kT); n; es ¢l ntimero de-electrones E

que poseen la enmergia E,;; gi; la cantidad de

estados cudnticos, correspondientes a la energia e

E;; p, la energia.de Fermi a temperatura T que y . -

para T — 0 K, tiende a la energia de Fermi p, NG i

para T = 0 K conforme a la férmula : i [ He
0

- T [ AT AR v Metsl  Vacio
}‘“"'“[’ 12(».,) "] (S8 Y0 T ST
e e . Fig. 131 G
Tomando en 'consideracién que en todos los Niveles energéticos'de los: elec-
casos, interesantes en' la prictica, p>» k7, la trobes libres en el metal"
magnitud u en (34.1) puede estimarse igual a u,. ¥ s TR
Sea £, la energia del electrén en reposo en las inmediaciones de la super-
ficie fuera del meta% (fig. 131). La férmula (34.1) permite calcular la probabili-
dad de que el electron posee la energia E, si E, se sustituye por E,. Esta pro-
_babilidad no es nula y es tanto mayor, cuanto mas alta es la temperatura (o sea,
cuanto menor es f). Asi pues, en la proximidad de la superficie del metal existe
una nube electrénica que se encuentra en equilibrio con el gas electronico dentro
del metal. Dicho equilibrio es dindmico: los electrones dentro del metal, que
poseen una emergia cinética suficientemente grande, superan las fuerzas que
los sostienen dentro del metal, y rebasan sus I{mites; llos electrones cerca del
metal para las correspondientes direcciones de sus velocidades y posicién sen
capturados por las fuerzas que mantienen los electrones dentro del metal. De
esta manera, en condiciones de equilibrio dindmico la superficie del metal se
atraviesa por las corrientes de direccién contraria, cuyas intensidades son igua-
les, seglin el médulo. La intensidad sumaria de la corriente a través de la super-
ficie es nula. El fendmeno de formacién de una nube electrénica en las inmediaciones
de la superficie metdlica a causa del movimiento térmico de los electrones libres se
denominag emisién termoidnica. A O K no se observa ninguna emisién termoidnica,
a:édecir, en la proximidad de la superficie metdlica po existe ninguna nube elec-
trénica.
Los electrones con una energia cinética Wy, en la proximidad de la super-
ficie metalica poseen una energia total £, = W, + E, y la f6rmula (34.1)
para ellos adquiere el siguiente aspecto:

n 41

2 Wein~ exp[B(Beta+®@)]F1 ° (33:3)
donde @ = E; — u es el trabajo de salida de los electrones del“metal. De la
férmula (34.3) se ve que la densidad de la nube electrénica cerca de la superficie
metélica depende mucho del trabajo de salida @ y disminuye bruscamente al
aumentar éste.

Si en las inmediaciones de la superficie metélica existe un campo eléctrico,
los electrones de la nube se ponen en movimiento y se forma una corriente eléc-
trica, denominada termoibnica. Asi pues, si en el vacio existen dos placas
metélicas, a las que se aplica una diferencia de potencial, entre allas surge una
corriente termoiénica. Es obvio que la intensidad de la corriente debe crecer al
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aumentar la diferencia de potencial. Existe una intensidad de la corriente mazima
cuandg todos los electrones que llegan a la nube electrénica a través de la superficie
catédica, se arrastran por el campo eléctrico exterior hacia el dnodo, entonces no
habrd ninguna corriente inversa de los electrones a través de la superficie al interior
del cdtodo. La mencionada intensidad de la corriente méxima se denomina
intensidad de corriente de saturacién: al aumentar posteriormente la diferencia
de potencial entre el dnodo y cétodo, la intensidad de la corrients no varia, ya
que todos los electrones que se suministran del citodo debido a la emisién ter-
moiénica, se utilizan para formar la corriente eléctrica y para el ulterior aumen-
to de la intensidad de la corriente no gquedan ningunos portadores de la carga.
Para los metales @ constituye varios electrén-voltios. La energia de kT
incluso a una temperatura de miles de kelvin constituye partes del electrén-
voltio. Por consiguiente, B® > 1 y exp {f (W, + D) > 1. Por eso en (34.3)
en el denominador puede monospreciarse la unidad en comparacién con
exp [f (Wy, + @)] y escribir esta férmula como
% . A e-vOf(hTJB c1a/(AT) f344.)
Asi, pues, la intensidad de la corriente de saturacién depende en gran parte’
del trabajo de salida y de la temperatura, puesto que estas magnitudes entran
en el exponente. Para los metales puros una corriente considerable puede obte-
nerse s6lo a temperatura de un orden de 2000 K, es decir, en calidad de cdtodos
eg necesario utilizar metales con elevada temperatura de fusién. Al mismo tiempo es
deseable que su trabajo de salida sea el menor posible. Por ejemplo, el tungsteno
puro, cuyo trabajo de salida es de 4,5 eV, debe trabajar a temperatura de 2500 K.
Para disminuir la temperatura de funcionamiento del cdtodo y reducir el tra-
bajo de salida se hace uso de los c4todos revestidos de éxide, cuando con ayuda
de los correspondientes procesos tecnolégicos el soporte del citodo se cubre de
una capa de oxidos de metales alcalino-térreos (verbigracia, BaO, SrO y otros)..
Después el citodo se activa dejando pasar por él una corriente termoiénica.
a temperatura del cdtodo de unos 1300 K. En definitiva, se forma una capa
monoatémica de. 4tomos, alcalino-térreos que reducen considerablemente el
“trabajo de salida. Por ejemplo, los cdtodos revestidos de Sxidos de bario y.estron-
cio poseen in trabajo'de salida de tinos 1,8.eV, merced a lo cual ya.a una tem-
peratura -de cerca de 1100 K se logra obtener corrientes considerables. A esia
-'misma temperatura se alcanza una densidad-de corriente del orden de 10¢ A.m=2.,
Por lo general, la capa de 6xido de bario'y estroncio se aplica a un tubo de nfquel,:
dentro-del cual 'se’utiliza a titulo de.calentador un filamento de tungsteno:
Semejant ructura tiene una ventaja, complementaria en.comparacién; con’
¢l uso ide mento.de tungsteno calentado como. cdtodo, :ya que en este Gl
I'filamento surge una caida de potencial grande y su super
serd equipotencial. En el cdtodo, recubierto. de 6xidos, la capa de éstos es'
ung superficie equipotencial, lo que mejora bastante las condiciones de trabajo.
del cAtodo en.total. S R
- . Caracteristicas de la nube electrénica. La nube electrénica en la proximidad,
de la superficie metélica se describe mediante la formula (34.4). El namero.de’
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estados cuanticos en un elemento de volumen
fagico dz dy dz dp.dp, dp; es

g=—r (M)J dzdydzdp,.dp, dp,. (34.5)
Por esta razén, la cantidad de electrones,

incluidos en el elemento del volumen fisico
dz dy dz dp, dp, dp;, se representa asi

~0/(hT)g=PH2IMATY .,

dn = e

2
(2nn)?
Fig. 132 )
x dzdydzdp dp, dp,, (34.8) Para calcular la -intensidad..de-
la corriente de saturacién
donde W, = p¥{(2m.).

La integracidén de la expresion (34.6) respecto a dx dy dz nos da como factor
el volumen V. Por eso la cantidad de electrones en el volumen ¥, cuyos impulses
se encuentran en el elemento de volumen dp, dp, dp, cerca del impulso p.,
Py Pz es igual a

dn, = [2V/(2rhk)®] exp [—@/(kT)] exp [—p*/(2mkT)| dp, dp, dp,,  (34.7)

donde p? = p} 4+ p} + pi. De aqui para la concentracién de la nube electrs-
nica en las inmediaciones de la superficie metdlica obtenemos la expresién

= an =gt oxo (=) [ ] 50 (—5) et .

HE T L

La energia cinética media de los electrones
S 1p%@maldn, 3
Wewy =) = S T, (34.9)
Densidad de la corriente de saturaeién. Dirijamos el eje Z del sistema
cartesiano de coordenadas perpendicularmente a la superficie metélica
(fig. 132). Los electrones contribuyen en la densidad de la corriente de satura-
ci6n mediante la componente v, de la velocidad por el eje Z. La aportacién de

un electrén a la densidad de la corriente es igual a ev; = ep;/m,. Por lo tanto,
la densidad de la corriente de saturacién se define por la formula

fsal=;8: 5 Ptdn _[me(%h}”]exp( )

Py>0

x J o0 (= 58r) 40 § exo (k) 0 § peoen (— oir) dnm
i Trexp (— o), (34.10)
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0 bien
Jat = AT? exp [—D/(kT)], (34.11)

donde la constante
A = em (2aR%) = 1,2.10° A.m-2. K" (34.12)
La igualdad (34.11) se denomina férmula de Richardson—Dushman.

1 Para la verificacién experimental de dicha férmula es cémodo representar-
a como

In (joae/T% = In A — D/(ET). (34.13)

En la gréfica, segin la formula (34.13), 1a dependencia entre In (joa/T?)
y 1/T se expresa por una linea recta (fig. 133). El experimento corrobora seme-

in{jege/ T7)
sat/ 4
\ o - x
o ur v=20 ¢ = U,
Fig. 133 Fig. 134
Dependencia entre la intensidad Para deducir la ley de Child —
de la corriente de saturacién Langmuir

y la temperatura

jante dependencia, teniendo en cuenta una pequeiia variacién de @, determi-
nada por la disminucién de p con la temperatura [véase (34.2)]. Conforme a la
férmula (34.13), por el dngulo de inclinacién de la recta se define el trabajo de
salida ®. La interseccién de la recta con el eje de ordenadas nos permite calcu-
lar In A. Segtn la férmula (34.12), la magnitud 4 debe ser una constante uni-
versal, igual para todos los metales. Esta conclusién no se confirma por los
ensayos. Para diferentes metales existe cierta divergencia de los valores de 4.
Por ejemplo, para el cobre 4 = 1,1.10° A-m—2%. K2, para el niquel 4 = 1,2 X
X 10° A-m-*:K-* y para el platino 4 = 0,3-10° A-m-*.K-2. Esta. variaci6n -
de A-¢ésté determinada por los efectos superficiales. Ademés, la densidad de la,
corriente-de saturacién de los cristales se diferencia en cierto grado para distin:-
tas ‘caras, ¢ W
- -Ley de-Child—Langmuir. Examinemos la dependencia de la intensidad:
de lacorriente que circula en el vacio entre los electrodos, respecto a la diferen-:
cia de potencial aplicada. Consideremos que los electrodos son planos y dirija-
mos el eje-X perpendicularmente a la superficie de los electrodos (fig. 134).
Tomemos el .potencial del catodo por_cero (p, = 0) ¥ el potencial del snodo lo
designemos por U. )
El factor fisico principal que influye sobre el movimiento de los electrones
entre ‘el cdtodo y el &nodo, es la carga volumétrica: las fuerzas de interaccién
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con ella dificultan el movimiento de los electrones del citodo al 4nodo bajo la
accion-de la diferencia de potencial aplicada.. ;
Supongamos que las reas de las placas del cdtedo y el anodo son bastante

grandes y durante el cilculo de la densidad de la corriente cerca de:la linea que
‘une los centros de los electrodos, se puede menospreciar la variacién:de.las
magnitudes en las direcciones perpendiculares a esta’linea, es decir, examinar
un problema unidimensional, cuando todas las magnitudes dependen sélo de la
coordenada z. La ecuacién de Poisson para el potencial tiene la forma:

d¢ _ _ pe _-nle o i

S Bl o (B4td)
donde » es la concentracién de electrones. El principio de conservacién de la
energia para la deriva de los electrones tiene la forma

112 mader = | 2] @, (34.15)
donde vg,, es la velocidad de deriva en el punto con potencial . La densidad
volumétrica de corriente en ese punto es

|7l =n|e} vge- (34.16)

Todas las magnitudes en el segundo miembro de (34.16) son positivas.
Calculando vy, de (34.15) y poniendo la ecuacién obtenida en (34.16), hallamos.

nle|l=1j|Imd(2]efp)l (34617
Teniendo en cuenta (34.17), la ecuacién (34.14) se transforma en
d2q/dz2=a/V g, (34.18)

donde @ = (] j /eg) Y m /(2 | e |). Después de multiplicar los dos miembros de
(34.18) por (do/dx) = ¢, obtenemos
vo=ap/V 5, (34.19)
donde los puntos significan la diferenciacién con relacién a z. Tomando en
consideracién que
P9=(99"/2, o/Veo=2(Ve) (34.20)
escribamos (34.19) asi:
(%) =4a (V 9)". (34.21)
Ahora se puede integrar los dos miembros de (34.21) respecto a z en los
limites desde O hasta el valor de = para el cual el potencial es igual a ¢. Entonces,
dop\2 dyp 12 -
('d%) oy _‘i%)‘a:éa. Ve, (34.22)

donde se tuvo en cuenta que ¢ (0) = 0. La derivada (dg/dz), caracteriza la
intensidad del campo eléctrico cerca del citodo, @ es proporcional a j. Por eso
la densidad volumétrica de la corriente j alcanza el valor mdximo para (dg/dz),=
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= 0 y entonces [véase (34.22)]

L —2Vaen, (34.23)
o bien
SH=2Vads (34.24)
Fig. .135 Al integrar los dos miembros de (34.24)
Tnfluencia de la carga volumé- dentro de los limites desde z = 0 hasta z = d,

trica sobre la distribucién del @ = U/, obtenemos
potencial entre el dnodo y el cé-

todo vs=2dVya. (34.25)
Elevando ambos miembros de (34.25) al cuadrado y teniendo en cuenta que
a=(}jlle)) ¥ m/(2 le|)s (34.26)
obtenemos
1j | = pUsA, (34.27)
donde

- (32"

El calculo de un problema semejante para los electrodos cilindricos coaxia-
les, para los electrodos esféricos concéntricos conduce a la misma forma de de-
pendencia entre la densidad volumétrica de la corriente y la diferencia de poten-
cial elevada a la potencia de tres medios. A propdsito, esta dependencia se
podia esperar sin realizar cilculos algunos mediante el andlisis de las dimensio-
nes. El coeficiente  en todos los casos tiene la misma dimensién, como se des-
prende de la ecuacién de Poisson, escrita en diversos sistemas de coordenadas.

En ausencia de la carga volumétrica entre el catodo y el 4nodo, la varia-
cién del potencial transcurre por una ley lineal (fig. 135; la recta I). La carga
volumétrica cambia ese curso. Estd claro que en las proximidades del cétodo la
carga volumétrica reduce las fuerzas que actiian sobre los electrones en ausencia
de la carga volumétrica, mientras que en las inmediaciones del énodo, 1as aumen-
ta. Por eso la variacién del potencial entre los electrodos, tomando en conside-
racién la carga volumétrica, se caracteriza por la curva 2.

La deduccién de la férmula (34.27) fue hecha en suposicién de que los elec-
trones abandonan ‘el cidtodo con una velocidad nula. En cambio; ellos pueden

“’abandonar el citodo con la velocidad finita de emisién. En este caso la corriente
existe incluso-si“cerca del citodo hay un pequefio’ campo invérso. Por-consi-
guiente, la ‘densidad’ volumétrica de la carga puede cambiar hasta “valores,
para los cuales el potencial cerca del catodo dismipuya hasta valores negativos,
Como consecuencia.de esto, la marcha del potencial en la proximidad del catodo
se caracterizari por la curva punteada C.

- Siendo la diferencia de’ potencial suficientemente grande, se obserya una
desviacion de la‘ley de Child—Langmuir. Ella surge cuando la ‘densidad volis!
métrica de la carga se reduce a tal grado, que resulta imposible mantener él:campy

(34.28)
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eléctrico nulo en la superficie del cdtodo y, por lo tanto; no-se cumple la condicién
(dg/dz), = 0, para la cual se introdujo la ley de los trés medios. Durante el poste-
rior aumento de la intensidad, la densidad volumétrica de corriente se hace
independiente de la diferencia de potencial (la corriente de:saturacién)..’
. . .Laley de Child—Langmuir se estudia aquf a titulo de ¢jemplo de una rela-
<ion; no lineal entre la- intensidad de la-corriente;y la tension. ‘Dicha ley no

tiene un-caricter universal e incluso.en el caso-citado. es:vdlida $6losen un inter-
valo relativamente estrecho de tensiones y corrientes:-La carencis:de linealidad -
en la. caracterfstica tensién-corriente es la peculiaridad més importante de
muchos elementos de los circuitos radio y electrotécnicos, incluyendo los ele-

mentos de la electrénica de los sélidos.

¢En qué consiste el mecanismo de la emisién termoidnica? ¢Qué es lo que determina
la existencia de corriente de saturacién? ;De qué factores depende su intensidad?
¢A qué condiciones se observan las desviaciones de la ley de Child—Langmuir?

Problemas

5.1. La concentracion de electrones de conduccién en el cobre es igual a ny = 8,5.102 ¢m-?,
Determinar la velocidad de deriva de los electrones de conduccién para la densidad de
corriente j = 10 A/mm?

5.2. A través de un electrolito pasaron | ¢ | coulombios de electricidad. Las movilidades
de los iones son &(*) y 4(-), 1Qué cantidad de electricidad han traspasado los iones
positivos y negativos?

5.3. Dos bafios electroliticos (cubetas reogrificas) con soluciones de AgNO; y CuSO, estan
acopladas en serie. Definir la masa de plata que se libera en el transcurso de un tiempo,
durante el cual se desprendieron 10 mg de cobre.

9.4. La electrolisis de ﬁ\gNS, se lleva a cabo a una diferencia de potencial de 4 V. :Qué
energia se gasta para liberar 100 mg de plata?

5.5, Una cinta metédlica conductora de un grosor ¢ = 0,1 mm y anchura d = 5 cm se coloca
en un campo magnético homogéneo con induccién B =1 T, dirigida perpendicular-
mente a la superficie de la cinta. Por ésta circula una corriente de intensidad 7 = 1,6 A.
Hallar la diterencia de potencial de Hall.

5.6. En un tubo de descarga de gases entre los electrodos coun el &rea de la seccién trans-
versal de 1 cm?, situados a la distancia de 3 ¢cm uno del otro, la intensidad de la co-
rriente de saturacién es igual a Fgat = 10-7 A. La descarga no es sutomantenida, ;Cudn-
tas carg[au elementales de cada uno de los signos surge cada segundo en 1 cm? del volu-
men del tubo?

Respuestas

- *
5.4. vger="0,0736 cm/s. 5.2. [Q(H|= zr-:iilulﬂ . 1o+ Ej’f)’_i[bl’,} . 5.3. 34 mg.
5.4. 360 J. 5.5. 10~ V. 5.8, N 2.10% s-1.co-S,



CAPITULO 6

Campo magnético estacionario

El campo magnético estacionario se determina por las corriente
eléctricas. No se puede crear con el movimiento de una carga aislada,
Ya que en este caso ¢l campo magnético serd inevitablemente alter-
nativo. A pesar de eso, mediante el principio de superposicién se
saca la conclusién de lasformacién del campo por una carga aislada
en movimiento.

§ 35. Ley de la corriente total

Se da la deduccion de la forma diferencial de la ley de la corriente
total. Se examina la verificacién experimental de la ley de la corriente
total.

Planteamiento del problema. Lo mismo que en la electrostética, nos hace falta
obtener la forma diferencial de las leyes del campo magnético. En la electrosté-
tica eso se ha hecho, partiendo de la ley de.Coulomb y el principio de superpo-
sicién como teorfas experimentales. Su enunciacién integral se da mediante el
teorema de Gauss, del que se desprende la-ecuacién diferencial (13.20). ;
Para el campe magnético se puede, en principio, hacer lo mismo, a saber:
. buede partirse de la ley de Biot—Savart (10.10) 6 (10.14) y el principio de super-
posicién para el campo magnético como factores experimentales. Su epunciacién
integral se denomina ley de la corriente total (en este capitulo es pars el caso
de campos estacionarios) de los que 'se obiiene la ecuaci6n diferencial corres- -
pondiente. Sin embargo, puede hacerse de otra manera y seguir la deduccién
tedrica de las leyes del campo magnético baséndose en las leyes del campo eléc-
trico mediante la teorfa de la relatividad {(véanse los §§ 8, 9). Por eso partimas
de la férmula (9.28) para la induccién del campo magnético de una corriente que-
pasa por un conductor infinito rectilineo, la cual se obtuvo tedricamente.
Forma integral de la ley de la corriente total. Las lineas de induceién
del -campo..magnético, originado por la corriente que pasa por un ‘conductor
fino-ilimitado*y .rectilineo, son -circunferencias concéntricas, ‘cuyo -centro se
encuentra en'la linea de la corriente. El valor de la induccién se da mediantela
férmula (9.28).. Calculemds la circulacién del vector B

$B.a1 (35.1)
L

respecto. a cierto circuito cerrado L alrededor de la corriente I (fig. 136). Dado
quie las 1fneas de B yacen en los planos, perpendiculares a la linea de corriente I,
s ‘necesario elegir el circuito L yacente en uno de los planos.
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Haciendo uso, para calcular la integral (35.1), de las designaciones mostra-
das en la fig. 137, ¢, obtenemos

{'\ =
B-dl = B dlcos (B, d) = B dl,. (35.2)

°  Segln la definicién, da = d!;/r. Tomando en qonﬁiﬁaracién la férmula
(10.3), escribamos (35.2) de manera

! i .
_ B-dI:T"’:_-r—dIJ_=-ET'Ida. (35.3): .
Entonces .
<§> Bedl=4 7 § da=p, (35.4)
A L

donde se tiene en cuenta que la integral respecto a da por el circuito cerrado,
que rodea el origen de coordenadas, es igual a 2n. Por lo tanto, la circulacién

(o

-

7 ;—--'Idl
Fig. 136 Fig. 137
cule de la circulacion del La corriente I estd dirigida per-
vector B por un circuito carrado endicularmente al Ffano del
isefio hacia arriba. El rodeo po-

sitivo del contorno es en sentido
contrario a las agujas del reloj

del vector B por un circuito cerrado alrededor de una corriente no depende de
la forma del circuito y se determina sélo por la. intensidad de la corrients.
Si el circuito cerrado L' no abarca la corriente I (fig. 137, b), entonces

§ da =0, (35.5)
Lt
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es decir, la circulacién del vector B por un cir-

7, cuito cerrado, que no abarca la corriente, es
! nula. Por esta razdn, los resultados obtenidos
& pueden enunciarse
pel (el circuito de integracién
abarca la corriente),
5 B.dl = i . :
0 (el circuito de integraci6n
138 £ no abarca la corriente).
Generahzao:ﬁn de la ley de la (35.6)
corriente total para un conjunto 2
arbitrario de corrientes Imaginémonos que existe una gran cantidad

de corrientes y el circuito abarca sélo una parte
de ellas (fig. 138). La induccién del campo magnético en cada punto del cir-
cuito, segin el principio de superposici6n, es igual a la suma de inducciones de
los campos magnéticos, creados por cada una de las corrientes:

B= E‘ B,. (35.7)

Sustituyendo B en el pri.m.er miembro de (35.6), obtenemos
SB-dl=S(EB,)-dl=EgBl-dl=Zp‘,Ih=}Lnf. (35.8)
i £ V4 1

3

donds con el indice k se designan sélo las corrientes que entraron en el circuito L.
Las corrientes no abarcadas per dicho circuito, no dan aportacién alguna en la
integral. Por consiguiente, la intensidad de la corriente I en (35.8) es la suma
de todas las intensidades de las corrientes que abarca el circuito. Por esta
razén, en el caso general, la ley de la corriente total puede enunciarse como

@ B.dl=p,l, (35.9)
L

_ donde [ es la intensidad de la corriente total que abarca el circuito L. Si la
intensidad de la corriente total es nula, la circulacién es también nula. Este
caso se realiza no. s6lo cuando el circuito no abarca ninguna corriente, sino

también cuando las corriantaa rodeadas circulan en sentidos contrarios y en total

n. Por ejemplo, 1 sirculacion de B por el contorno que rodea dos corrien-
'sentldos contrarios, eg igual a cero. En

ente I se considera segin la regla general
contorno L y-el sentido-de la corriente

_ P i ipére; el signo de I es -pesitivo.

“elcaso contrario el signode Jes negativo.
La expresién (35.9) de la ley de la corriente total para el vacio en el caso
estacionario es el corolario directo de la relacién (9.28) y puede verificarse por

'via experimental. La mBncmnade. ley fue deduc:da antes para una corriente que
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pasa por'un conductor infinito'recto, pero ahora quedard obvio que es valida

también ‘para ‘una cerriente arbitraria. ] e E

; Forma: diferencial de’la ley de 1a corriente total. Escribamos la férmula

(35.9) para-las corrientes volumétricas, Désignemos por.S la superficie encerrada

por el contorno L. Como siempre, la normal -positiva a la superficie-estd rela-

cionada con la direccion del rodeo del circuito-L mediante la regla de Ampére.
La intensidad de la corriente total I, que circula por la superficie, es =~

I={j.ds, (35.10)°
8

donde j s la densidad volumétrica de la corriente. Por lo tanto, la ley de la
corriente total (35.9) adquiere la forma

j B.dl=p, 5 j-ds. (35.11)
L 5

El primer miembro de la igualdad (35.11) puede transformarse por el teo-
rema de Stokes en la integral por la superficie:

{B.d1= [ rotB.ds (35.12)
L 8
v representar la igualdad (35.11) como
{ trot B—pjl-ds=o. (35.13)
=2

La igualdad a cero de la integral (35.13) debe observarse para la eleccién
arbitraria de la superficie S. Por consiguiente, el integrando es nulo:

rotB= Pod- (35.14)

La igualdad (35.14) es Ia forma diferencial de la ley de la corriente total.
Tiene cardcter diferencial y es vélida en cada punto. De aqui se desprende que
es correcta para un campo arbitrario a pesar de ser deducida para un campo, ori-
glnado por la corriente que pasa por un conductor infinito rectilineo.

Ahora puede demostrarse que la ley de la corriente total (35.9) es vilida
para las corrientes arbitrarias y no sélo para las rectilineas. Para la demostra-
cidn tomemos corrientes arbitrarias y tracemos una superficie S al azar, limita-
da por el contorno cerrade L. Multiplicendo los dos miembros de (35.14) por
el elemento dS de esa superficie, e integrando respecto a dS, hallamos

5rotB-dS=p°51-dS. (35.15)
B B
El primer miembro de (35.15) se transforma por el teorema de Stokes (35.12)

en la integral por el contorho y el segundo miembro, con ayuda de (35.10) se
oxpresa mediante la corriente total I que interseca la superficie. En definitiva,
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(35.15) adquiere la forma (35.9). Eso demuestra
que la ley {35.9) es vilida para corrientes y con-
tornos arbitrarios. Sefialemos también que al
calcular la intensidad de la corriente total por la
férmula (35.10), puede elegirse cualquier super-
ficie 8, tendida sobre el circuito L. De agui se
: desprende que la ecuacidn (35.14) se recibid par-
Fig. 139 tiendo de la ley de Coulomb, el principio de
Espiral de Rogowski superposicion para la intensidad del campo eléc-
trico, lainvariancia de la carga y las férmulas de
la teoria de la relatividad. La ley de Biot—Savart en forma (10.10) 6 (10.11) se
obtiene de (35.14) como solucién de esta ecuacién en caso de no haber corrientes
en el infinito [véase (37.11, c)].

Verificaci6n experimental de la ley de la corriente total. Para demostrar
la ley de la corriente total y su comprobacién experimental con una preeisién
no muy elevada puede hacerse uso de la espiral de Rogowski. Representa en si
una espiral de alambre flexible, confeccionada en forma de cinturén (fig. 139),
cuyos extremos se conectan al galvanémetro. La:accién de la espiral se funda en
la ley de induecién electromagnética de Faraday (véase el capitulo 8) al cam-
biar el campo magnético, en el circuito de la espiral de Rogowski surge una
corriente eléctrica. Segiin las indicaciones del galvanémetro puede determi-
narse

{ B.a1, (35.16)
L

donde L es el contorno que coincide con el eje de la espiral de Rogowski.
Para mostrar la ley de la corriente total (35.9) es suficiente colocar la espi-
ral de Rogowski en forma de circuito cerrado que coincida con los contornos
L y L' (véase la fig. 137). Al conectar la corriente, en el caso mostrado en la
fig. 137, a, se observa la desviacién de la aguja del galvanémetro, por la que
puede uno cerciorarse de que la integral es igual a p,/. Para el caso dado en la
fig. 137, b la aguja del. grglvandmatro no se desvia, lo que significa la igualdad
a cero de la circulacién del vector B por el contorno L' :
Deduccién de la forma diferencial, diferenciando directamente la férmula
de Biot—Savart. La férmula (35.14) se obtiene inmediatamente si se toma
la operacién rot de los dos mismbros de.la f6imula (10.41). que expresa la ley de
Biot—Savart. ‘En el segundo miembro_la operacién rot se.aplica s6lo al inte-
ran : nenV de 1 integracién.no depende. de. las. variables, por
les se’efectlin la operacién. En el integrando.j no.depende de dichas. varia-
odepender yr. Calculando rot-y efectuando la integracion, obtenemos la
-(35.44). Dichos célculos pueden Tealizarse como ejercicios.

. Si.1a permeabilidad magnética del cuu%n. : ra la.del -medio, ‘el cuerpo se comporta
como ‘il ‘paramagnétioo, pero sl es. inferior a la del medio, como un diamagnético, -
"™ L Bieulaclon dl vctor ds ndueci or i henitcorada iredse do 4 coreno
‘no.depende de 1a:forma del circulfo 'y se detérminaablo por la'intensldad de1a cortiente. -~ !

-




§ 34. Ecuaciones de Maxwell

Ejerclcio 35.1. Aplicando la ley de la corriente tolal,
hallarlg induceidn del campo magnético en un-cable coazial
que se utiliza para transmitir la corriente continua (fig. 140).
La corriente circula por el alma central de radio ry y retorna
por la envoltura, cuyos radios exterior e interior son {guales
a rg y ry. El eapacio entre el alma y la envoltura estd lleno
de éhféetrico.

Teniendo en cuenta la simetria axial del campo
magnético, mediante la ley de la corricente total, obte-
nemos

_ I
B

donde_/, es la intensidad de la corriente que se rodea
por un contorno circular de radio r. La densidad de co-
rriente en el alma j; = I/(nr}). Por esopara 0 < r << r,
tenemos I, = fynr* = Ir3fr! y, por consiguiente,

B = pIr/(2nrd).

2587

Fig. 140
Cable coaxial

Para ry<<r<r, tememos [, =] =const y, por lo tanto,

B = pl/(2ar).

Para ry < r < ry ¢l contorno abarca la corriente de retorno, cuya densidad es

ja = Ix (i3 — ).

Entonces la intensidad de la corriente que rodea el contorno para ry<r<<ry ¥ la

induceién del campo magnético son iguales a:
r*—r}
ri—ri’

8-=%{-_(1-—:;—:%).

Fuera del cable la induccién del campo se anula.

L=I—1

§ 36. Ecuaciones de Maxwell para un campo magnético

estacionario

Se da la enunciacin de las ecuaciones de Mazwell para el caso parti-
cular del campo magnético estacionario y se discuten los tipos de pro-

blemas a resolver.

Ecuacién para div B. Calculemos la div B, partiendo de la férmula (9.30):

divB =t ,5, div (i,-5) d=,

(36.1)

donde la operacién de div se introdujo bajo el signo de la integral en virtud de
que los limites de integracién no dependen de las variables, respecto a las cuales

1701446
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se efectia la diferenciacién al calcular div. Para las ulteriores transformaciones
de las férmulas es il escribir en forma explicita las variables en la ecuacién
(36.1). Sea B la induccién del campo en el punto (z, y, 7), es decir, B =
= B (z, y, 2). El calculo de div se reduce a la diferenciacion respecto a z, y, 2.
Las coordenadas corrientes de los puntoes de integracién en el integrando (36.1)
se designan por z’'. Entonces,

r=i (e —2) iy +is,

e 36.2
r=VY{@—2f+ i+~ (=2

Segin la férmula (A.15) tenemos
div (i,|= e "*:';') =-:T-mt lx--iarot—:-,—:O. (36.3)

ya que el primer término del segundo miembro es igual a cero debido a la inde-
pendencia de i, respecto a las coordenadas (z, y, z), por las que se efectia la
diferenciacion para calcular rot. La ignaldad a cero del segundo término se
demuestra caleulando directamente rot (r/r*) = 0. La igualdad a cero de
rot (r/r*) es consecuencia de la simetrfa central del campo del vector r/r®. No
es dificil demostrar que cualquier campo simétrico central es potencial. Reco-
mendamos, como ejercicio, demostrar eso.

Asi pues, e} integrando en (36.1) es idénticamente igual a cero y, por lo

tanto,

div B=0. (36.4)

Partiendo de la igualdad (36.4) sacamos la conclusién (véase el § 13) de
que las Ifneas de B no tienen fuentes. Eso significa que no existen cargas magné-
ticas que creen un campo magnético, como las cargas eléctricas originan el campo
eléctrico. Las lineas de B no tienen ni comienzo ni fin. Ellas son o bien lineas
cerradas o bien parten al infinito. Es obvio la ausencia de los inicios y finales
de semejantes lineas. Sin embargo, pueden existir lineas no cerradas, incluidas
en una zona finita del espacio y, a pesar de eso, no tener ni comienze, ni final.
Examinemos, por ejemplo, un toro (fig. 141), en cuya superficie se arrolla una-
espiral. Si la relacion de la longitud de la circunferencia mayor del toro respecto
VB ' al paso dela espiral es un nimero irracional, la
“1fnea jamés serd cerrada ¥y enfollaré ‘el toro una

cantidad de veces infinita.-Semejante, 1inea es un

ejemplo de una linea sin cerrar que no tiene ni
L comijenzo pi final y estd incluida en una zona

= — finita del espacio. Es fécil efectuar sxperimen-

Fig. 141 talmente las lineas de B de semejante tipo. Para
fﬁga;?l;céﬁ_ﬁ.mﬂ;goﬁfd entre ese fin es necesario dejar pasar uui;la ‘corriente I,

a.longitud de la circunferencia p4y o} eje del toro, perpendicularmente a su
del toro y el paso de,ia espiral glano, ¥ ]par la circunferencia mayor, gue coin-

la lipea. d ta ; e : 7
.;:m,a’i“ b uigs o cide con el eje de la espiral del toro, una corriente
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1,. Para determinadas relaciones entre I, e I, se realizardn las condiciones
mencionadas mas arriba cuando las lineas de B no estén cerradas.

Ecuaciones de Maxwell. Las ecuaciones (35.14) y (36.4) forman un sistema
de ecuaciones de Maxwell para el campo magnético, originado por las corrientes
continuas en el vaciq:

rot’B = pol, (36.5)
divB = 0. (36.6)

La solucién de estas ecuaciones permite hallar B si j es conocida. La can-
tidad de magnitudes escalares incégnitas en estas ecuaciones es igual a tres
(B, B,, B,) y ¢l nimero total de ecuaciones escalares para definirlas, es igual
a cuatro [tres ecuaciones escalares que se obtienen de la primera ecuacién vecto-
rial ¥ otra ecuacién escalar mas (36.6)]. De esta manera, la cantidad de ecuagio~
nes sxggera el nimero de inognitas, en cambio, el sistema no queda repleto (véase
el § 2

Tigns de problemas a reselver. Con ayuda de las ecuaciones (36.5) y (36.6)
pueden resolverse dos problemas;

1. Sabiendo la induccién del cempo magnético, hallar la densidad velu-
métrica de la corriente.

Para eso es necesario calcular rot B valiéndose de la scuacién (36.5).

2. Conociendo la densidad de las corrientes, hallar 1z induccién del campo
magnético que engendran. Para ello es necesario resolver dichas ecuaciones para
las incégnitas j. Los métodos de solucidn de la ecuacién se examinarin a con-
tinuacion, ahora sélo sefialemos que para el caso en que todas las corrientes se
concentran en una zona finita del espacio, la Solucién se da por medio de Ia f6r-
mula de Biot—Savart (10.11):

B~fo {1XT av. (36.7)

Los célculos resultan muy voluminosos, debido a una estructura compleja
del integrando y su caracter vectorial. Para simplificarlos, es til introducir el
potencial vectorial.

La ecuscién div B = ( indica que las lineas del vector no tienen ni comienzo ni final:
ellas son o bien cerradas, o bien tienden al infinito o estén concentradas en una zone finita
del espacio, pero sin comienzo y final, Esto significa no existen cargas magnéticas que
creen un campo magnético, lo mismo que las cargas eléctricas crean un campo eléetrico,

:Puede Vd citar un ejemplo de linea qlue se encuentre toda en una zona finita del espa-
cio, pero gque no tenga ni comienzo mni final?
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§ 37. Potencial vecforial

Se examinan las propiedades del potencial vectorial y su calibracién.
Se caleula la induccién del campo de una corriente elemental.

Posibilidad de introducir el potencial wvectorial. La identidad conocida del
andlisis vectorial div rot = 0 muestra que la solucién de la ecuacién
y divB =0 (37.1)
puede representarse ::oma""~
B = rot A, (37.2)

donde A es el potencial vectorial del campo magnético.

Multiformidad del potencial vectorial. El campo con una inducciéon prefi-
jada B puede describirse no por un potencial vectorial, sino que por muchos.
Para cerciorarse de ello, demostremos que si el potencial A describe un campo
con induccién B, el otro potencial

A = A +grad g (36.3)

para una funcién arbitraria y describe el mismo campo B. Para demostrar eso
calculemos la induccién del campo B’ que se describe por el potencial A"

B’ = rot A’ = rot A 4 rot grad y = rot A = B, (37.4)

dado que rot grad = 0.

La multiformidad del potencial vectorial es analoga a la del potencial
escalar en la teoria del campo electrostatico, sélo que en aquel caso el potencial
se determinaba con una precisién de hasta una constante -arbiirgria, mientras
que en este caso, con una precisibn de hasta una funcién arbitraria de cierta clase.

Calibracitn del potencial. Haciendo uso de la multiformidad en la eleccién
del potencial, puede imponerse una condicién determinada sobre el potencial.
En la magnetostitica dicha condicién se elige con mas frecuencia en forma de

divA =0 (37.5)

se denomina condicién de calibracién del potencial. Su papel es semejante
al de la normacién del potencial escalar en la electrostitica. Por ejemplo, la
eleccién, al asar del potencial vectorial muestra que el potencial vectorial posee sélo
un valor auziliar y no puede medirse experimentalmente. :
Ecuacién para el potencial vectorial. Sustituyendo (37.2) en (36.5), obte-
nemos
rot rot A = p,j. (37.6)

Del andlisis vectorial se sabe que
rot rot A = grad div A — V*A (37.7)
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y por eso (37.6) toma la forma
VA = —p, (37.8)

donde se toma en consideracién la calibracién (37.5). Escribamos la ecuacién
(37.8) en coordenadas:

V‘A: =t "l-"nf.:- Vsz = -""njy- v‘Az = "‘P'nj: {379)

. Asf, pues, cada una de las proyecciones del potencial vectorial-se-somete a la:

_ecuacién de Poisson (véase &l § 15). En particular, si todaslas corriéntes se'con=
centran ‘en-una zona finita del espacio, por analegia con la funcién (14.35)
que es solucién de (15.14), puede escribirse la sclucién de las ecuaciones (37.9)
como:

e dV C Jydv dv
A B f A8 Ay e S AR [T a0

o en forma vectorial

A=to S Lay. (37.11a)
Para la corriente lineal
Ho Idl i, dl
A=1T‘j:_._r -3 1,5_;., (37.11b)
¥ 3

donde L, son circuitos de las corrientes. En general, en cada uno de ellos la
intensidad de corriente I, es diferente. Al integrar por un contorno cerrado L,
de una corriente concreta, la intensidad de corriente J; puede sacarse del signo
de la integral como se hizo en la suma de (37.41b).

Después de hallar el potencial vectorial, por la formula (37.2) puede defi-
nirse la induceion del campo magnético, correspondiente a él.

Ley de Biot—Savart. De (37.11a) mediante la férmula (37.2) obtenemos
la siguiente expresién para la induccién del campo magnético:

[ ; 1=, ¥, 3) ' Ay’ dat
Bl b = Smt[f{:—x1'+(y—y'}*‘+ts-—ﬁ] b
donde en forma explicita se han escrito las coordenadas del punto de observaciéon
en el que se caleula el rotor, y las coordenadas corrientes (z’, ¥, z') del punto de
integracién. La operacion de rotor incluye en si el cdlculo de las derivadas par-
ciales respecto a (z, y, z}. Teniendo en cuenta la férmula del analisis vectorial
rot (pA) = g rot A 4 grad ¢ X A, obtenemos

Lo T
rot - =—rot j4-grad — X j=

jxr
r' 1
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donde rot § = 0, ya que j no depende de las variables, respecto a las cuales se
calcula el rotor, y grad (1/r) = —r/r®. Por lo tanto, recibimos la féormula

B=-fo {1X%qv, (37.11c)

que expresa la ley de Biot—Savart. De esta manera termina la deduccién de
las leyes principales del campo magnetostatico partiendo de las leyes del campo
electrostitico con ayuda de la teoria de la relatividad.

Campo de la corriente elemental. Calculemos el potencial vectorial y la
induccibén del campo de una corriente cerrada eloemental, es decir, de la corriente

Ty

-

Fig. 142 Fig. 143
Corriente elemental culo de la diferencia de las
distancias hasta dos puntos

lineal que rodea la superficie, cuyas dimensiones lineales en sentido fisico
son infinitamente pequefias. El contorno por el que circula la corriente lineal 7,
se elige en forma de un paralelogramo con lades I, 1,, I, v I, (fig. 142). El
origen de coordenadas se coloca en el punto O de la superficie, rodeada por la
corriente. La eleccién del punto O no tiene importancia, ya que el contorno y la
superficie son infinitamente pequefios El potencial se calcula en el punto que
se caracteriza por el radio vector r. Segin la férmula (37.11b) obtenemos

P d1
A=tge1 | £, (37.12),
1lglsly o
donde se ejecuté el paso a las corrientes lineales (_jd'V-r I dI).

Dado -gue las longitudes: de los lados del paralelogramo son infimas, al
‘integrar (37.12) respecto a cada-uno de sus lados, el valor r puede considerarse
constante e igual, por ejemplo, a-la distancia desde el punto en que se determina
ol-campo hasta el medio del lade. Por ese [véase (37.12)]

0 ="2r(Llla.l A £ - ' '
Ar) = 4nt [(n 15(" Ty IS dl+r, ljdl-l- Ty rj dl)
1 2 3 4

e Lo 1 > ;
N
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Teniendo en cuenta que 1, = —I; y 1, = —Il,, hallamos
1, L, A iy rg—ry Ay (—lg-1) - 1 {I3-7)
r_1+r_s“l‘(r1H7,—)'-l’( T1irs )ﬁ ] R R
1 L i 4 & re—ra Y _ Lildyer)
Faa e e e - s

donde se toma en consideracién que durante los cilculos se puede menospreciar
las infinitésimas de 6rdenes superiores. Verbigracia, en la fig. 143 se'muestran
las construcciones geométricas que se han usado al calcular la segunda serie de’
las igualdades (37.14):

r,=1 +r, (37.15)
de donde
ri=10+r+ 27, (37.16)
y, por lo tanto,
re—ri=g—r)d (o +ra) =0 + 21, (37.47)

Entonces
2l 413
ry+r, =

Aqui se conservan g6lo los términos del primer orden de pequeiiez respecto a l,.
Con ayuda de las igualdades tipo (37.18) se obtienen las formulas (37.14). Mas
;aniendu en cuenta (37.14), la expresion para el potencial (37.13) adquiere la
orma

ly-xir. (37.18)

Ty=——Tg=

A’"g}‘:_"":i'ﬂz("f)—h(!z-r)i- (37.19)

Del dlgebra vectorial se conoce la descomposicién del producto vectorial
doble:

AX(BxC=B(AC—C(A-B), (37.20)
que muestra que la expresién entre corchetes de (37.19) puede representarse como
L{pr)—L{yr)=rx{,xL)=(, XxL) xXr (37.21)

Tomando en consideracion que
Lxl,=8 (37.22)

es el vector del elemento superficial, rodeado de corriente, escribamos de nuevo
(37.19), pero teniendo en cuenta (37.21) y (37.22):

ISxr
A:T;} . (37.23)
La magnitud
I8 = pp (37.24)

desempefia un papel muy importante en el magnetismo y se denomina momento
magnético de la corriente elemental. Segiin el médulo, es igual al producto de la
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z , intensidad de corriente en el contorne por el irea
tr, 2} qlua abarca el contorne. Coincide en direccién con
el sentido de la normal positiva a la superficie,
Representemos el potencial vectorial de la

{tz-z91 + sn corriente elemental en forma

l = PpXe \ (37.25)

B=rotA=—fo (2000 Pn | (37.26)

de donde

-L/2

Fig. 144 La férmula (37.26) muestra que la induccidn
Para calcular el potencial de la ¢l campo del momento magnético disminuye inver-
seccién finite de una corriente samente proporcional al tercer grado de la distan-
rectilinea cia, mieniras que la induccibn del campo del ele-

mento de la corriente decrece inversamente propor-
clonal al cuadrado de las distancias. Ello se determina por el hecho de que la
induccién del campo del momento magnético se compone de las inducciones de
los campos de los elementos de las corrientes que circulan en sentidos opuestos
a distancias muy pequefias unas de otras.

Ejemplo 37.1. Hallar el vector potencial y la tnduccidn del campo, creados por una seccién
rectilinea de un conductor lineal de ﬁngltud L, per gi&ue&ﬂa_unu corriente I,

Se comprende aqui que la seccién dada forma parte del circuito cerrado. Segin el prin-
cipio de auf)erpusiclén. este potencial participa en calidad de sumando en el potencial total
respecto a la corriente que circula por el contorno cerrado ¥ por eso su cdlculo tiene sentido
figico, a pesar de que no existe una corriente continua cg.re no séa cerrada. .

Coloquemos el origen de coordenadas en el medic de la seccién en cuestién, dirigiendo
¢l eje Z a lo largo del conductor (fig. 144). Puesto que el campo magnético de la corriente rec-
tilinea es axialmente simétrico, es suficiente calcular la induccién en los puntos del plano ZY.
Las coordenadas del punto en este plano se caracterizan por la distancia r desde el eje Z
y por la coordenada z. De la férmula (37.11D) se desgren e que sélo la componente 4, es
distinta de cero, ya que la corriente circula en direccion del eje Z. Entonces

Lj2
=l ds’ _ ol — 2+ L/2 4 [(s— L2 32
RN i | e e ) O1)

La in_ducciﬁn se calcula valiéndose de la féormula
B = tot A,

zi.le es necesario escribir en coordenadas cilindricas. La finica proyeccién diferente de cero
e la induccién B es By, donde ¢ es el angulo axial del sistema de coordenadas cilindricas,
con la particularidad " de que

By = —a4,lor. {37.28)

En la figura en los puntos del plano ZY B, es una componente, dirigida ndicular-
mente a dicho plano hacia los valores negativos del eje X. Conforme a la férmula (37.28) v
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.con ayuda de (37.27), obtenemos
_ ST | —24Lj2 54 Li2
Bo=—atiior =32 [ = o + TG LaTE ).

Para un conductor rectilineo infinito hallamos, parliendo de (37.§7) ¥ (37.295:’_

A, (L-—rm}:-—-%{- In r+4const, (3730)
B(L~ow)=$2L, (37.31)

_ Ejemplo 37.2. Hallar el potencial vectorial y la induccidn créados por la corriente que cir-
cula por un cable coasial (fig. fi{)}. El matertal de los conductores y el espacio entre ellos no son
magnéticos.

El potencial se somete a la ecuacién 537.8}. Debido a la simetria axial del problema, es
c6modo hacer usa del sistema de coordenadas cilindricas, cuyo eje Z coincide con el eje del
cable, Es evidente que, el potencial no de e de z y del dngulo axial @, es decir, A =
= A (r). Ademés, si s6lo la componente j, de la densidad de corriente es diferente de cero, se
distinguird de cero la componente 4, del potencial vectorial que es rio 1 . Desig
mos esta componente por A. El indice indica la zona a la que pertenece dicha componente,
De esta manpera, 4,, 44, 45, A, son los potenciales vectoriales en las zonas (0, ry), (ry, ma)v
(rg, 74), (r3, o), Tespectivamente. Entonces, [véase (37.8)]

1 d dA ol
" 1
V= (r dr ) ar? O<r<nh

Vid,=0 (ry < r-<<rg),

donde j, = I/(nr3), jy =0, jg =1/l — r3], i, = 0.
La‘ soluc‘nﬁn‘ de’laa ecn;ciones ('37,313) ‘esl la siguiente:

1 d dds\ _ Bol
V'.‘i.ﬂT—d—r' (r _dr_] ==xUi-1 (ra<r<rs), (37.32)
V4 =0 (r3<r<<oo)

M=l cmrre, O<r<n)
1 m“ 1 a 1/

Ay=Cylnr+Cy {ri<r<ra, (37.33)
Ird
P h’{“' G lartCs (n<r<m),

A=Clnr4+Cy (rp<r<oo)

Hallamos la induccifn del campo magnétieo por la férmula B = rot A que en el caso
dado se reduce a la expresién By = —aA/dr.
Dado que By, es la tnica proyeccién de la induccién magnética distinta de cero, el
%:dtice ¢ en lo sucesivo se omite. E! indice significa la zona a la que pertenece el valor de B.
ntonces,

B, =—“2;%::-—-—E-‘- (37.34)

Para r = 0, del carécter finito de B,, sacamos la conclusién de que €, = 0. Elijamos.
a titulo de condicién de la normalizacién A4, (0) = 0. Eso nos da que €; = 0 y por eso las
expresiones para A, y B, toman la forma:

Ay = —ppfrif(anr}), By = pr/(2ar}). (37.35)
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Para la regién r, << r << r, obtenemos
By = =Cyr. (37.36)

Haciendo uso de las condiciones de frontera para B y teniendo en cuenta que p = p,,
recibimos que B, (r)) = B, (r,) = —Cyfr, = p,l 12:1:'1). Por lo tanto, €y = —ugd/(2n).

Escribamos la condicion de continuidad del potencial vectorial para r = r; como
Cylnry + € = —ppli(4n), lo que conduce a la igualdad €y = ~—p f/{4n) + [pof/(2n)] Ik ry.
Por esta razon, las expresiones para el potencial vectorial y la induccién magnética
para ry << r << r, toman la forma

pol — ol By= ol

Sl et e i 2 ° =
La induccién en la envoltura del cable (ry << r << r3) es igual a
Bi= ddy pedr Cy
T Z(ri—rd) 1 "
Partiendo de las condiciones de frontera B, (ry) = Bj (ry) ¥ A (ra) = Ay (rs), hallamos:
o Bedrd
Holr} Bolrd Bl o h
G= =T T Re— 2w Py
de donde
B I ri—r? 2ri S I
p=—t [t L2 2 IE (37.38)
By Il (=)
T (=)

I_-Iaciendo_ uso de las condiciones de frontera, hallamos para r = ry para el potencial
vectorial y Ia induceion del campo magnético siendo ry << r << oc las expresiones

=—Bol [_"i._. L3 _f.-,]_
A= I L F—r In o -+In ™y =const,

37.39
B,=0. (37.39)

§ 38, Campo magnético en presencia de magnéticos

Se ezaminan la influencia del magnético sobre el campo magnético
y diversos mecanismos de la imanacién. Se deduce la relacién entre las
dénsidades voluméirica y superficial de los flujos moleculares y la ima-
nacién, Se discuten los fenémenos en la superficie de separacién entre
los magnéticos y la medicién de la induccién del campo magnético
en ¢l magnético. Se aclara la esencia del blindaje magnético.

Definieién. Se llaman magnéticos a las substancias que, introduciéndolas en un
campo exterior cambian de manera que se convierten en fuentes de un campo magné-
tico complementario. La induccién total del campo magnético es igual a la suma
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de inducciones del campo magnética exterior y el campo ‘magnético, originado
por el magnético. La variacién del estado-del magnético, influido por el campo
magnético, debido a lo cual el propio- magnético se convierte en una fuente: del
campo magnétice, se denomina imanacién del magnético. Dicho: fenémeno. para.
. una amplia clase de substancias fue descubierto experimentalmente por-M.. Fa-
raday en 1845. El fue también quien establecié la existencia.de cuerpos dia y pa-
-ramagnético, para los que introdujo -estos términos. s _
.. Meecanismos de la imanacién. Existen diversos mecanismos de imanacidn.
Conforme a ellos los magnéticos se dividen en substancias dia, para, ferro y ferri-
magnéticas. Las substancias antiferromagnéticas también partenecen a los magné-
ticos, a pesar de que no crean campo magnético alguno en. el espacio gue-les rodea
(véase el capitulo 7). & B

Desde el punto de vista cuantitativo la intensidad de imanacién en todos

los casos se caracteriza de la misma manera, a saber: bajo 1a accién del campo
magnético todos los elementos del volumen adquieren un momento magunético.
Eso puede determinarse por los siguientes mecanismos:
. 1. Al introducir el cuerpo en un campo magnético exterior, en las molé-
culas y los dtomos el movimiento de los electrones cambia de tal manera, que
se forma de modo determinado una corriente circular sumaria y orientada que se
caracteriza por el momento magnético [véase (37.24)]. Puede decirse que,
siendo introducidas en el campo magnético, las moléculas reciben un momento magné-
tico inducido. Merced a ello, las moléculas se convierten en fuentes de un campo
complementario, cuya induccién se define por la férmula (37.26), es decir, la
substancia se imana. Semejantes substancias se llaman diamagnéticas.

2. El movimiento de los electrones en las moléculas puede ser tal, que las
moléculas poseen momento magnético en ausencia del campo magnético, o sea,
las moléculas poseen un momento magnético permanente. Merced a eso, cada molé-
cula es en si una fuente del campo magnético. Si no existe un campo exterior,
los momentos magnéticos de diversas moléculas estén orientados de manera to-
talments caética, debido a lo cual la induccién sumaria del campo, creado por
ellos, es igual a cero, es decir, los elementos del cuerpo, infinitesimales desde
el punto de vista fsico, no son fuentes del campo magnético y el cuerpo no se
imanta. Al introducir semejante magnético en un campo exterior, los momentos
magnéticos permanentes de las moléculas aisladas se reorientan en direccidn de
lg induccidn del campo, como resultado de lo cual se forma una direccién principal
de la orientacién de los momentos magnéticos. En este caso los voliimenes fisicos
infimos adquieren un momento magnético que es igual a la suma de los momentos
magnéticos: de las moléculas, comprendidas en el volumen, convirtiéndose en
fuentes del campo magnético, o sea, el magnético se imana. Semejantes subs-
tancias se denominan paramagnéticas.

3. La imanacién de las substanciag ferromagnéticas y ferrimagnéticas estd
relacionada con que los electrones poseen un momento magnético que se encuen-
tra en una relacién determinada con su momento mecénico: el spin. La imana-
cién de los magnéticos de esta clase esid ligada con una determinada orientacién
de los spines y por eso se llama de spin. La explicacién del magnetismo de spin
rebasa los margenes de la teorfa cldsica de la electricidad y el magnetismo y puede
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discutirse s6lo en la teorfa cudntica. Por esta razén, en el presente manual se
describen sélo las propiedades mas importantes de esta clase de magnéticos sin
ofrecer la teorfa cuantitativa. Toda la teoria, expuesta a continuacién, del campo
magnético en presencia de magnéticos se refiere solamente a las substancias dia
y paramagnéticas, si no se estipula lo contrario.

Imanacién. Esta magnitud se determina por la razén entre el momento
magnético del volumen ffsico elemental y el volumen:

1= 3 b (38.1)

AY

donde AV es el volumen elemental ¥ pm;, los momentos de las moléculas. La
adicién se extiende a todas las moléculas en el volumen AV.

Con otras palabras, la definicién (38.1) para la imanacién puede enunciarse
asi: la imanacién es la densidad volumétrica del momento magnético del magnético.
De (38.1) se desprende que el momento magnético del elemento de volumen AV
es igual a

dpy = J dV. (38.2)

Potencial vectorial en presencia de magnéticos. Este es igual a la suma
del potencial A,, creado por las corrientes de conduccibn, y el potencial An,
originado por el magnético como comsecuencia de la imanacién:

A=A,+Apn (38.3)-

ggn la particularidad de que basindose en (37.11), (37.25) y (38.2) puede escri
irse: :

A=t j Lav, (38.4a)
Ap=—LL j 1XF gy (38.4b)

Densidad volumétrica de los flujos moleculares. Como se ha dicho antes,
la aparicién de los momentos magnéticos estd relacionada con la existencia de
las corrientes circulares, Las corrientes en los voliimenes elementales que condu-
cen al surgimiento del momento de necesario valor, abtuvieron el nombre de
flujos moleculares. Pero no hay que comprender a pie de letra dicha expresién.
En- el sentido estricto de la palabra, los flujos moleculares pueden estar sblo
dentro-de:las moléculas. Al'definir la imanacion 'y otras magnitudes se compren-
den valor omedios, merced a lo cual los momenios magnéticos de las molé-
culas aparientan estar dispersados por todo el volumen y los flujos moleculares, fluir
por-el volumen del magnético como en un medio continuo. A pesar deeso, esas co-
rrientes “conservaron el nombre de flujos moleculares. . '

‘Examinemios un contorno cerrade infinitésimo L que rodea AS (fig. 145)
¥ calculemos la circulacién de la imanacién respecto al contorno: 3

j..-l.d|= j J.dl, (38.5)
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donde J. es la componente tangencial de J alo
largo del circuito de integracion. Ella se origina
por las corrientes que circulan por contornos
- cerrados alrededor de la linea, a lo largo de la
cual se efectia la integracién de (38.5) (fig. 145;
88 es el drea rodeada por la corriente en el plano
perpendicular a la linea de integraciém). Después
de multiplicar el numerador y el denominador
en (38.5) por 88, ejecutemos las siguientes trans- Fig. 145
formaciones: Det:erlmi&:acilé; dde Ea e;pmign
mai Vi
f s (0, A0 T Cpy pibdeesdad vl e
i L L L

(38.6)

donde se toma en consideracién la férmula (38.2). Segin la definicién del mo-
mento magnético, tenemos dpy, = 8785 (67 es la intensidad de la corriente que
rodea el drea §§ en la longitud dl, con la particularidad de que 67 interseca AS
por la normal). Por eso ‘

dpm. _ { 8785 L

for = [ 2= [0r=a1,, (38.7)
i z

donde Af, es la componente normal de la intensidad de la corriente que inter-

seca el drea A. Asi, pues, (38.5), teniendo en cuenta (38.6) y (38.7), adquiere

el aspecto $

jLM=AQ. (38.8a)
L

Hallemos la componente del rot J en direccién de la normal al drea AS.
Haciendo uso de la definicién (14.6) para el rotor y la igualdad (38.8a), encon-
tramos

J-dl
4 “ae. AT
= = ] 2 n .
rot, J z.l;-‘ﬂ: 3 Yim =3 Fenin (38.8b)
La magnitud
. Al
Jun =alsl_£% A5 {389]

es, por lo visto, la componente normal de la densidad de los flujos moleculares,
ya que precisamente estos flujos son los que impulsan la aparicién de la imana-
cion. La igualdad (38.8b) es vilida para cualquier orientacién arbitraria del irea
A, es decir, para cualesquiers componentes de rot J y jy. Por esta razén,
tiene lugar la igusldad vectorial

jm ='rot J. (38.10)
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Esta formula expresa la densidad volumé-
trica de los flujos moleculares que engendran la
imanacién J.

Flujos moleculares superficiales. Los flujos
moleculares pueden también circular por la
superficie de separacién enire magnéticos o por

Fig. 146 la superficie de separacién entre el magnético y el
Para deducir la férmula pare la  ygefp. P

srei‘gti:d superficial de las co- La fig. 146 muestra la superficie de separa-

cién entre los magnéticos I y 2. Todas las magni-~

tudes, referentes al magnético I, se designan
mediante el indice I y las referentes al magnético 2, por el indice 2. Tracemos
en el plano, perpendicular a la superficie de separacién, un contorno L. Las
superficies de separacién paralelas de una parte del contorno son iguales a i
y las perpendiculares son muy pequefias y tienden a cero. Este circuito limita
el drea superficial S, perpendicular a la superficie de separacién de los magné-
ticos. Sea dS el elemento de dicha superficie que, segiin la direccién del rodeo
del contorno, elegida en la fig. 146, estd dirigido a partir de nosotres. Al mul-
tiplicar los dos miembros de (38.10) por dS e integrar respecto a S, hallamos

5rotJ-dS= j jea - dS. (38.11)
3 .

El primer miembro de (38.11) puede transformarse por el teorema de Stokes
en una inlegral por el contorno L y calcularse

frotd.d8= [ 3.8l =(Joe—J10) 1+ (Dhia By, (38.12)
X

L

donde J,; v J,; son las componentes tangenciales al circuito de integracitn
en los medios primero y segundo, con la particularidad de que el signo menos de
Jy. aparecié al cambiar la direccién de integracién por la contraria, al pasar
al segundo medio. La magnitud (J)),;Al,,; tiene en cuenta las integrales por
las secciones verticales del camino. No se necesita escribirlas con mas detalle,
va que se anulan al unir las secciones horizontales de integracion hacia la su-
perficie. El segundo miembro de (38.11) de la proyeccién del flujo en direccién
de la normal a la superficie S. Esta orientacién es también tangencial a la super-
ficie de separacion de los magnéticos, por eso

{ Im-dS = AL gy (38.13)

" Tomando en consideracién (38.12) y (38.13), la igualdad (38.11) después
de ser dividida por I, toma la forma
Jh s JST + )latazlnl” = A-rm.!np”' = im.sup» (38'14)

donde .
imoup = Alm.supll (38.15)
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es la proyeccion de la densidad superficial-de la corriente sobre la direccidn,
perpendicular a la superficie §. Al comprimir-en (38.14) el contorno hacia la
superficie (Al — 0), obtenemos :

Fig e dion = i (381.6)
Esta formula es correcta para una orientacién arbitraria del contorno ‘res-.

pecto a-distintas direcciones a lo largo de-la superficie de separacién. Por eso
es mds cémodo escribirla en forma vectorial. Designemos por n el versor de la

/.4:‘.»1//;,

Fig. 147 Fig. 148

Para deducir la escritura vecto- Flujos moleculares superficiales
rial para la densidad superficial por un cilindro imanado home-
de los flujos moleculares géneamente

normal a la superficie de separacién, dirigido hacia el segundo medio (fig. 147).
De la construccion en la fig. 147 y el sentido de las magnitudes que participan
en las férmulas anteriores se ve que la expresién (38.16) en forma vectorial se
escribe de la siguiente manera:

R T ) R (38.17)

Cilindro homogéneamente imantado, Como ejemplo del cdlculo empleando
la férmula (38.17) hallemos la densidad superficial del flujo molecular de un
cilindro homogéneamente imantado (fig. 148) que puede realizarse en forma de
un imén permanente. A pesar de que la naturaleza del ferromagnetismo que deter-
mina la existencia de los imanes permanentes, no puede comprenderse en los
mérgenes de la teoria clisica del magnetismo, el campo, engendrado por las
substancias ferromagnéticas imantadas en el espacio, puede describirse por la
teoria clésica. La imanacién del material ferromagnético que se supone conocida,
se considera como una fuénte del campo magnético en el mismo sentido, como la
imanacién de las substancias dia y paramagnéticas es la fuente del campo magné-
tico. La imanacién de las substancias dia y paremagnéticas existe sélo en presencia
del campo exterior, mientras que la de las substancias ferromagnéticas se conserva
en ausencia del campo exterior, y el campo originado por dicha imanacién, existe
independientemente. La tarea consiste en describir ese campo.

Un cilindro homogéneamente imantado puede representarse como una subs-
tancia dia o paramagnética, colocada en un campo exterior que, con una ele-
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vada precisién, garantiza una imanacién continua. En este caso en el espacio fuera
del cilindro se determina la induccién no del campo completo, sino que de su
parte, definida por la imanacién.

En la fig. 148 la imanacién J, del cilindro se muestra por la flecha, en el
vacio J, = 0 y la normal n a la superficie de separacion es la normal exterior
respecto al cilindro. Segin la férmula (38.17) la densidad del flujo molecular su-
perficial que circula por el cilindro, es

jim=—=n X J,=J; X n. (38.18)

Una de las lineas de esta corriente se da en la fig. 148 como cierta circunfe-
tencia con flechas. Es evidente que la imanacion J, con la corriente que circula
por la superficie del cilindro forma un sistema a la derecha. La férmzula (38.10)
muestra que los flujos volumétricos moleculares dentro del cilindro estin au-
sentes, ya que rot J, = 0. Por lo tanto, todo el campo fuera del cilindro se crea
por los flujos laterales, que circulan por circunferencias. De esta manera se ha
demostrado la squivalencia de los campos de un imén cilindrico permanente y
las corrientes circulares (campos del solenoide). Esta afirmacién es correcta para
cualesquiera magnéticos, incluyendo las substancias ferromagnéticas.

Intensidad del campo magnético. En ausencia de magnéticos se efectda
la relacién

rot B = Ko,

que describe el campo magnético originado por las corrientes de conduccién.
En presencia de magnéticos, a la par con las corrientes de conduccion §, el campo
se engendra también por los flujos moleculares i, [véase (38.10)]. Por consi-
guiente, en presencia de magnéticos (38.18) debe escribirse como

rot B = po (§ + jm) = po (§ + rot J). (38.19)

Dividamos los dos miembros de (38.19) por p, y pasemos rot J al primer
miembro:
rot (B/p, — J) = j.
donde
H = Blyy—17J (38.21)

es la intensidad del campo magmético. Ella no es una magnitud puramente
de campo, ya que incluye en sf aﬂactnr-J que caracteriza la imanacién del me-
dio. Por eso, segiin su significado, el vector H desemperia en la teoria del campo mag-
nético el.mismo papel que el vector D en la teoria del campo eléctrico, por lo que no
deberia llamarse intensidad, Sin embargo, este nombre se apoderé de esa mag-
nitud. ya histéricamente. 2

Ecuacién para la intensidad. Teniendo en cuenta (38.21), la ecuacién (38.20)

toma la.forma -
rot H = j, (38.22a)

Esta ecuacion es muy comoda para calcular la intensidad del campo en
presencia de magnéticos. La ley de la corriente total en presencia de magné-
ticos se deduce de la misma manera que fue obtenida en ausencia de los mismos,



§ 38. Campo magnético en presencia de magnéticos 273

partiendo de (35.14). y pasando posteriormente a (35.15):

) H-dl=1. (38.22b)

Dependencia entre la imanacién y la intensidad. Por las mismas causas;

. por las que ¢l vector H fue denominado intensidad del campo magnético; se
acostumbré considerar que no es B la fuente de imanacién, sino H. Por.eso la.

dependencia entre J y H se representa como ’

J = yH, (38:23)°

donde ¢ es la susceptibilidad magnética. La dependencia entre B y H se acostum-
bra escribir en forma de

B = uH, (38.24)

donde p es la permeabilidad magnética del medio. Estas magritudes para las
substancias dia y paramagnéticas no dependen de B y H. Para hallar la relacién
entre ellas sustituyamos (38.23) y (38.24) en (38.21) y reduzcamos los dos miem-
bros de la igualdad obtenida por H:

1= ppy—2% (38.25)

o bien
L= (p — polpe = phr — 1, (38.26)

donde p, = p/p, es la permeabilidad magnética relativa del medio. Observe-
mos que en el sistema de unidades electrostdticas la susceptibilidad magnética
se expresa por un niimero que es 4n veces inferior al del SI.

Distintos mecanismos de imanacién conducen a diferentes dependencias entre J
y H (véase el capfitulo 7). Ahora sélo sefialemos que la imanacidn de las substancias
diamagnéticas estd dirigida de manera contraria a H. Las substancias diamagné-
ticas poseen y << 0 [véase (38.23)] y, por lo tanto, conforme a (38.26) la permea-
bilidad magnética p << p, (p, << 1). Esto significa que el campo, originado por
la substancia diamagnética tiene orientacién contraria a la inicial, es decir, la
substancia diamagnética debilita el campo exterior. El médulo de su suscepti-
bilidad ¥ es muy pequefic y tiene el orden de ~10-%. La susceptibilidad no de-
pende de la temperatura. Todas las substancias poseen diamagnetismo.

En las substancias 1pa:-a.nmgrw't!Tt:rm J coincide en direccién con H. Para ellas
% >0, p > My, pr > 1. El campo complementario de las substancias paramag-
néticas coincide en direccin con el inicial. Por lo tanto, la substancia paramagné-
tica amplifica el campo. La susceptibilidad % de las substancias paramagnéticas
depende de la temperatura. A temperatura ambiente lo susceptibilidad paramag-
nética de las substanclas en estado s6lido tiene el orden de ~10-?, es decir, es apro-
zimadamente dos érd superior a la susceptibilidad diamagnética. Por eso el
papel de la susceptibilidad diamagnética en las substancias paramagnéticas es
relativamente pequefio y se puede menospreciar.

En las substancias ferromagnéticas J coincide en direccidn con H y es muy
grande, Para ellas y > 1, p > p,. Es caracterfatico que % y i dependen del cam-
18=01444
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po y de la prehistoria de la imanacién. Merced a ello, poseen imanacién remanen-
te, o sea, la imanacién del modelo se conserva en total incluso después de anular el
campo exterior. Por sus propiedades formales, las substancias ferromagnéticas son
parecidas a las substancias ferroeléctricas (véase el § 23).

Campo en el magnético. En el vacio J = 0 y la férmula (38.21) permite
determinar la intensidad del campo en el vacio mediante la igualdad H, =
= B/p,. En un magnético homogéneo infinite las corrientes de condueccién en-
gendran un campo H [véase (38.22)]. Las mismas corrientes de conduccitn en el
vacio originan el campo H, [véase (35.14)]. La ecuacién (35.14) puede escribirse
de nuevo como

rot H, = j. (38.27)

Comparando (38.22) con (38.27), sacamos la conclusién de que las mismas

corrientes de conduccién excitan las mismas intensidades del campo magnético

en el vacio y en un magnético homogéneo ilimitado:
H=H, (38.28)

Por consiguiente, las inducciones en el magnético y en el vacio B y B,

se encuentran en una relacion:
B = uB,/py = p,Bo. (38.29)

Esta igualdad muestra que en las substancias diamagnéticas (p, << 1) la
induecién del campo disminuye en comparacidén con la inducecién en el vacio,
mientras que en las substancias paramagnéticas (u, > 1), aumenta.

Si todos los magnéticos y las corrientes de conduccidn se epcuentran en una
zona finita del espacio y son conocidas tanto las corrientes de conduccién, como
la imanacién de todos los magnéticos como funcién del punto [J = J (z, y, 7)),
en principio, la induccién del campo magnético puede siempre hallarse ficil-
mente. El potencial vectorial se da como las férmulas (38.3), (38.4a) y (38.4b),
las cuales es itil escribirlas de otra manera. Puede decirse que el potencial vectorial
A o5 la suma de los potenciales creados por las corrientes de conduccidn (38.4a),
los flujos moleculares (38.10) ¥ por los flujos moleculares superficiales (38:17),
con la particularidad de que todas corrientes originan el potencial por una misma
ley (38.4a). Por eso la formula para el potencial tiene el aspecto

A=te ({ Lavy | 2tlayy [ 2x0id) g5) (38.300)
= v v 8

donde la Gltima integral tiene en cuenta los flujos moleculares superficiales y §
significa el conjunto.de superficies de separacién-entre los magnéticos. :
_Bn cambio, la facilidad de hallar el potencial con ayuda de (38.30a) es apa-
rente, puesto que asi €1 puede ser hallado sélo cuando se conoce J. Pero en mu-
"c!:los casos esta magnitud es desconocida y su determinacién es una tarea difi-
cil,
Imanes permanentes. Estdn hechos de substancia o bien ferromagnética, .
o ferrimagnética y la teoria expuesta no se les puede aplicar directamente. 4 pe-
sar de ello, por las férmulas, obtenidas mds.arriba, se puede calcular de manera for-
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mal del, potencial de} campo engendrado, por los imanes permanentes er el espacio
qué'les rodea. Las propiedades magnéticas: de los imanes permanentes, al igual
riie los;de los magnéticos, se caracterizan por su imanacién J.,n: que engendra
el campo de la-misma manera como i fuése la imanacién de la substancia:dia
o-paramagnética. Por eso, haciendo uso'de (38,304a), para el potencial vectarial:
originado por los imanes permanerites, puede escribirse la formula

iy o Jac i ki
Hom | Bt gy [JunBas aaany

En particular, si la imanacién del imé&n permanente es la misma-por todo.el:
volumen, el primer término en (38.30b) se reduce a cero y todo el:campd magné--
tico aparienta ereado por las corrientes que circulan por la superficie del imén
conforme a la segunda integral de (38.30b). No obstante, no existen ningunas
corrientes reales que circulen por lassuperficies del imdn permanente, en el caso
dado ellas son sélo una magnitud auxiliar para calcular la intensidad del cam-
po. El sentido fisico del caricter auxiliar de esta magnitud puede comprenderse
del siguiente ejemplo. Imaginémonos un iman permanente en forma de un ci-
lindro largo que crea cierto ¢campo en el espacio que lo rodea. Si se toma un sole-
noide cilindrico del mismo diidmetro y longitud con un bobinaje bastante denso
y un niicleo hecho de cierta substancia dia o paramagnética, eligiendo la inten-
sidad de corriente, puede lograrse que la induccién del campo en el espacio que
rodea el solenoide coincida pricticamente con la induccién del campo del imén
permanente. La corriente que circula por el solenoide por conductores fines
puede considerarse como una corriente superficial, equivalente a la imaginaria
que recorre la superficie del imén cilindrico permanente. Esto es el sentido ma-
teméatico de la presencia del segunde sumando en el segundo miembro de (38.30b).
El cardcter imaginario de la corriente se descubre cuando surge el interrogante sobre
el campo dentro del magnético y del solenoide. Estos campos son diferentes.

Al tener cn cuenta los imanes permanentes, la ecuacién para la induccion
queda invariable (div B = (), pero la ecuacién que expresa el enlace de la in-
duccién y la intensidad del campo magnético, varia en cierto grado. El imén per-
manente es una fuente complementaria del campo magnético y por eso, en lugar
de (38.21), es necesario escribir la ecuacidn

B = F'DI{ —+ P’GJ + Pchonh (3831&}

donde J.,,¢ eslaimanaci6én por contacto. Tomando en consideracién que p H +
+ poJ = pH, obtenemeos

B = pH + poJeont (38.31b)

Seiialemos que en esta férmula p es sélo la permeabilidad dia y paramagné-

tica de la substancia, pero no la permeabilidad ferromagnética, que se tiene en

cuenta mediante el término pyJ o n1. Por eso, si por Jy,¢ se comprende 1a imanacién
total (Jype = J -+ Jeont)y 1a formula (38.31a) se representa mejor como

B = poHp,Jgo (38.31¢)
Lav
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H Como ejemplo examinemos un imén perma-
? 13 nente en forma de una placa plana de grosor

I finito y area infinita (fig. 149). La imanacién por
contacto J,n¢ ostd dirigida perpendicularmente

\\\: N \ a la superficie del imin permanente. Las pro-
\ \ piedades dia y paramagnéticas del imén permanen-
) \ W te no se toman en consideracién.

H, B Supongamoes que fuera del imén permanente
I T hay un campo magnético con una intensidad H,,
orientada perpendicularmente a su superficie. La
g;% :oigm — induccién del campo es la misma tanto fuera ;al
A 3, imén, como dentro de él, e igual a B = p H,.
de material ferromagnético  pyonces [véase (38.34¢)) woHy = poH + Podconts
De aquf la intensidad del campo dentro de un

imén permanents es igual a (véase la fig. 149):

H=Hy =1

Condiciones de frontera para los vectores' de campo. En la superficie de
separaci6n entre los magnéticos con distintas p los vectores B y H sufren unas
variaciones a salto que se caracterizan por las condiciones de frontera, Para de-
ducirlas partimos de las ecuaciones (36.4) y (38.22) que son vélidas tanto para
el vacio, como para ¢l medio lleno de magnético. Desde el punto de vista metd-
dico, la deducsién de las condiciones de: frontera se efect(ia de la misma manera
que para el campo eléctrico [véase el § 17, (17.21) y (17.30)}.

Condicién de frontera para la componente normal del vector B. Se deduce
de la misma manera que (17.21), partiendo de (17.17), sdlo que ahora en lugar
de (17.17), es necesario hacer uso de la ecuacién

divB = 0. (38.32)

Como consecuencia, obtenemos

Byn=By. | (38.33)

Condicién de frontera para la componente tangencial del vector H. Se
deduce anélogamente a (17.30), partiendo de (17.29), sélo que ahora es necesa-
Tio,. en vez de (17.29), utilizar la ecuacién

{ BaI= i j-ds, (38.34)

ABCDA
que se obtiene de (38.22) si sus dos miembros se multiplican por dS e integran por
6l "4rea, limitada por el contorno ABCDA (véase la fig. 83), transformando su

primer miembro segin el teorema de Stokes. En definitiva, recibimos

Hye—H\s = lgup (38.35)
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.donde’i;;; es la densidad superficial de-la corriente en-direccién perpendicular
a-la.orientacién en la quese eligen las componentes tangenciales de la intensidad
Ampo magnético. También es necesario tener-en-cuenta que son corrientes
superficiales de conduccion y no flujos superficiales moleculares i; [véase (38.16).
“"Refraccién de las lineas de fuerza magnética. En la superficie de separa-
cién:-de los magnéticos las lineas de fuerza sufren una refraccién que se deter-
mina con ayuda de las condiciones de frontera de la ‘misma manera como fue
hecho al; apalizar -la férmula (17.31).
Medicién de la induccién. delcampo magnético. El método més sencillo
y evidente para medir la induccién se basa en la aplicacién de la'ley de induceién

&

ppreryi ; LA LEES

"

H
H

A o
Fig. 150 Fig. 151 .
Cambio de la induccién con Campo de un solenoide infinito

ayuda de la ley de Faraday

electromagnética de Faraday. Si un conductor en forma de un bucle pequedio
{fig. 150), unido con un galvanémetro, se orienta en el plano, perpendicular a B,
y luego se gira a 90° alrededor del eje, yacente en este plano, por el galvané-
metro pasa un impulso de corriente, por el chial se puede determinar B en la
regidn del bucle (véase el capitule 8). Aplicando este método, se mide la indue-
¢ién media del campo ep el irea limitada por el bucle. En vez de girar el cuadro,
puede desconectarse el campo.

Campos de un solencide infinito y de un cilindro Infinitamente largo y
homogéneamente imantado. Supongamos que el campo se crea por una corriente
que circula por el devanado de un solenoide infinito (fig. 151). La cantidad de
espiras de] conductor en 1 m de longitud, la intensidad de corriente y la permea-
bilidad magnética del niicleo las denotaremos por n, I y p, respectivamente.
El campo magnético es axialmente simétrico y puede tener sélo la componente,
paralela al eje del solenoide (las espiras se devanan con gran densidad).

Para hallar la intensidad del campo hacemos uso de (38.22a) y, efectuando
la integracion respecto al contorno A BCDA, obtenemos

i H.di=0, (38.36)
ABCDA
¥a que por las partes opuestas del solencide las corrientes circulan en direccio-

nes contrarias y, por lo tanto, la intensidad sumaria de las corrientes a través
de la superficie, tendida sobre el contorno ABCDA es igual a cero. La contribu-
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cién a la integral por parte de las secciones de integracién 8C y DA es nula;
puesto que el vector H puede dirigirse sélo perpendicularmente a BC y DA,
Por eso queda s6lo la aportacion de las secciones AB y CD:

ch! et HA.Dl = 0. (3‘8.37)

donde H 5o vy H 4p son las intensidades del campo en las secciones BC y 4D,
v I, 1a longitud de dichas secciones. El signo menos aparecié como consecuencia
de que las direcciones de integracién en las secciones son contrarias. Estiranda
el contorno a lo largo de AB v CD, por ejemplo, alejande AD del cilindro, ve-
mos que para que (38.37) sea idénticamente valida es necesario que H no-de-
penda de la distancia, es decir, H fuera del solenoide debe ser una magnitud
constante. A una distancia infinitamente grande del solencide no habrd campo
alguno, y por lo tanto, éste estd ausente en todo el espacio fuera del solenoide."

Para determinar la intensidad del campo dentro del solenoide apliquemos
la ley (38.22a) al contorno AB,C,DA (fig. 151). La integral no es nula solaments
en la seccién B,C; y por eso

HBICII = nll,

va que la superficie, limitada por el contorno AB,C;DA, se interseca por nl
espiras con corriente J. De la formula (38.38) se ve que el campo dentro del sole-
noide es homogéneo y su intensidad es igual a

H = nl. (38.39)

Esta férmula permite medir la intensidad del campo magnético en amperio-
vueltas, lo que se utiliza con frecuencia exn la técnica. De (38.39) vemos que-la
intensidad del campo magnético dentro del solenoide no depende del matenal
de que est4 hecho, y, a igualdad delas demés condiciones, es la misma para todos
los materiales. Pero la induccién del campo dentro del solenoide, teniendo en
cuenta (38.24) y (38.39), es igual a

B = pH = pnl (38.40)

y depende del material del nicleo. Para las substancias.diamagnéticas es mfe-
rior.asla-induccién en un solencide vacio, mlen%ras «que para las substancias pard=
‘magnéticas,. es ‘mayor.

‘La ‘induccién del campo’ do un cilindro infinitamente largo y homogénaa-l
mente!imantado se encuentra dela misma manera, pero con la diferencia-de
las‘corrientes superficiales estin ausentes. La relacién (38.77) no cambi
intensidad del campo fuera del'cilindro, lo mismo que para el solenoide: infini
tamente largo, es'nula: En vez de la-férmula(38.38), obtenemos Hl = 0 6°H =
= 0. Esto significa que la intensidad del campo dentro de un cilindro. infis
mente largo y homogéneamente imantado es nula, mientras que en el solen
difiere do cero. Sin embargo, la induceién dentro del cilindro no es nula (B:=
= uo¥). Si la longitud del cilindro es finita, la integsidad del campo mag‘nétmo
es diferente de cero tanto dentro del cilindro, como fuera de él.

Medicién de la permeabilidad magnética, induccién e intensidad del ‘campo
dentro de un magnético. Imaginémonos un solenoide infinito, en cuyo micles
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paralelamente al eje del solenoide se hizo un canal extremadamente estrecho
(fig. 152). El campo dentro del solenoide se crea por la corriente ‘del devanado:
En el canal se introduce una bobina medidora, conectada al galvanémetro,

;/1 ///Il//’{,’;-

T

Fig. 152 Fig. 153

Variacion de la intensidad del Cambio de la induccién del cam-
campo magnético dentro del po magnético dentre del magné-
magnético tico

La condicién de frontera (38.35) muestra que la intensidad en el canal es igual
a la intensidad en el magnético. La induccién en el canal es igual a By = o H.
Se puede medir, haciendo girar a 90° el bucle o desconectando el campo La in-
tensidad del campo dentro del magnético se cal-

cula por la férmula v
H = B[]!!'LII' (38.41,

Para medir la induccion dentro del magné-

tico hagamos un pequeiio corte transversal en el

solenoide infinito (fig. 153). La condicién de

frontera (38.33) muestra que en este corte la

induccién B, es igual a la induccién B dentro

del magnético. Por eso es suficiente medir la ,_///":N

induccién en el corte transversal. bt
Sabiendo la induccién y la intensidad del 2)

campo en el magnético, puede determinarse la &

permeabilidad magnética: %
p= B/H = p,B,/B,. (38.42) ey
Esfera de magnético en un campo homogéneo. W

Supongamos que una esfera de radio R, hecha de

magnético, con una permeabilidad magnética p, #1 >y

secoloca en un medio infinito con permeabilidad 5

magnética p,, en el cual se engendra un campo Fig. 154

magnético homogéneo  con intensidad H, E;%era de magnético en un cam-
(fig. 154, a, b). Se necesita determinar la inten~ po magnético homogéneo
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sidad del campo magnético tanto dentro de la esfera, como fuera de ella. Las
corrientes de conduccién se suponen ausentes.
En este caso la ecuacién (38.22) adquiere el aspecto

rot H = 0, (38.43)

es decir, el campo magnetostitico en el espacio donde estdn ausentes las corrien-
tes de conduccidn, es de potencial, Las corrientes de conduccién no existen ni
dentro de la esfera, ni fuera de ella, y, por lo tanto, el campo es potencial en
todo el espacio. Designemos el potencial de este campo por ¢5. Entonces

H = —grad gy (38.44)

Para un medio homogéneo (p = const) la ecuacién div B = 0 es equiva-
lente a la ecuacibn
divH = 0. (38.45)

Sustituyendo {38.44) en (38.45), obtenemos para todos los puntos fuera de
la esfera (u, = const) y para todos los puntos dentro de la esfera (p, = const)

la ecuacidén
Vigm = 0. . (38.46)

i Asf pues, el potencial del campo magnético satisface la ecuacién de La-
place.

Sefialemos que si la permeabilidad magnética no es constante, en lugar de
(38.46) se recibe otra ecuacién. Para deducirla tomemos en consideracién la ecua-
cién (38.21), que puede escribirse asi

B = pH + pod. (38.47)
Tomando la divergencia de los dos miembros de dicha igualdad, obtenemos,

div B = p,divH + p,div J = —p, div grad 9 + p,divI =0,
(38.48a)

donde se tuvo en cuenta la relacién (38.44) y la ecuacién div B = 0. Por con-
siguiente, la ecuacién para ¢n tiene la forma

Vo = div J, (38.48b)

lo que-complica considerablemente la solucién del problema para el magnético
con ' una.permeabilidad- magnética. variable. : i

.- Coloquemos el:origen de coordenadas en el centro de la esfera y dirijamos
el ‘ojo polar del sistema de coordenadas esféricas. en direccién .del:vector He:
A causa de la'simetria axial, la ecuacién-de Laplace (38.46) toma la forma de
(17.42). ‘Esta: ecuacién debe resolverse para las condiciones de frontera (38.33)
¥ (38.25) sobre la superficie de la:esfera, que coinciden: totalmente con las con-:
diciones de frontera para D, y E.:[véase (17.42)], Dado que las corrientes super-
ficiales de conduccién estén ausentes, en (38.35) puede ponerse i, = 0. Por
eso la solucién: de-este- problema es semejante a la del problema sobre la esfera
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dieléctrica en un campo eléctrico homogéneo. Sélo
ique en la solucién‘de la ecuacién (17.42)-hay que
. La intensidad del campo magnético dentro
de la esfera es constante y, por analogia con
(17.51) es igual a
—_ 3B .
Hy,= T H,. (38.49) S .
Es la: suma de las intensidades -del ‘campo Bﬁndaie magnético
exterior H, y del campo, originado por la esfera f
acausa de su imanacién. El campo, creado dentro de la esfera meiced a su
imanacién, se denomina ¢campo desmagnetizante Hy,m». Este nombre
es convencional, ya que no existe ninguna desmagnetizacién, sino que
simplemente el magnético se imanta en el campo exterior, originando un campo
complementario que se suma al inicial. Pero por cuanto la denominacién
del campo Hgy,,m ya se estableci6 hace afios, no queda més remedio que utili-
zarla. Entonces

Hd,.m=Hl,—Ho=—;L:-;—;-:T H,. (38.50)

Esta expresién puede escribirse de otra forma. Basindose en (38.23) y te-
niendo en cuenta (38.26), tenemos

Jy = (W/pe — 1) Hyyy, Ja= (palpe — 1) Hy, (38.51)
de donde
J,—J,=‘—"’-;:—;-’(":&—(_f_9;72“')~ H,. (38.52)
Por consiguiente, la férmula (38.50) puede representarse como '
Haoom = o/ (g + 2p5)] (J4 — Jy). (38.53)
Por ejemplo, si la esfera se encuentra en el vacio, i, = p,y J; = 0, por eso
Hyoym = —J,/3.

Blindaje magnético. De (38.50) se ve que para p; > p, el campo magné-
tico dentro de la esfera se debilita, es decir, la esfera aparienta apantallar su
parte interior contra el campo magnético exterior. Si se calcula la induceién
del campo dentro de la cavidad, rodeada por una envoltura de magnético con
una permeabilidad bgstante grande p,, resulta que las lineas magnéticas se
concentran, en general, en la envoltura (fig. 155) sin penetrar hacia dentro de
la cavidad. Eso significa que la envoliura hecha de magnético, con gran p actia
como un blindaje que no permite al campo magnética penetrar al espacio, limitado
por la envoliura.

2Qué magnitud en la teoria del campo eléctrico corresponde a la permeabilidad magné-

tica p en la teoria del campo magnético? Por qué los flujos moleculares no pueden represen-
tarse en circulacién sélo en el volumen de las mébleculas?
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Por qué el diamagnetismo de las substancias para-
magnéticas es pequeiio en comparacidn con el paramag-
netismo? Presente estimaciones cuantitativas.

¢{De qué manera puede medirse la induccién y la
Z intensidad del campo magnético dentro del magnético?

. E en las cir tancias merced a las que H
desempeiia en la teoria del campo magnético el mismo
papel que D en la teoria del campo eléctrico.

1

T
TUVA

e hvarregssne

\

<

\

En el sentido literario, fos flujos moleculares pueden
eircular sélo dentro de las moléculas. En cambio, en el
modelo del medio continuo se trata de magnitudes, pro-
medias to a voliumenes infinitésimos y por eso los

7

: flujos moleculares se representan como clrculantes por
Fig. 156 el volumen del magnético como si fuese en un o
Para determinar el campo de la  continuo,

corriente que circula por un ] v nético
CHlindro. de seccion CITCUIAT | desomym o] rleuss popel oa In-tsoria del Sarpo, saagn
tieo que el desplazamiento en la teoria del campo elée .

La imanaclén de las substancias diamagnéticas se orienta contra la intensidad del campo
roagnético v la induccién del campo exterior disminuye.

Lai i6n de las substancias p gnéticas estd dirigida por la.intensidad del campo
magnético ¥ la induccién del campo exterlor aumenta,

La teoria clisica no puede explicar el ferromagnetismo, esth en condicién de des-
<ribir el campo magnético ?ue:ra degﬂ substancias lemmagnitrg:ul se considera eonoclda Ia
imanacién de la substancia ferromagnética.

Elemplo 38.1. A lo largo del eje de un ctlindro recto cireular infinito de radio a circule una
corriente lineal de intensided I. Lo permeabilidad magnética de la substancia del cilindro es p.
Fuera del cilindro se encuentrg el espacio libre. Hallar la intensidad del campo magnéiico, la
induccidn y la Imanacién en iodos los puntos del espacio.

_Dirijamos el eje Z del sistema de coordenadas cartesianas a lo largo del eje del cilindro
en direccién de la corriente 7 (fig. 156). Elijamos a titulo de contorno de integracién L la
circunferencia de radio r con centro en el eje del conductor y yacente en el plano, perpendicular
a la corriente. Entonces la intensidad del campo magnético en todos los puntos se determina
por la ley de la corriente total:

{mar=p2e=1,

de donde =

Hy = H(2nr) (38.54)
es la intensidad del campo magnético orientada por la tangente a la circunferencia. Las

‘circunferen: e ntricas con corriente son las lineas de intensidad.
. La_ipﬂug_cnén s igual a.

|1I:!¢=-'£m_—lr 0<r<a),

=5 (@<,
Es ¢omodo hallar la imanacién, partiendo de la relacién (38.21):

B—By o B—W, T
J,:{ —'-——H—-T——-—r {Oﬁf"ﬁﬂ)-

[ 2n {38.56)
0 (a<r).
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La densidad. volumétrica de los flujos moleculares se encuentra con ayuda de (38.10).
Tomando en consideracién que.la imanacién se da en (38.58) en coordenadas cilindricas, es
cbmodo calcular el rotor en (38.10) también en coordenadas cilindricas. Tenemos

a 1 4
Jomrotd=—1, 2% ¢y, L (T =0. (38.57)

Asi pues, no hay flujos moleculares volumétricos. Sin embargo, existe el flujo molecular
superficial, cuya densidad, basindose en (38.17) y teniendo en cuenta (38.56), es igual a

L A

§ 39. Fuerzas en un campo magnético

Se examinan las fuerzas que actian sobre las corrientes y las fuerzas
volumétricas que actian sobre los magnéticos incomprimibles..

Fuerzas que actiian sobre la corriente.

dF=jxBdV=174dlxB, (39.1a)

ijijdV=5fdle. (39.1b)
L

Fuerza de Lorentz. Sobre una carga puntual ¢ que se mueve con una velo-
cidad v, actia una fuerza

F=qv><B.| (39.2)

con la particularidad de que ¢ incluye en sf el signo de la carga, o sea, puede ser
tanto positiva, como negativa. La férmula (39.2) se obtiene de (39.1Db) si se tiene
en cuenta que j = ngv dV = pv dV, donde p es la densidad volumétrica de las

cargas y, por lo tanto, p dV es la carga en el volumen dV y | p dV = gq.

Fuerza y momentos de fuerza que actian sobre el momento magnético.
Supongamos que la corriente elemental circular que crea un momento magné-
tico, circula por un cuadro cuadrado con el lado I. Cologquemos el origen de coor-
denadas en el centro del cuadrado y dirijamos el eje Z perpendicularmente al
plano del cuadro (fig. 157). La direccién de la corriente I en el cuadro se indica
por las flechas. El campo magnético es arbitrario, las corrientes extrafias y las
substancias ferromagnéticas estdn ausentes en la zona del cuadro (div B = 0,
rot B = 0). Determinemos la fuerza y el momento de fuerzas que actéan sobre
el momento magnético del cuadro con corriente. Las dimensiones del cuadro son
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z pequefias y es necesario tener en cuenta la varia-
cién de la induceién del campo magnético en'los
limites del cuadro sélo hasta las magnitudes-del
primer orden de pequefiez respecto a las dimen-
siones del cuadro.

Conforme a la férmula (39.1) sobre los lados
AB, BC, CD y DA del cuadro por parte del campio
magnético actdan las fuerzas:

FAB = IIIU X B (I,UZ),

Fig. 157
P';.Ell‘a calcular la accién de la Fpe=1ll—1. X B (ia'yz)]'
{t:[l;:a sobre el momento magné- Fep = 11 1——1, x B (—ig/2)],

Fpa = Il lix X B (—1,1/2)],

donde i, 1, son versores en direcciones de los ejes X o Y. En los argumentos deé
B so sofialan las distancias entre el centro del cuadro y los lados correspondientas;
teniendo en cuenta la direccién. La fuerza completa que actiia sobre el cuadro es
F=F.5+ Fac + FcoFpa = T, X [B (i,}/2) — B.(—i.l/2)] +
+ iy x [B (—1,1/2) — B (i,#/2)l. (39.3):
Teniendo en cuenta que al conservar sélo los términos del primer orden de:
pequeiiez,
i B (0]
B(+X)=BO) =552,
B(%i,l/2) =B (0) & & “a‘f’ ,
transformemos (39.3) a la forma

F=12 (1, x g2 —1,x 3-). (39.4)

Tomando en consideracién que JI* = p,, es el valor absoluto del momento
magnético del cuadro con corrients, asf como las relaciones bien conocidas entre
los versores de coordenada (I, X t, = i;, Iy X I; = iy, I; X iz = 1)), trans:
formemos. (39.4) asf:

a aB
F=(Pm X 1a) X35~ = (Pm X §) X 5+

donde py, = 1,pm es el momento magnético del cuadro. Daacompomendo el.pro:
ducto’ vectorial doble por la-férmula del Algebra vectorial A X (B x C) =
="B'(A-C) — C'(A-B), obtenemos

F=1, (Ilm'% —Pm (lx 9z )+l¥ (p“‘"%g')_p“ (""—@_)::

=1 (Page-) +ly (Pan- -3-) —Pa (o= + 3;' ). (395
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donde i.-(3B/6z) = 8B.(dz, i,-(8B/dy) = 8B,/8y. Puesto.que div B = 4B, /oz4
+ 8Byldy + 8B,/z = 0, entonces

; ~—Pm (%+%)=ij:;_:=pm(lz'iaf;)=lx(.pm‘.‘;_f}u
de donde

Fic (P ) 1y (Braee) 1, (pe 22 ) . (39:6)

Esta férmula muestra que sobre el -miomento . inagnético la fuerza actia s6lo
en un campo heterogénes. Dado que la formula (39.6) expresa la fuierza por me-
dio del momento magnético pn, la forma especial, elegida antes, del circuito
de corriente no tiene ninguna importancia, por lo que (39.6) es vdlida para un
momento magnético arbitrario, cuyas dimensiones espaciales son suficientemente
pegquernias,

Para calcular el momento de las fuerzas que actiian sobre el momento mag-
nético, hacemos lo mismo. Colocamos el origen de coordenadas en el centro del
cuadro y calculamos e} momento de fuerzas segiin la férmula

M=/ _[rx(d!xn). (39.7)
L

No obstante, ahora los célculos se simplifican, ya que Ia distancia r tiene
el orden de las dimensiones I del cuadro, y 1a magnitud B debe tenerse en cuenta
s6lo en el orden nulo segin las dimensiones del cuadro, es decir, se debe consi-
derarla constante, Como consecuencia obtenemos

| M=p, xB. I (39.8)

Esta formula muestra que el momenio de fuerzas tiende a girar el momenio
magnético hasta que éste coincida con el vector de induccién magnética del campo.

Fuerzas vo?umétric'ss que actian sobre los magnéticos incomprimibles.
Dado que el elemento de volumen dV del magnético con una imanacién J posse
un momento magnético

dpn = J dV, (39.9)
sobre él [véase (39.8)] actdia una fuerza
df =T B ay: AP m)- LAy, ar. =3 ay (39.10)
== O S T 2=V 00 :

Es obvio que estas expresiones son validas en todo caso para los magnéti-
cos rigidos, ya que la férmula (39.68) se obtuvo como resultado de la diferencia-
cién para pn = const.

Representemos (39.10) en forma vectorial. Teniendo en cuenta que

e TR ;
J= W B, (39.11)
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hallamos para la densidad volumétrica de la fuerza la expresién
7 U Y, B.-2B _ 1 p—p, 0B (39.12)

—dv T up, iz 2 pp, oz
ete. Asf pues, la densidad volumétrica de la fuerza que actiia sobre el magné-
tico es igual a
N e 2 g1
s grad B2, (39.13)
Esto significa que:
a) las substancias paramagnéticas poseen p = p, Y por eso la densidad volu-
métrica de la fuerza estd dirigida hacia el aumento de la induccibn del campo;

Fig. 158 Fig. 159
Expulsiéon de un cuerpe dind- Refraccién del liquido para-
mico fuera de la zona del campo magnético a la zona del campo
mAximo méximo

b) las substancias diamagnéticas poseen p < Ko Y por eso la densidad volu-
métrica d¢ la fuerza estd dirigida hacia la disminucién de la induccién del campo.

Muchos experimentos muestran con evidencia el distinto comportamiento
de las substancias dia y paramagnéticas en un mismo campo. Sea que el campo
magnético se crea en el .vacfo entre los polos de un imén fuerte (fig. 158). Esta
claro que entre los polos del imén la induccién del campo disminuye desde la
linea central que une los polos, hasta la periferia. Una bola de bismuto ligera que
es en si un cuerpo diamagnético, se expulsa de la zona del campo con induccidén
méxima (fig. 158). Un liguide paramagnético, por ejemplo, una solucién acuosa
de cloruro ferroso, se atrae a la zona del campo
con induccién méxima (fig. 159).

Si el espacio entre los polos del imdn estd
lleno de un medio material, la direccién de las
fuerzas depende de la relacién entre las permeabi-
lidades magnéticas del medio y del cuerpo. §ila
it | permeabilidad magnética del cuerpo supera la del
Fig. 160. . medio, el cuerpo se comporta como una substancia
Un cuerpo paramagnético colo- paramagnética, pero si es inferior a la del medio,
_‘:;;do s mediohi?ia;n:lnnsné- como substancia diamagnética. Por ejemplo, si
v P sg;er?:“{ga ol c:er;:."ge entre los polos del imén se coloca un liquido
comporta como un diamagné- paramagnético con una permeabilidad suficiente-
tico mente grande (fig. 160), sobre uma bola para-
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magnética, cuya permeabilidad-es inferior a la- del liquido, la fuerza. actia de
la misma manera que sobre una hola diamagnética en el vacio.

La fuerza actia sobre el momento. magnético:sélo en un campo magnético heterogéneo.

El momento defuerzas qiie surge como, consecuencia de.la acelén del campo magnético

sobre el momento:magnético, tlende a dar vuelta al momento magnético hasta que coincida:

con el vector:de la inducclén-magnética.del campo, . B

" - Las fuerias volumétricas que:actian sobre la substancia paramagnética, éstén orlentadas

bacia el aumento:de‘la: induceién:del cumpu-‘m'gﬂitloo; mientras que las que actGan sobre:las
substancias diamagnéticas, baeta la disminucldn; '

iComo varia la accién de las fuerzas sobre un magnético si la permeabilidad magnética
del medio se diferencia de la constante magnética y se hace mayor o menor que la permeabili-
dad magnética del magnético?

" Ejemplo 3%.4. Por un anillo de radio ry, hecho de un alambre muy fino, circula una corrien-
te de intensidad I. La resistencia del alambre a la ruptura es igual a f,. El anilla se ubica en
un campo magnético, cuya induccidn es perpendicular al plano del anillo de manera que las
fuerzas que actdan tienden a romge‘r el anillo. Determinar la induccibn -para la cual el anillo
se rompe. Considerar que fo = 1,5 N; ro = 15 cm; { = 10 A, )

as fuerzas actiian sobre el anillo por el radio. Designando por dlI el elemento de longi-
tud del anillo, hallamos que el elemento de fuerza que actua sobre el el to dl en direcci
radial es igusf adF = 7 dl X B. Tracemos el eje X a través del centro del anillo en su plano.
La proyeccién del elemento de la fuerza dF sobre el eje X es igual a dF, = dFcosa =
= IB di cos a, donde « es el dngulo entre el eje X y el radio, trazado al elemento dl,
Puesto que dl = r, da, la expresién para la fuerza gue actia sobre el semianillo en
I,

direccién de los valores positivos del eje X, es F, = IBr, cos ¢ da = 2/ Br,. Esta fuerza

~nf2
se distribuye en dos secciones del alambre en los lugares donde él se interseca con el eje Y.
Por e%o 1a condicién de ruptura tiene la forma 2/Br, = 2f, y, por lo tanto, B = f,/(Iry) =
=1{ T

Problemas

6.4. Hay una esgiral de cobre de radio a y densidad n de espiras por 1 m. Las espiras estin
enrolladas de tal manera que entre ellas existe un espacio muy pequeiio. El extremo
superior de la espiral estd sujeto, mientras que el inferior esta unido con una carga con-
ductora de masa m, yacente én una mesa metilica. En esta posicién sobre la carga por
parte de:la espiral no actilan ningunas fuerzas eldsticas. Considerando que los espacios
entre las espiras disminuyen uniformemente, determinar la intensidad de la corriente
qm!i delhe recorrer la espiral para elevar la carga de la mesa. Menospreciar la masa de la
eapiral.

8.2. D:I:a imanes pequefios con iguales momentos magnéticos py ¥ m estén susp
didos de hilos largos y ligeros. La distancia d entre los puntes de suspensién es muy

ande. Las longitudes de los hilos son iguales. Mostrar que los imanes se orientarén

e manera que se atraerdn mutuamente, Definir el dngulo de desviacién de los hilos
respecto a la direccién vertical. Menospreciar la influencia del campo magnético de la
Tierra.

6.3. Una esfera de radio a, cargada uniformemente con una densidad superficial de la car-
a o, gira alrededor del ?e que atraviesa el centro de la esfera con una velocidad angu-
ar ®. Hallar la induccién magnética en el centro de la esfera en rotacidn.

8.4. (Cudl es el momento magnético, originado por una carga puntual ¢ que se mueve por

una circunferencia de radio r, con una velocidad angular constante w?
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6.5. En el espacio entre los polos de un imén permanen-
te en el que existe un campo maguético H, se intro-
duce una placa de magnético con permeabilidad
magnética p (fig. 161). Hallar la fuerza que actia
sobre e} magnetico.

6.6. Hallar la fuerza en el problema 8.5 si la placa es un
imén permanente, cuya imanacién Jggat coincide
en direccién con H,.

6.7. Hallar la fuerza, con que la corriente superficial
homogénea {gyp, que circula For un plane infinito,
actGa sobre a'iongitu.d I de la corriente de inten-
sidad 7, paralela e aquélla y que pasa por un
conductor lineal infinito a urna distancia d del
plano. Designese la normal a la superficie en
direccién del conductor lineal por n.

6.8. La corriente de intensidad J, circula por un con-

Fig. 1311‘: y . ductor anular de radio a, yacente en el plano
Para calcular la fuerza de in- (z, y) con centro en el origen de coordepadas,
teraccién entre los imanes forma el tornillo derecho con direccién positiva

ge] eje Z. La corriente de intensidad I, recorre

6.9,

6.10.
6.14.

6.12.
6.13.

8.14.
6.15.

8.18.

0.;17_':__.".;.
"5.18.

el conductor recto infinitamente largo en sentido paralelo al eje X en direccién de

sus valores Foaitivos. intersecando el eje Z en el punto z = d. Definir la fuerza que

actia sobre la corriente rectilinea.

Hallar la induccién magnética en el centro de un solenoide de longitud L con n espiras

que tiene una seccién cuadrada con el lado a. La intensidad de corriente que circula
or el devanado del solenoide es igual a I.

n disco de radio r gira con una velocidad angular @ alrededor del eje, erpendicular

a la superficie del disco g e atraviesa su centro. Hallar la induccién del campo mag-

nético en el eje de rotaci n‘H;l disco a la distancie & de su plano. La densidad superficial

de la cargs es igual a o. '

Una esfera dieléctrica polarizada de radio ¢ gira con una velocidad angular o alre-

dedor del eje que atraviesa su centro. La polarizacién P es constante y coincide con la

direccién de @. Hallar la induccién magnética en los puntos de interseccién de la
superficie de la esfera con el eje de rotacién.

Un haz cilindrico rectilineo infinito de una seccidn transversal circular de radio a con

una densidad volumétrica de la carga p »¢ mueve en direccién de su eje con una veloci-

dad v. Hallar la induccién magnética. - ;

Por un conductor cilindrico rectilineo infinito de radio a, cuyo eje coincide con el

eje Z del sistema cartesiano de coordenadas, circula una corriente de intensidad 7

en sentido positivo del eje 2. Hallar el potencial vectorial.

Hallar la componente axial del jtencial vectorial en el centro de la gaﬁiral gmr la que

circula Ia corriente de intensidad 7. Los datoa de la espiral se citan enel pro lema 1.7.

Una esfera dieléctrica. de radio « gira con una velocidad angular w alrededor del eje

que atraviesa su centro. La densidad volumétrica de la carga de la esfera es igual a p.

Hallar la induccién dentro de la esfera en el eje de rotacion.

Up cilindro cireular homogénéamente cargado de radioc a y longitud I; cuya carga es Q;
.f,ga_lcou una velocidad angular o alrededor de su eje. Hallar su momento magnético
ipolar. - . o

Hallar, en; aproximacién dipolar, la inductancia mutus de dos corrientes circulares

deradios a, y a,;-yacentes en un mismo plano. La distancia entre las espiras es igualar.

El eje de un cilindro circular recto coincide con el eje Z del sistema cartesiano de coor-

denadas, cuyo origen se encuentra en ol centro del cilindro. El cilindro estd imantado

‘homogéneamente.<El vector de imanacién coincide con. la direccién positiva del eje Z: -

8.19.

J = Ji,, 'Hallar la induccién, magnética.en el eje del cilindro si el radio de su seccién
transversal es a y la longitud 2. :

Una capa esférica de _m_?‘néti.co_, cuyos radios de las sul:nerl_icies concéntricas exterior .
e interior son ry ¥ ry, estd homogéneamente imantada. EL vector de imanacién es para-
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lelo al eje Z del sistema de coordenadas cartesianas, cuyo centro coincide con el de las
superficies y es igual a Ji,. Hallar la intensidad del campo magnético en el eje'Z para
loa valores positivos de :. )

8.20. Un cilindro recto, cuya longitud es ! y el radio de la seccidn circular g, estd homogénea-
mente imantado. El vector de imanacién es paralelo al eje del cilindro e igual a J.
_Hallar la induccién magnética en el centro del cilindro, considerando ! % a.

6.21. Una esfera con densidad superficial de la.carga g, gira alrededor de su. didmetro con

" upa velocidad angular w. Hallar su. momento magnético’dipolar.

6.22. Una corriente'dé intensidad I circula por un conductor rectilineo infinito, paralelo
‘a_la-superficie: de separacién plana de los medios, uno con-la. permeabilidad magné-
tica pg en el que se encuentra eliconductor coa corriénte, y el otro-con la.permeabilidad
magnética p, Hallar la fuerza que actila sobre la seccién I del conductor. La distancia:-
entre el conductor y la siperficie de separacién es d. ™ ; R

6.23. Sobre la superficie de una esfera de'madera’se enrollan con gran:densidad-en una capa
las espiras Ee' un alambre muy fino. Los planos de todas las espiras pueden considerarse
‘perpendiculares a un mismo didmetro de la esfera. Las espiras cubren toda la superficie
derra esfera. El radio de la esfera es o y la captidad total de espiras es n. Una corriente
iie inl}ensidad I circula por el devanado. Hallar la induccién magnética en el centro de
a esfera.

6.24. En un conductor cilindrico de radio ¢ hay una cavidad cilindrica de radio b, cuyo eje
es paralelo al eje del conductor y se sitia a una distancia d respecto a éste. El conductor
es recorrido por una corriente con una densidad volumétrica j. Hallar la induwecién
magnética en los puntos del diAmetro de la cavidad que coincide con el didAmetro del

conductor,
Respuestas
A o/ 2mg 3 P A - =
6.4, 1= — e 82 0=5 T . 63, B=Y0ee. 64 pu=

=qarl/2. 0.5. Fx=1/y(R—pg) HYd. 6.8, Fy=poSn (Ho-+Jn) ld. 6.7, F=—/apglgupini.
i o
6.8. F= —i,plyfs (1—d/V EFal). 8.9. B=ponl (1-.:2? aresen m) . 6.40. By=

3 2
=am(ﬂ-?+!3-—h). 641, By=Paw>, Ba= —ypoPae. 6.42. B=1/iuepv X

Viita
para 0 <<r<<a, B="/auypatv xXr/r® para e<<r< o, 6.13. Az=—%'r “i,+const para
r<a, A;= ;:: In r4const para a <<r < oo, donde r=} Z+y% 6.14 l'%rln(rm: tag a4
+ViFnattagia). 6.15. 0. 6.16. Qa'efé. 647, Lyz=npeala/(4r?). 6.48. By=
™ i4-1/2 2nl/2 =
= J X —_ 6.19. =0 para 0 < z<<ry, H;=
2 ( Vatetrizr Vare—1ep ) S e
- Ji{*4 2:‘?) ) " s 6 B—
=———gF—— pan <z<ry H;=21(r§—r})/(33%) para ry<<z<oo. 6.20. B=
- - - ol By
=bod (1—a¥/1). 621, pn=4fncate. 6.22. F=—-Bn LRL TN 623 wenl/tha).
6.24. Mojd/2.

Y
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CAPITULO 7

Magnéticos

Desde el punto de vista fenomenolégico, las propiedades del mag-
nético en un campo magnético se tienen en cuenta mediante la per-
meabilidad magnética. Las dependencias con respecto a diversos pa-
rametros son muy variadas como son multiformes los propios mag-
néticos. Estas dependencias se interpretan construyendo modelos de
los magnéticos que tienen en cuenta las peculiaridades de su com-
portamiento en el campo magnético.

§ 40. Substancias diamagnéticas

Se examinan la naturaleza fisica de la
susceptibilidad diamagnética y sus propiedades

Precisién de Larmor. En el campo magnético la frecuencia de rotacién de los
electrones en el 4tomo se distingue da su frecuencia de rotacién en ausencia del
mencionado campo. Para cerciorarse de ello examinemos el caso mas sencillo
cuando en ausencia del campo magnético el electrén se mueve alrededor del
niicleo por una érbita circular de radio r y la frecuencia de su rotacién es igual
a @, (fig. 162). La ecuacién de Newton para el movimiento del electrén tiene la

forma
moyr = Fents (40.1)

donde F,, es la fuerza centripeta que surge como consecuncia de la atraccién
del electrén por el niicleo. Esta fuerza es bastante grande en comparacién con
las Fuerzas que actian sobre el electrén por parte de los campos exteriores, por
eso los radios de las Grbitas de los electrones no varfan al colocar el diomo en un cam-
po exterior. Con respecto a los campos exteriores, el Gtomo con gran precisién puede

considerarse rigido.
~ Ahora sea que el dtomo se encuentre en un campo exterior, cuyo vector de
induccién B es perpendicular al plano de la érbita del electrén. La fuerza de Lo-
rentz actda a lo largo del radio y, segiin su direcci6n o bien coincide con la fuer-
za centripeta, o bien tiene sentido contrario en funcién de-la orientacién rela-
tiva de‘los vectores de.veldcidad angular del movimiento del electrén por-la
érbita y la induccién magnética. Por su valor absoluto, esta fuerza es igual a
F =|e| wrB, (40.2)

donde | e | es la carga del electrén y w, la frecuencia de rotacién del electrén
por la érbita en el campo magnético, diferente de w,.
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La ecuacién del movimiento del electrén en
él'campo magnético tiene la forma

mo*r = Fey x| e | orB, (40.3)

donde el radio r de la érbita del electrén es el
misme que en (40.1) y los signos (=) se eligen
conforme a la orientacién relativa de 18 vectores
de.velocidad angular del movimiento. del electrén
por la érbita yla induccién magnética, Claro esta
que-la: fuerza centripeta F..p en (40.3) es la
misma:que en {40.1), ya que es la fuerza de atrac- _
cién que proviene del nicleo y la distancia r ne ils'- 162 T T
cambié. Excluyendo Fopy de dichas ecuaciones, glﬁaafcc’;’;m:m;‘:;?h: o
recibimes cién de los electrones en un

mwlr —mogr =t |e) orB. (40.4) campo magaético

Teniendo en cuenta que w? — ) = (0 — ) (® + ©,) =~ 2Aww, donde
Ao | =] @ — @y | € 0, de (40.4) ‘hallamos Ao = +| e | B/(2m).

Asi pues, en el campoe magnético el electrén adquiere una velocidad angu-
lar complementaria de movimiente que se caracteriza por la frecuencia

oy = | e | B/(2m), {40.6)

que s¢ denomina frecuencia de Larmor. No es dificil determinar la direccién del
vector de velocidad angular. Verbigracia, si la induccién B (véase la fig, 162)
estd dirigida en sentido contrario a la velocidad angular de movimiento del elec-
tron alrededor del niicleo, la fuerza F estd dirigida en sentido contrario a Feent
¥, por lo tanto, la velocidad del electrén y la frecuencia de rotacién deben dis-
minuir. Ello significa que @, coincide con la direccién de B. Si la direccién de B
es contraria a la inicial, llegamos a la misma conclusién. Por esta razdn, puede
escribirse

@, = —eB/(2m), (40.7)

donde se tiene en cuenta que la carga del electrén e es negativa. La formacién
. de esta velocidad angular complementaria de rotacién sin cambiar el radio de la
drbita puede representarse como una rotacién complementaria del dtomo como algo
entera con una frecuencia wy en el campo magnético. La frecuencia total de rota-
cién del electrén es igual a la suma de su frecuencia de rotacién o, en el dtomo y
la frecuencia de rotacién wp del &tomo. Todo ello es correcto sélo para cuando
Ioa-;rectnraa de velocidad angular y de induccién del campo magnético son coli-
neales.

* Dado que la velocidad del electrén en el 4tomo, ubicado en un campo mag-
nético, varia, cambia también su energia cinética. Por otra parte, ya que r
permanece invariable, la energia potencial no cambia. Se pregunta, (debido a
qué cambia la energia del electrén en el dtomo si se sabe que el campo magné-

19=
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tico actla siempre perpendicularmente a la velocidad y no efectGa trabajo?
La respuesta a este interrogante puede darse sblo en los mdrgenes de la teoria de
la induccién electromagnética (véase el capitulo 8): al surgir el campo magnético,
se engendra el campo eléctrico, cuya accién cambia la velocidad de movimiento de
los electrones en el dtomo.

Para imaginarnos cudl serd el movimiento del dtomo siendo arbitraria la
orientacién mutua de la velocidad angular del electrén alrededor del niicleo y
la induccién del campo exterior, generalicemos los resultados obtenidos para un
caso cualquiera. El 4tomo con el electrén que se mueve en él por una circunfe-
rencia, puede examinarse como un girdscope que posee un momento magnético.

al

Fig. 163
Precesiébn de Larmor (a); surgimiento de la resonancia para-
magnética (b)

El momento de impulso del electrén es igual a mer?®. El electrén en movimiento
por la 6rbita equivale a la corriente circular de una intensidad /7T = ew/(2n) ¥y,
por lo tanto, el momento magnético del dtomo es igual a nr?ew/(2x). Teniendo
en cuenta la direccién de los momentos magnético y mecénico del dtomo, deter-
minados por el movimiento del electrén, escribimos

L = mr'o, pa = (@¥2)o. (40.8)

Aqui se toma en ‘consideracién que la carga e del electrdn es negativa y el mo-
mento mecdnico L y el momento magnético p,, tienen direcciones contrarias”
(fig. 163, a). '

La ecuacién de-movimiento del 4tomo, considerado como un girdscopo,
tiene el aspecto '

=M, (40.9)
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donide M es el momento de fuerzas [véase (39.8)].
De (40.8) se desprende que

P = el/2m) (40.10)

¥, Por lo tanto, la ecuacién (40.9) toma la forma
dL & e
La comparacién de (40.11) con la ecuacién
del movimiento de los puntos de un sélido que
gira con una velocidad angular o,

vedridt =0 Xr (40.12) x/
muestras que el extremo del vector L se mueve rig. 184
"alrededor de la direccién del vector de induccién Para calcular la susceptibilidad
con una frecuencia diamagnética

@y = —eB/(2m). (40.13)

Por consiguiente, el ditomo efectia en el campo magnético un movimiento de pre-
cesién semefante a un giréscopo (fig. 163, b), Dicho movimiento se denomina pre-
cesién de Larmor.

Diamagpetismo. Como consecuencia de la precesion de Larmor, cada
electrén en el Atomo crea una corriente circular que con la direccién del vector de
induccién del campo magnético forma un sistema inverso. Por lo tanto, la induc-
¢i6n complementaria del campo magnético, originada por esa corriente circular,
estd dirigida en oposicién al vector de induccitén del campo magnético exterior.
El momento magnético del diomo que surge como consecuencia de la precesién, y la
imanacién estén también orientados en sentido contrario al vector de induccién del
campo magnético exterior. Este cuadro de aparicién de la precesién de Larmor,
asimismo el momento magnético y el campo magnético complementario, rela-
cionados con ella, forman la esencia del diamagnetismo. Es evidente que toda
substancia posee diamagnetismo. La cuestién consiste sblo en la estimacién
de su magnitud.

Susceptibilidad diamagnética. Cada electron en el dtomo realiza un movi-
miento de Larmor alrededor del eje que coincide con la direccién del campo mag-
nético (fig. 164). El momento magnético que surge como resultado de esto es

Pmi = S;I‘ = nrie/T = er’,—,my’2, (40‘14}

I=—73 pmi= =t BN (3 1), (40.15)
AV i

de donde

donde N es la concentracidn de dtomos. En (40.15) se utiliza la expresién para
la frecuencia de Larmor ¥ bajo el signo de la suma del término medio se encuentra
la suma de los cuadradoes de las distarcias de los electrones en el dtomo desde el
eje de precesién de Larmor. De la fir. 164 se ve que

Rt =al4+ 1 + 4, - (40.16)
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donde R; es la distancia del electrén respecto al micleo. Tomando en conside-
racién la orientacién caética de los itomos en el espacio, tenemos

(z}), = (y1) = {z}) = (R1)/3 (40.17)
y, por lo tanto,
(1) = (21 + y1) =2 (R1)/3 = 2 (R*)/3, (40.18)
de donde
<§} r:) =27 (R%/3, (40.19)

donde Z es el niimero de electrones en el 4tomo. Por esta razdn, en definitiva,
obtenemos para la imanacién la siguiente férmula

1
= —s‘—m NZ (RY) uH. (40.20)
Comparando (40.20) con la férmula
J = yuH, (40.21)
obtenemos para la susceptibilidad diamagnética la expresién
ta=—go NZ (RY p,, (40.22)

donde se tiene en cuenta que u 2 p,, Ya que la permeabilidad de los diamagns-
ticos se diferencia poco de la permeabilidad del vacfo. La férmula (40.22) con-
cuerda bien con el experimento si bajo {R?) se comprende el cuadrado medio de.
la distancia del electrén respecto al nicleo en el 4tomo, calculado por la teoria
cudntica, Para los sélides y liquidos la susceptibilidad diamagnética tiene el
orden de ~10-%, mientras que para los gases es considerablemente inferior, de-
bido & la menor concentracién de dtomos [es decir, menores valores de N en la
férmula (40.22)].

Independencia de la susceptibilidad diamagnética con. respecto a la tempe-
ratura, La férmula (40.22) muestra que x4 no depende de la.temperatura, ya que
‘minguna de las magnitudes que entran en la férmula puede ser funcién de la tem-
‘peratura.: Eso;se .explica- por el hecho de que el movimiento de Larmor de los:
‘electrones se establoce muy pronto, durante.lapsos, caracteristicos para los pro-:
.cesos; atémicos.: Por eso el.movimiento térmico y las colisiones de los dtomos no.les.
sacan del estado de precesién de Larmor para cierto tiempo notorio. Esto se confirma
bien' por el experimento. La independencia de la susceptibilidad diamagnética
respecto a la temperatura fue descubierta experimentalmente en 1895 por P. Ca:
rie: (1859—1906).

La variacién de la frecuencia de rotacién del electrin en el 4tomo que determina el dia-
magoetiamo, surge al cambiar la induccida del.campo masgnético en el momento de introducir
el Atoruo en’él campo magnético o en el' momento de aparecer ! campo magnético. El campo:
magnético ‘im'-ni"mlumn no electda trabajo alguno'y no puede cambiar la velocidad de movl-
s Sl o depende do | t el movimiento

a 1] i1 ' ne A
térmico y mimm de loa l'ﬁh:g l'moln:”ll;llel p:rlam:ﬁgo”m%orlo del estado de
precesién de Larmor,




§ ‘41, Substancias paramagnéticas 298

§ 41. Substancias paramagnéticas

Se examinan la naturaléza fisica de la susceptibilidad
paramagnética y sus propiedades. Se describen el mag-
netismo, determinado por los electrones libres, y la
resonancia paeramagnétice.

iMecanismo-de la imanacién. Las substancias, cuyas moléculas poseen momen- .
tos magnéticos permanentes, se denominan paramagnéticas. La energia ‘del’

‘momento ‘magnético en el campo magnético exterior es
W = —pu-B. (41.1)

El minimo de energia se alcanza cuando p,, coincide con la induccién del
vector de induccién, merced a lo cual al introducir el cuerpo paramagnético en
un campo magnético conforme a la distribucién de Boltzmann, surgen una orien-
‘tacién principal de los momentos magnéticos de sus dtomos en direccién de la
induccién y la imanacién correspondiente. La induccién del campo magnético
a causa de la imanacién coincide en direccién con la induccién del campo ex-
terior y la amplifica. En cambio, el dngulo entre la direccién del momento mag-
nético del dtomo y la induccidn del campo magnético bajo la accién del campo no
-varfa: el momento magnético sufre sélo un movimiento de preesién alrededor de la
direccisn del vector de induccién sin cambiar el dngulo enire ellos [véase (40.11)].
La reorientacién de los momentos magnéticos, conforme a la distribucién de Boltz-
mann, transcurre como consecuencia de las colisiones e interaccién de los dtomos entre
sk,

Dependencia entre la susceptibilidad paramagnética y la temperatura.

El mecanismo de imanacién de las substancias paramagnéticas es semejante al

mecanismo de la electrizacién de los dieléctricos polares (lvéase el § 22). La dife-

‘ rencia consiste sélo en que es necesario utilizar la férmula (41.1) en lugar de la

(22.1). Por eso las Férmulas para la susceptibilidad paramagnética se obtienen,

“sustituyendo las magnitudes p — p,, E = B en las férmulas del § 22 para la
susceptibilidad dieléctrica. :
En vez de (22.10) obtenemos la férmula

Pm:) = pul (B), (41.2)

donde L (B) es la funcién de Langevin (véase el § 22) para f = poB/(kT).
Para temperaturas relativamente altas y campos pequeiios, cuando pnB < kT,
o sea, p < 1, en lugar de (22.13) obtenemos la férmula

{pmz) = PLB/(3kT) =~ phpH/(3kT), (41.3)
donde p = p, va que la permeabilidad magnética de los cuerpos paramagné-
ticos no se diferencia mucho de p,. Para la imanaci6n recibimos la férmula

J =N (pn.) = (phNu/(3kT)] H, (41.4)
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cuya comparacién con la igualdad

Pl (41.5)
conduce a la siguiente expresion para la susceptibilidad paramagnética:
Yp = PmNp/(3kT) = C/T, (41.6)

donde C es la constante de Curie.

La dependencia xp ~ 1/7T se denomina ley de Curie, pues fue descubierta
experimentalmente en 1896 por P. Curie.

El valor de los momentos magnéticos atémicos tiene el orden de pm ~
~ 10-** A.m?, por eso a temperatura ambiente, %, ~ 10-%, es decir, y, es dos
6rdenes mayor que la susceptibilidad diamagnética. Eso significa que en las
substancias paramagnéticas se puede prescindir de la susceptibilidad diamagnética.

La teoria de Langevin describe con bastante precisién sélo los gases, cuya
interaccién entre las moléculas es menospreciablemente pequefia debido a las
grandes distancias entre ellas. En los liquidos y sélidos semejante interaccién
puede ser considerable. La consideracién de esa interaccién modifica en muchos
casos la dependencia (41.6) de la susceptibilidad respecto a la temperatura. Di-
cha dependencia adquiere la forma de la ley de Curie—Weiss:

%, = const/(T — Ty), (41.7)

donde la temperatura T', es caracteristica para la substancia y se determina por
sus propiedades.

- Momentos magnéticos de los atomos libres. Los momentos magnéticos de
los &tomos surgen debido a dos factores:

1) al movimiento orbifal de los electrones. El momento magnético orbital
totlalddel dtomo es la suma de los momentos magnéticos orbitales de electrones
aislados;

2) a la presencia de momento magnético propio en cada electrén, relacionado
con el spin, es decir, de u'n momento mecinico propio del electrén.

Los momentos magnéticos de los electrones aislados se enlazan entre si,
formando un momento magnético de spin total del dtomo. Cada electrén, mo-
viéndose en un campo magnético, originado por el movimiento orbital de todos
los demés electrones, merced a la existencia del momento magnético de spin,
esta en interaccién con dicho campo. Esta interaccién se denomina spin-orbital.
Gracias a ella el momento orbital de los electrones se énlaza con su momevto magné-
tico'de spin, formando el momento thagnético total del diomo - Sobre semejante forma
dé créar el momento magnético total del dtomo se habla como del enlace LS. En
principio’ puéde haber otro camino ‘de aparicién dél momento magnético total
del’ 4tomo: primero el momento magnético de spin de coda electrén se enlaza con el
momento-orbital del mismo. electrén, formando el momento magnético total del elec-
trén j luego los momentos magnéticos totales de los electrones se unen. entre st y se
crea el momento magnético total del dtomo. Pero en la mayoria de los casos, a ex-
cepcién de los elementos m4s pesados, esta forma no se realiza, ya que la inten-
sidad’ de-interaccién del momento magnético de spin-del electrén con su propic
momento orbital resulta més débil que su interaccién con los momentos magné-
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ticos de spin de los demds electrones:y el momento magnético total para cada
electrén por separado no surge. Por esta razén, en la mayorfa de los éasos se.rea-
liza el enlace LS. - y )

La cuestién sobre la adicién del momento magnético orbital total con ek
momento de‘spin total exige tener en cuenta la circunstancia de que:el factor:de
proporcionalidad en la relacién lineal entre el momento magnético orbital:total
y el momento mecénico orbital total se diferencia del factor de-proporcionalidad
en la relacién lineal entre el momento magnético de spin total-y elispin
Segiin la regla de-adicién-de los/vectores, en el 4tomo:se :suman:los
mecéanicos. totales, mientras. que:-la adicién de los momentos magnéti _
tiene como consecuencia de la adicién de los: momentos'mecénicos. En-definitiva,
el momento magnético total del dtomo puede ser no colineal con su momento mecd-
nico interno total.

El problema de los momentos magnéticos de los d4tomos libres se simplifica
merced a que, desde el punto de vista energético, es ventajoso el relleno de las
capas atémicas por los electrones, para el cual el momento total posee el valor
minimo. Debido a esto, los momentos de spin y orbital total de las capas lienas.
cerradas del dtomo, asi como el momento total de las capas completamente lle-
nas son nulos, Por lo tanto, el momento magnético del Gtomo se determina sélo
por los electrones de las capas que no estdn llenas por completo. En la mayoria de
los casos semejantes capas son exteriores. La simplificacién posterior del cuadro
se obtiene debido a que los spines de los electrones y los momentos orbitales en
la capa exterior tienden a orientarse en direcciones contrarias para compensarse
en lo méximo. Por esta razén, el momento magnético del dtomo libre se determina,
en lo principal, por los spines no compensados de los electrones exteriores.

Momentos magnéticos de las moléculas. El momento magnético de la
molécula no es igual a la suma de los momentos magnéticos de los 4tomos, ya
que larealizacién del enlace quimico entre los dtomos requiere cierta reestructu-
raci6n de las capas atémicas exteriores. Por ejemplo, la molécula de nitrégeno
N, se efectiia por el enlace covalente y los dos electrones generalizados poseen
spines antiparalelos. Los momentos orbitales estin también compensades y se
anulan. Como consecuencia, resulta que las moléculas de N, no poseen un mo-
mento magnético permanente, o sea , el nitrégeno no es una substancia paramag-
nética. En las moléculas con enlace iénico se observa la misma tendencia de com-
pensar los momentos magnéticos. Verbigracia, la molécula de sal comin NaCs
se realiza mediante el enlace iénico entre Na*+ y Cl-. Los dos iones poseen capas
glectrénicas cerradas, debido 2 lo cual el momento magnético total es nulo.
Puede decirse que la tendencia general al formarse las moléculas consiste en ga-
rantizar un momento total nulo. Entre los gases difundidos sélo el oxigeno Oy,
cuyos spines de los electrones generalizados no estén compensados, posee pro-
piedades paramagnéticas, asimismo NO y NO,, cuya cantidad total de electro-
ne; es impar y, por lo tanto, el spin de uno de los electrones resulta no compen-
sado.

La mayoria de los sélidos consta de iones con capas cerradas, merced a lo
cual no poseen propiedades paramagnéticas, sino que son s6lo substancias dia-
magnéticas. La excepcidn principal de dicha regla la forman los compuestos, en
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cuya composicién entran los elementos de transicién. La capa electrénica de
estos elementos esti llena sélo parcialmente, por lo que son multivalentes y sus
iones poseen momentos magnéticos permanentes. Asi pues, el paramagnetismo
de los compuestos de elementos de transicién se determina por los momentos magné-
ticos de sus iones. Los iones con configuraciones parecidas de las capas electrd-
nicas exteriores conducen a semejantes propiedades paramagnéticas de los com-
puestos.

Magnetismo determinado por los electrones libres. A pesar de que los elac-
trones en el campo magnético, influidos por la fuerza de Lorentz, se mueven por
circunferencias, la teoria clasica predice la ausencia del efecto diamagnético
a causa de la reflexién de los electrones en las fronteras de la zona, mientras que
la teoria cudntica afirma su existencia. La susceptibilidad diamagnética resulta
ser igual a

o=t ()" w2

donde m* es la masa efectiva de los electrones libres y n, su concentracién.
Para una induccién del campo magnético no muy grande la susceptibilidad dia-
magnética es constante y no depende de ia temperatura.

Otro efecto magnético, relacionade con los electrones de conducciém, se
determina por la interacciéon del momento magnético de spin del electrén con
el campo magnético, merced a lo cual surge un exceso de electrones, cuyos mo-
mentos magnéticos de spin estdn orientados respecto a la direccién de la induc-
ci6én del campo, en comparacién con los electrones con momentos magnéticos
de spin contrarios. Este fenémeno se denomina paramagnetismo de los electro-
nes de condueeibn. Como muestran los calculos, en condiciones de laboratorio la
susceptibilidad paramagnética de los electrones de conduccién no depende prac-
ticamente de la temperatura. El paramagnetismo de los electrones de conduccién
se manifiesta con mds intensidad en los metales de transicién. En condiciones de
laboratorio la susceptibilidad diamagnética de los electrones de conduccién
casi siempre es inferior a su susceptibilidad paramagnética (aproximadamente
tres )vei_:es) ¥ por eso su susceptibilidad sumaria resulta ser positiva (paramagné-
tica). X
Resonancia paramagnética. Imaginémonos que en la substancia paramagné-
tica, ubicada en un campo magnético, se crea un campo magnético periédico
complementarjo, cuyo vector de induccién es perpendicular al vector de induc-
' ¢ibn:del campo continuo. Debide -al campo magnético .continuo (fig. 163, by
los:momentos:magnétices de los :dtomos realizan la precesién de Larmor. Como
- resultado-de la interaccibén del momento ' magnético p, del 4tomo con la induc-

¢ién 'B.del campo magnético alternative se.origina el momento de fuerzas M
. ‘que tiende a cambiar el 4ngulo entré py, ¥ B. Si la frecuencia del campo magné-
tico alternativo se diferencia de la frecuencia de la precesién de Larmor, una
‘parte del tiempo este momento tiende a aumentar el dngulo entre pp ¥ B, ¥
otra parte del tiempo, a disminuirlo, asi, en término medio, no se observa nin-
gin efecto. Pero si las frecuencias del campo magnético alternativo y de la pre-
cesién de Larmor ¢oinciden, el momento de fuerzas, creado por el campo magné-
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tico alternativo, o aumenta todo el tiempo el dngulo entre el-momento. atémico
y la induccién del campo magnético continuo,.o bien lo disminuye, en funclén
de la relaci6n de las fases en la precesién de Larmor y-la induccién del:campo
magnético alternative: Como consecuéncia de semejante accién, relativamente larga;
del momento de. fuerzas suceden la reorientacion. del momento magnético del dtorno
y-la variacién del dngulo entre éste y.el vector de induccidn. del. campo magnétwn
continuo. Este fonémeno se denomina. resonancia paramagnética. La Teorienta-
¢cién del momento: magnétmo conforme a la férmulai (41.1) esté,li
riacion de Ia ernergza del momento magnético en un campo maguétic conunuo.
lo que, segdn el principio. de conservacién de la energia, va acompaiiada:por el
intercambio de energia con el campo maguético alternativo. Dicho campo se
efectiia en forma de ondas electromagnéticas estacionarias, cuyo vector magné-
tico es perpendicular al vector de induccién del campo magnético continuo.
Asi pues, el intercambio de energia ocurre con la onda electromagnética.

Como consecuencia de elle, se forman grupos de Atomos con ura orientacién
de los momentos magnéticos, paralela a la induccién del campo magnética ¥
antiparalela, es decir, que poseen, conforme a (41.1) distinta energia de inte-
raceién con el campo magnética. Las energias de los dtomos con orientacidén
antiparalela son mayores que con orientacion parzlela.

Ademids del mecanismo de reerientacién de los momentos magnéticos me-
diante el campo electromagnético alternativo, actfia constantemente el mecanismo
de reorientacién de los momentos magnéticos mediante el movimiento térmico
y la interaccién entre los dtomos. En condiciones de la accién simultinea de
dichos mecanismos, el movimiento térmico y la interaccién de los dtomos efec-
tian principalmente la reorientacién de los momentos magnéticos, antiparale-
los al vector de induccién. La energia que se libera en este caso se transforma en
calor. La reorientacién de los momentos magnéticos, paralelos a la induccidn,
se realiza con preferencia como consecuencia de la absorcién de la energia de
la onda electromagnética. Por eso la observacién de la resonancia paramagnética
se reduce a la medicidn de la intensided de la onda electromagnética que pasa por la
substancia paramagnética en el campo magnético, Dosdo el punto de vista expe-
rimental, es més ficil utilizar la onda electromagnética de frecuencia fija ¥
lograr la resonancia cambiando la induccién del campo magnético En el mo-
mento cuando la frecuencia de Larmor, correspondiente a la induccién del cam-
po, es igual a la frecuencia de la onda electromagnética, se ohserva un brusco
debilitamiento de su intensidad, que testimonia el comienzo de la resonancia pa-
ramagnética.

La resonancia paramagnética permite obtener una informacién extensa y
variada sobre las propiedades de la substancia paramagnética y se utiliza am-
pliamente en las investigaciones cientificas.

Este cuadro clasico del surgimiento de la resonancia paramagnética sélo
tiene carcter cualitativo. Un enfoque mas estricto puede efectuarse en los mér-
gones de la teoria cudntica, basada en la representacidn de Ia absorcién y la emi-
si6n de cuantos de la radiacién electromagnética por los sistemas atémicoes con
la correspondiente reorientacién a salto de los momentos magnéticos que ase-
guran el cumplimiento del principio de conservacién de la energia. En los mar-
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genes de estas representaciones se logra obtener relaciones cuantitativas que
caracterizan la resonancia paramagnética.

De la férmula (40.13) se desprende que siendo la induccién del campo mag-
nético de 1 T, la frecuencia de la resonancia paramagnética tiene el orden de
10 Hz. Al disminuir la induccién, esa frecuencia se reduce respectivamente y
puede tenerse la esperanza de observar la resonancia paramagnética a frecuencias
relativamente bajas. Sin embargo, no se acierta observarla a frecuencias infe-
riores a 108 Hz, es decir, para la inducci6én del campo continuo aproximadamente
igual a 0,01 T. '

Esto estd en concordancia con la teoria cuantica de la resonancia paramag-
nética que predice una disminucién considerable de la absorcién de las ondas
electromagnéticas al reducir su frecuencia, merced a lo cual a frecuencias re-
lativamente bajas, la resonancia se manifiesta de manera bastante débil. Las
frecuencias del orden de 10'* Hz (la longitud de onda es de 3 cm) son las que més
se utilizan en las investigaciones.

§ 42. Substancias ferromagnéticas

Se analizan los hechos experimentales fundamen-
tales del ferromagnetismo y se da su interpre-
tacidn elemental tedrica. Se introduce la idea
sobre el antiferromagnetismo, ferrimagnetismo

y la resonancia ferromagnética.

Definicién. Los magnéticos, cuya permeabilidad magnética alcanza grandes
valores y depende del campo magrético exterior y de la prehistoria, se denominan
substanctas ferromagnéticas. Ellas poseen imanacién residual, es decir, su ima-
nacién puede ser diferente de cero en ausencia del campo magnético exterior.
En este caso son imanes permanentes. Asi pues, segin sus manifestaciones for-
males, las substancias ferromagnéticas se parecen a las ferroeléctricas (véase
el § 23). Hay que seftalar que el ferromagnetismo fue descubierto y estudiado
mucho antes que la ferroelectricidad. En 1878 A.G. Stolétov (1839—1896)
investigé la imanacién de los ferromagnéticos. Construyé la curva de la permea-
bilidad magnética (fig. 168), llamada més tarde curva de Stolétov. La histé-
resis:fue descubierta én 1880 por Warburg (1846—1931).

" Cirva "de” imanac¢ién 'y eiclo de histéresis. La susceptibilidad magnética
de las substancias fetromagnéticas es funcién de la intensidad del campo exte-
rior y:la dependencia de J (H) tiene la forma dada en la fig. 165. Al crecer la in-

‘tensidad, la imdnacién no aumenta ilimitadamente, sino que tiene un limite, de-
nominzdo imanacitn de saturacién. Su existencia por analogia con las substancias
paramagnéticas, muestra que la imanacién de las substancias ferromagnéticas
sé"_det?l"niiﬁ'a't_aml;'_ién ‘por- la reorientacién de ciertos momentos magnéticos ele-
mentales.
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Dado que .
= poll + pot, : (42.1)

la curva de-la dependencia B (H) no llega a la saturacién, a pesar de qua J_sufre
la saturacién. La gréfica de dicha dependencia se denomina curva de imanacién
(hg 166).

. 8i efectuamos la ramagnal.lzacién de la ‘muestra en un campo magnético'
periédwo. en analogia completa con las substancias ferroeléetricas, la 'curva de

8
H ] H
Fig. 165 Fig. 168
Saturacién de la imanacién Curva de imanacién

la dependencia B (H) tiene forma de un ciclo, llamado ciclo de histéresis (fig. 167).
La seccién OA es la curva de imanacién, ya que la conexién del campo se efectia
a un valor nulo de la induccién, o sea, en ausencia de imanacién permanente.
La curva cerrada ACDFGKA es el ciclo de histéresis, Su demostracién se lleva

8
A
L Hr
2
[ 3 H
G
F H
Fig. 167 Fig. 168
Ciclo de histéresis Curva de permeabilidad mag-

nética (curva de Stolétov)

a cabo por el mismo esquema que al demostrar el ciclo de histéresis de las subs-
t:imcias ferroeléctricas, sustituyendo los condensadores por las bobinas (véase
el § 23)

Al disminuir la intensidad A del campo magnético desde cierto valor (pun-
to A) hasta cero, la induccién B del campo se reduce s6lo un poco, hasta el valor
de induccién, descrito por el segmento OC. Esa induccién se denomina residual.
El cuerpo ferromagnético en este estado se llama imén permanente.

Para liquidar el campo residual, es necesario aplicar un campo inverso,
cuya intensidad se prefija por el segmento OD. Discha intensidad se depomina
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de retardo o luerza coercitiva dela substancia ferromagnética. La forma del
ciclo de histéresis, la induccidn residual y la fuerza coercitiva dependen del ma-
terial de la substancia ferromagnética y cambian para distintos materiales en
amplios limites.

Curva de la permeabilidad magnética. La permeabilidad magnética rela-
tiva p, = p/py = B/(poH) como funcién de X puede construirse por medio de
los datos de la curva de imanacién (fig. 166) y tiene la forma que ofrece la fig. 168,
Al crecer H, el valor de p, alcanza el méximo y luego, al alcanzar la saturacién
de la imanacién, disminuye rdpidamente. Las substanclas ferromagnéticas con
frecuencia poseen p, del orden de 10* en el maximo.

Clasificacién de los materiales ferromagnéticos. Los materiales ferromagné-
ticos pueden dividirse en dos grupos:

1) materiales magnéticamente blandos con una permeabilidad magnética
grande gue se imantan y desimantan fdcilmente y poseen pequefia fuerza coerciti-
va;
2) materiales magnéticamente duros con una permeabilidad magnética re-
lativamente baja que se imantan y desimantan con dificultad y poseen una fuer-
za coercitiva grande.

Los materiales del primer grupo se utilizan principalmente en la electrotec-
nia de los campos alternativos, en particular, en los transformadores, y los del
segundo grupo, para confeccionar imanes permanentes.

Interaccion de los electrones. El ferromagnetismo puede examinarse sélo
en los margenes de la teorfa cudntica. Pues dentro de la teoria cldsica se puede iini-
camente describir las propiedades de las substancias ferromagnéticas y discutir desde
el punto de vista cualitativo el mecenismo de su aparicién.

En los ensayos de Einstein y de Haas por primera vez se establecié experi-
mentalmente que el ferromagnetismo se determina por los spines de los elec-
trones. Las substancias ferromagnéticas poseen la propiedad de la imanacién
espontinea cuando en ausencia de campos magnéticos exteriores, influides por
causas internas, los spines de los electrones tienden a orientarse en una direccidn
comiin. Sin embargo, al modelo en total no le es energéticamente ventajoso estar
imantado. Por eso €l se divide en pequefias zonas imantadas, dominios.Cada
dominio se imanta en un sentido determinado, pero la direccién del vector de
imanacién en los dominios vecinos es diferente, por lo que el momenic magné-
tico de los pequefios voliimenes fisicos resuita ser nulo, es decir, el magnético
en- total, no est4 imantado.

‘Lo dicho demuestra que la cuestién principal de la teoria del ferromagnetismo
consisteen explicar la tendencia de los-spines de los electrones a orientarse en ung di-
reccidn comiiin.-Ya queen ‘el sistema se realiza el estado con la energia minima, -
1a tarea consiste en hallar tal interacci6n, para la que sea ventajosa la orienta-
cion.paralela de los momentos magréticos de spin de los diversos dtomos. Para-
€30 69 nécesario que la.energia total sea minima para la orientacién paralela de
los’ ‘momentos.: . :

La aparicién de semejante situacién esti relacionada con la interacciﬁn.da
cambio.’ Debido a que los electrones se someten a la_estadistica de Fermi—
Dirae que no permite que dos particulas se encuentren en un mismo estado, los
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electrones con spines paralelos resultan como separados en el espacio, merced
a'lo cual disminuye su energia de interaccion coulombiana en comparacién:con:
los eléctrones que poseen spines antiparalelos, cuando pueden estar situados-en el
espacio uno mas cerca del otro. Se llama energia de interacelén de camblo la
';i_ili'ar_ancia de energias entre las configuraciones con spines paralelos y antipara-
olos.
.. No obstante, semejante situacién por si. misma no asegura 8l
del ferromagnetismo, ya que al disminuir la interaccién coulombie
spines paralelos tiene Jugar el aumento de su energfa cinética. Enla'ma; le
los casos tampoco resulta ventajosa la energia total de las configuraciones con’
spines paralelos. Sélo en raros casos, cuando la reduccién de la energia poten-
cial para los spines paralelos es considerablemente mayor que e! aumento de la
energia cinética, la energia total disminuye. Entonces las configuraciones con
spines paralelos se convierten en ventajosas desde el punto de vista energético,
y surge el ferromagnetismo. La investigacién de las condiciones, para las que
puede realizarse semejante situacién constituye el objeto de la teoria del ferro-
‘magnetismo. Aqui el papel principal lo desempefia la eleccién correcta de la
expresién para la energia de interaccidn.

‘Teoria elemental del ferrotagnetismo. La energia de cambio en la teoria
del ferromagnetismo se da mediante la férmula

Wem = —2lcunS; Sy 422)

donde S, y S, son los spines de los electrones en interaccién e /oy, la integral
de la interaccién de cambio. De la férmula (42.2) se ve que para [q,n>Cla
energia potencial alcanza el mfnimo para los spines paralelos. Dicha energia se
condiciona por la interaccion del momento magnético del electrén con el campo
magnético y se expresa por medio de la férmula (41.1), en la cual, en cambio,por
induccién B se comprende la induccién B,y del campo de cambio. El propio
momento magnético p’ del electrén esta ligado con su propio momento meca-
nico o con el spin S mediante la relacién tipo (40.10), pero siendo el factor de
proporcionalidad dos veces mayor:

P = (e¢/m) 8. (42.3)

. Por esta razén, interpretando la energia de interaccion (42.2) como la energla
del momento magnético del segundo electrén que se encuentra en el campo mag-
nético, creado a cuenta de la interaccién de cambio, por el primer eléctrén, te-
nemos

Vo= —-2leamdit &5 . p0) B, (42.4)
donde
Beym = (2 cammle) S,. (42.5)

La induccién completa del campo magnético se compone de la induccién B
del'campo en ausencia de interaccién de cambio y 1a induccién B, del campo de
cambio. La relacién (38.21) teniendo en cuenta (38.23) puede representarse como

po(l 4+ J=19B, o biem p,J = [x/(1 4+ )] B. (42.6)
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Esta relacién se generalize en presencia de la interaccién de cambio me-
diante la férmula

wod = [/ + VI (B + Begn), (42.7)

con la particularidad de que la susceptibilidad magnética y en esta férmula
se considera igual a su valor en (42.6) para la substancia paramagnética en au-
sencia de interaccién de cambio.

El posterior examen se lleva a cabo en una aproximacién del campo medic,
cuya suposicién principal consiste en que la induccién del campo de cambio es
proporcional a la imanaci6n:

Boam = Atod, (42.8)

donde X es la constante de la interaccién de cambio. Sustituyendo (42.8) en
{(42.7), hallamos la relacién

pod = /(1 + % — A0} B, (42.9)
que es 1til represeniar como [de manera analoga a (42.7}]:
pod = IX/(1 + x)] B, (42.10)
donde
I+ )y = 4+ — Ay (42.11)

caracteriza la susceptibilidad, teniendo en cuenta la interaccién de cambio.
De la férmula (42.11) hallamos
£ (42.12)

T T
L=ET5 T T=C
donde % = C/T.

En el intervalo de temperaturas I’ > AC el cuerpo se comporta como para-
magnético con una disminucién caracteristica de la susceptibilidad magnética
al aumentar la temperatura. Al aproximarse a T = AC, la susceptibilidad ' —-
— oco. Eso significa que los campos tan pequefios como se gquiera provocan una
imanacién finita. Con otras palabras, para T = AC sucede el surgimiento de la
imanacibn espontdnea, es decir, el paso al estado ferromagnético. La teoria elemen-
tal expuesta no permite analizar cuantitativamente el cambio de la imanacién
espontdnea al disminuir ulteriormente la temperatura en el intervalo T' << AC.
La teoria més precisa muestra que la imanacién esponténea para I = AC crece
a salto hasta el valor finito y luego, al bajar T, sigue creciendo, pero la veloci-
dad de ‘erecimiento disminuye poco & poco. Asi pues, para T <C AC el magné-
tico se ‘encuentra en la fase ferromagnética.

.. Ley de Curie—Weiss, Para cada substancia ferromagnética existe una
temperatura, pasando por la cual ella sufre una transicién de fase (de sogundo
génaro) y se conviérte en paramagnética. La susceptibilidad magnética en la
zona, paramagnética en las inmediaciones de la temperatura de trabsiciém,
denominada- terperatura de Curie, se describe por la relacién tipo (42.12),
llamada: Jey.de Curle— Weiss. La magnitud AC = © se denomina temperatura de
Curie— Welss. La teorfa muestra que‘la transicién de fase no se efectia @ la
temperatura de Curie—Waiss, sino que'a una temperatura proxima a ella.
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Por eata razén, a veces puede no hacerse diferencia entre la temperatura de
Curie, durante la cual transcurre la transicion de fase, y la temperatura.de Cu=
rie—Weiss.

Anisotropia de la imanacién. Al investigar las curvas de imanacién' de
los monocristales ferromagnéticos, se mostré que para diversas orientaciones del.”
campo magnetizante respecto a los ejes del cristal, las curvas de imanacién:son,
diferentes, es decir, las propiedades ferromagnéticas del cristal dependen de la
direccién de la imanacién. La direccidn, en la que la imanacién es mézima pard. el
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—
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Fig. 169 i
Estructuras idealizadas de los dominios en un monocristal

campo dado, se llama direccién o eje de imanacidn fdcil, mientras que la direccitn,
en la que la imanacién ¢s minima para el campo dado, se denomina direccidn o eje
de imanacién dificil.

Dominios. Las estructuras idealizadas de los dominios en el monocristal
se muestran en la fig. 169 (las flechas indican las direcciones de la imanacidn):

a — la induccién del campo magnético exterior es grande;

b — el campo exterior esti concentrado principalmente cerca de las pare-
des inferior y superior y posee una energia considerablemente menor que en el
caso g;

¢ — no hay poloslibres y el campo no sale de la zona de los dominios;

d — se efectiia la misma situacién que en el caso ¢, pero dividiendo la estruc-
tura en dominios méds pequefios.

Fronteras. Para minimizar la energia del campo magnético es Gtil dismi-
nuir al méximo las dimensiones del dominioc. Sin embargo, a esto obstaculiza
la necesidad de gastar energia para formar las fronteras entre los dominios, ya que
la imanacién por las diferentes partes de la frontera tiene diversa direccién. La
frontera entre los dominios posee un grosor finito d, dentro de cuyos limites la
imanacién varfa paulatinamente su direccién desde la orientacién en un domi-
nio a la orientacién en el otro, es decir, las fronteras entre los dominios son pare-
des de grosor finito. Las paredes se clasifican por las peculiaridades del giro del
vector de imanacion en ellas. Si la componente de imanacién, perpendicular a
la pared, no varia durante su giro, la pared se denomina pared de Bloch. Con
otras palabras, la rotacién de la imanacién en la pared de Bloch sucede en el
plano, paralelo a la pared (fig. 170, a). Si el cambio de la direccidn de la imana-
¢ién transcurre al variar su componente, perpendicular a la pared, ésta se de-
nomina pared de Néel (fig. 170, b).

2001444
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Remagnetizacién. El aumento de la imanacion del modelo al crecer la
intensidad del campo magnético transcurre primero a causa del desplazamiento
reversible de las fronteras y los giros de las paredes fronteras {fig. 171; seccidn
OA). En la seccién AC se efectiia el desplazamiento irreversible de las fronteras
¥ la desaparicién de algunos dominios y, por fin, en la seccion CD, que precede
a la saturacién, se observa la variacién del sentido de la imanacién dentro de los
dominios.

Antiferromagnetismo. A condiciones determinadas la interaccion de cam-
bio lleva a una situacién cuando la orientacion antiparalela del momento de

Y
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Fig. 170 Fig. 171
Variacién de la imanacién en la Zonag de diversos mecanismos
pared: de Bloch (a); de Neel {b) de la remagnetizacién

spin de los 4tomos vecinos resulta ser energéticamente util. Para eso es necesa-
rio realizar Jas condiciones, semejantes a las del surgimiento del ferromagne-
tismo, pero para las configuraciones con spines antiparalelos. Como consecuencia
de eso, los momentos magnéticos de spin de los dtomos vecinos resultan orienta-
dos en direcciones contrarias (fig. 172). i
Semejante situacién puede interpretarse como la existencia simultdnea de
dos subredes que se imantan espontdneamente en direcciones contrarias con la misma
intensidad. La imanacién sumaria es nula. Esta situacidn se llama antiferromag-
petismo y los cuerpos en los que se efectiia,

)?_4____ antiferromagnéticos.
P 7, T En las substancias ferromagnéticas el vector
o Wl g de induccién del campo de cambio estd orientado

+L ﬂ g j de manera contraria al vector de imanacién.

i . 2 {-—-_4 J. Por eso en lugar de (42.8) para ellas es vélida
4 1 17 &1 larelacién
LY W 5 “_ f Beamn = —haltod. : (42.13)
o P2 I ey Realizando los mismos célculos que con-
lc’___ 4 _1,/ dujeron de (42.8) a (42.12), obtenemos para la sus-

e . coptibilidad de la substancia antiferromagnética

. la férmula (42.12), pero sustituyendo & por —Ai,:
Fig. 172 : :
Antiferromagnetismo Ao = CHT + X,C")= CHT + 8), (42.14)
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donde 8 =),C esla temperatura de Curie—Weiss. Lo mismo que:para lassubs-
tancias iermmagnétlcas, el paso al estado antiferromagnético transcurre a-una
temperatura que se diferencia de la temperatura de Curie—Weiss.- La:tempe-
ratura de paso al estado antiferromagnético se denomina temperatura de:Néel Ty,

En un campo nulo a una temperatura inferior a la de Néel la imanacién'es-
pontédnea total de la-substancia antiferromagnética es nula; ya que las-imanscio-
nes contrarias de las subredes.se compensan mutuamente-por-completo.. Al su-
perponer él campo exterior, surge una pequefia. imanacion, cormspondmnte a.la
susceptibilidad positiva.

En muchos casos para explicar el antiferromagnetismo ‘es suficiente el mo:.
delo de dos subredes. Sin embargo, a veces, cuando el caso se reduce sélo a los:

I L 0 I (1B
T

8 b) 7}

Fig. 173
Posibilidades elementales de ejecucion del ferromagnetismo

momentos magnéticos colineales y es necesario asegurar la igualdad a cero de
la suma vectorial de varios momentos magnéticos, que es en si un resgo caracte-
ristico del antiferromagnetismo, se tiene que utilizar un modelo de mas de dos
subredes.

Ferrimagnetismo. Puede ocurrir que las subredes poseen una imanacién
espontanea de direccién contraria y de distinta intensidad, por lo que no sucede
la liquidacién total de la imanacién, como tiene lugar en las substancias ferro-
magnéticas. Las mencionadas substancias tienen una imanacidn espontdnea,
aungue menos intensa en comparacién con las substancias, todos los momentos mag-
néticos de las cuales estuviesen orientados en un mismo sentido. Esos materiales po-
seen propiedades, semejantes a las de los ferromagnéticos, en particular, tienen
imanacion residual, se caracterizan por la fuerza coercitiva, etc. Los mencionados
materiales se denominan ferrimagnéticos o ferritas. A veces, el ferrimagnetismo
s¢ comprende como el antiferromagnetismo no compensado.

Las ventajas muy esenciales de las ferritas en comparacién con las substancias
ferromagnéticas estdn relacionadas con su extremadamente pequefia conductibilidad
eléctrica, mientras que los materiales ferromagnéticos son buenos conductores de
la corriente eléctrica, ya que la buena conductibilidad eléctrica de dichos ma-
teriales es un estorbo para utilizarlos en la radiotecnia.

Se comprende como subred el conjunto de todos los iones dentro del cristal,
mutuamente equivalentes, tanto en el sentido cristalografico, como en el sen-
tido de las interacciones magnéticas y electrostdticas con los iones circundantes.
De aqui se desprende que para que exista el ferrimagnetismo es necesario que
haya por lo menos dos subredes no equivalentes. En la fig. 173, a — ¢ se dan
las posibilidades mds sencillas de realizacién del ferrlmagnetlsmo

20=
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Resonancia ferromagnética. Estd condicionada por la fnteraccién de los
momentos magnéticos de spin de los electrones con un campo electromagnético
alternativo. No obstante, en las substancias ferromagnéticas dicha resonancia
es mucho més complicada que en las paramagnéticas. Esto se debe a que en la
substancia ferromagnética existe la imanacién esponténea y una estructura de
dominio, y loy spines de los electrones estéin unidos intensamente con la interac:
ci6n do cambio. Por eso en el cuerpo ferromagnético el fenémeno de resonancia desce
¢l principio tiene cardcter colectivo y la precesién de los spines se determina no sélo
por el campo exterior, sino que por el campo efectivo, dependiente tanto del campo
exterior, como también de los campos interiores del cuerpo ferromagnético, tales
como por ejemplo el campo de anisotropia.

La resonancia ferromagnética se observa a frecuencias de varios miles de
Megahertzios. Si el campo de hiperfrecuencia es homogénea segiin la amplitud,
en todo el modelo ferromagnético se observa una precesién homogénea de spines
que provoca la aparicién del pico correspondiente de resonancia. Pero a la par
con 61, se forman otros picos de resonancia complementarios, determinados por:
las paredes de dominio (resonancia de las paredes de dominlo). La heterogenei-
dad del campo de hiperfrecuencia conduce al surgimiento de picos de resonancia
complementarios, condicionados por la forma y dimensiones del modelo. La
decodificacién de este cuadro bastante complejo de la resonancia ferromagnsé-
tica permite obtener una informaci6én valiosa sobre las propiedades de la subs-
tancia ferromagnética y medir muchas magnitudes que la caracterizan, tales
como la imanacién de saturacién, la relacién giromagnética, la constante de
anisotropia, etc.

Lo mismo que el ferromagnetismo, la resonancia ferromagnética puede des-
cribirse sélo mediante la teoria cudntica.

[y 1 [ &

La peculiaridad caracteristica de la curva de i i6n de las § gné-
ticas es la existencla de satnrgelﬁm, ¥ la de la-curva de remagnetizacién, el ciclo de histéresis.

§ 43. Efectos giromagnéticos

Se describen los efectos giromagnéticos y su observacién experimental

Relacién entre los momentos magnétices y mecénicos, La imanacion del magné-
tico esté-siempre relacionada con la reorientacién de los momentos magnéticos
en cierta direccién. Sélo en-al fenémeno del diamagnetismo se forman nuevas mo-
merntos magnéticos que desdesu aparicién tienen la misma direccién. El momento
magnético: del movimiento orbital del electron esté ligado con el momento me-
cénico de dicho movimiento por medio de la relacién (40.10). El momento mag-
nético. propio del electrén estd.unido con su momento mecénico propio también
mediante una relacién lineal. Por. eso estd claro-que el momento:magnético del
4tomo esté también enlazado con su momento mecdnico mediante una relacién
determinada. Ello significa que la reoriéntacién de los momentos magnéticos sii-
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cede de mismo flempo que la reorientacién de los correspondientes momentos me-'
cdnicos. -
El momento magnético total del 4tomo se compone de los' momentos mag-
" néticos de los movimientos orbitales de los electrones y sus momentos: magné-
ticos de spin. Asf mismo se suman los momentos mecénicas. ‘En cambio;: te-
niendo en cuenta ‘que los: factores de proporcionalidad ‘entre los ' momientos me-
cénicos y magnéticos del movimiento orbital y del apin son diferentes, en genera);
ol momento magnético total del itomo no es colineal a su momento-mecéiico,

L tot

=
a.
—
L~
]

= 1

2 ‘ il\
LY
=4

St
Fig. 174 Fig. 175
Diagrama de adicién de los Experimentoc de Einstein —
momentos mecdnicos ¥ magnéti- Haas

cos en el dtomo

gino que forma con &l cierto dngulo (fig. 174). E! momento mecénico del siste-
ma aislado se conserva. Por consiguiente, en el dtomo libre L, conserva su direc-
cién en el espacio. Por eso, como consecuencia del movimiento de los electrones
en el 4tomo, pw; precesa alrededor de la direccién del momento mecénico total,
con la particularidad de que la velocidad angular de esa precesién se define por
los tiempos de los procesos interatomicos, o sea, es muy grande. Por esta razén,
durante la interaccién del momento magnético con los campos exteriores, el valor
efectivo lo tiene sélo la componente Py, en direccién del momento mecdnico total
del dtomo. Durante la interaccién con los campos exteriores el momento magné-
tico efectivo del dtomo es el momento pp,s, colineal a L,. De esta manera, en
todos los casos la relacién entre las componentes puede representarse como

Pm = geL/(2m), (43.1)

donde e y m son la carga y la masa del electrén, respectivamente y g, la relacién
giromagnética. Para el movimiento orbital del electrén g = 4, para el spin g =
= 2 y para los itomos esta magnitud tiene un valor intermedic entre 1y2,
en funci6n de en qué proporcién y de qué manera se presentan las contribuciones
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del movimiento orbital de los electrones y sus spines en los momentos totales.
Recordemos una vez més que para el dtomo en (43.1) por pyn se comprende no el
momento magnético total verdadero del dtomo, sino que su proyeccién sobre la di-
reccién del momenio mecdnico total, designado en la fig. 174 por ppg,.

Experimento de Einstein— Haas. FExaminemos un cilindre hecho de
magnético y suspendido de un hilo eléstico (fig. 175). La relacién (43.1) entre los
momentos mecanico y magnético muestra que la imanacién del cilindro
largo del eje conduce a que los Atomos adquieren no sélo momento magnético
a lo largo del eje del cilindro, sino que también un momento mecénico corres-
pondiente, dirigido a 1o largo del eje. El momento mecénico total de la barra se
compone de los momentos mecénicos de los dtomos aislados y del momento me-
cénico de la barra como un cuerpo entero. Antes de la imantacién o] momento
mecénico total de la barra es nulo. Para el sistema aislado el momento total se
conserva. En el caso en cuestidn el sistema aislado consta de la barra y un cam-
po imantado que se crea mediante las corrientes en el solenoide.

Sefialemos, sin demostracién alguna (véase el capitulo 9) que el momento de
impulso del campo electromagnético del eje del cilindro es nulo y, por lo tanto,
no influye sobre el principio de conservacién del momento de impulso en el sis-
tema en cuestién. Eso significa que la suma de los momentos mecanicos de todos
los 4tomos y el momento mecinico de la barra en total debe ser constante, o sea,
después de la imanacién dicha suma debe ser también nula. Pero por cuanto el
momento mecdnico de los dtomos, como consecuencia de la imanacién, cambia,
varia también el momento de la barra como un todo. De (43.1) se desprende que
durante la imanacién se cumple 1a relacién

Apm, = g le/(2m)] AL,, (43.2)

donde AL, y Ap,, son los momentos mecinico y magnético, adquiridos por
cada #tomo durante la imanacién a lo largo del eje Z. Al sumar los dos miembros
de (43.2) por todos los dtomos, obtenemos

VI =3 bn, = g le/@m)] 3 AL, (43.3)

donde J es la imanacién de la barra y V, su volumen. Segiin el principio de con-
servacién del momento de impulso, el momento de impulso de la barra como algo
eni.m'o, adquirido a-causa de la imanacién, “es igual a

L, = — 3 AL, = —[2ml(eg)l VJ: (43.4)

La velocidad angular o de rotacién de la barra estd ligada con su momento
de impulso L, respecto al eje de rotacién y el momento de inercia I, mediante la

relacién
L, = L. . (43.5)

La energia cinética de rotacién es
W = Y,I,0 (43.6)
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Por otra parte,-el médulo de torsidn D del hilo esta relacionado con la fre-
cuencia @, de las vibraciones torsionales libres mediante la expresién

Iwt=D. T (43.7)

La' barra, como resultado del adquirimiento de energia cinética: (43.6); Te-

.tgrceni el hilo a un éngulo 8, definido por el principio‘de conservacién de la ener-

gia: .
1yl 0% = ,D6e. - {438y
Partiendo de (43.8) y teniendo en cuenta (43.7), (43.4) y (43.3), obtenemios
I,0 = Do = — 2mVJ (eg), (43.9)

de donde
g = — 2mVJol(e92D). (43.10)

Todas las magnitudes en el primer miembro o son conocidas o, en principio
pueden medirse, lo que permite definir g.

El efecto de torsién del hilo durante la imanacidn es pequefio. Por eso, de
hecho, la prueba se efectiia imantando no una vez, como se deseribi6 antes, si-
no remagnetizando miltiples veces el modelo con una frecuencia w,. Como con-
gecuencia sucede el incremento de las vibraciones de torsién del modelo, con la
particularidad de que la amplitud de las oscilaciones forzadas en la resonancia,
siendo bastante bueno el factor Q, puede medirse ya fécil y fiablemente. En el
sentido principal, el pasoe a la intensificacién de resonancia no trae ningin cam-
bio en los razonamientos citados.

Los ensayos de Einstein—Hass se efectuaron con barras ferromagnéticas,
cuyo efecto de imanacién se nota muy bien. Fue obtenido experimentalments

g2 (43.11)

. Este valor supera dos veces el que se deberfa esperar si el magnetismo se
determinase por el movimiento orbital de los electrones en el dtomo. Cuando
se realizaron por primera vez esos ensayos (1915) adn no se sabia nada sobre el
spin del electrén y el resultado del experimento parecia misteriogo. A continua-
cién fue descubierto el spin y se mostré que para él g = 2. Después de eso quedd
claro que el resultado del ensayo de Einstein—Haas es la indicacidn experi-
mental directa de que el ferromagnetismo se determina por el momento magné-
tico propio de los electrones y no por su movimiento orbital.

Para otros magnéticos la relacién giromagnética en ensayos semejantes se
obtuvo entre 1 y 2. El signo en todos los casos testimonia que el magnetismo se
determina por el movimiento de los electrones.

Efecto Barnett. Cualquier magnético posee diamagnetismo. Si es una
substancia paramagnética, su diamagnetismo se provoca por la precesién de
los momentos magnéticos de los dtomos alrededor de la direccién del vector de
induccién del campo magnético, creado en el sistema de coordenadas donde el
magnético, como algo entero, estd en reposo. Con otras palabras, su diamagne-
tismo es consecuencia de la precesién de los 4tomos respecto a la red cristalina
del magnético. Pongamos en rotacién el magnético un todo Gnico. Los dtomas aisla-
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dos son de por si unos giréscopos pequefios que tienden a conservar la direc-
cion de su eje de rotacién en el espacio. Por esta razém, la orientacién de los
momentos magnéticos de dtomos aislados en el espacio permanece invariable.
Como consecuencia, dichos momentos magnéticos respecio a la red cristalina del
magnético ejecutaran un movimiento de precesién con la frecuencia de rotacién
del magnético. Pero semejante precesién ordenada de los itomos respecto al
magnético como un todo conduce a la imanacién. Por lo tanto, como consecuencia
de la rotacién, el magnético se imanta. En esto consiste el efecto que ob-
servd por primera vez en 1909 el cientifico Barnett.

De lo expuesto antes queda claro que al girar el magnético con una frecuen-
cia @, su imanacién serd la misma que al introducir un cuerpo diamagnético en
el campo magnético con la induccién

B =2m.0/(|e] 8. (43.12)

Subrayemos que al girar un cuerpo paramagnético, en €l surge sélo imanacién
diamagnética. Es aproximadamente dos érdenes inferior a la imanacién a causa
del efecto paramagnético (reorientacién de los momentos magnéticos).

:Qué causas conducen a t;ua el momento magnético total y el momento mecénico total
del dtomo no sean colineales . ;
{Cuél es la magnitud que desempeiia el papel de momento total eficaz del dtomo habien-
do una interaccién com los campos magnéticos exteriores? o
{Por qué en el experimento de Einstein—Haas se hace uso de la remagnetizacién
en un campo exterior periddico? jCudles exigencias satisface la frecuencia del campo exterior?
¢Cufl es la maturaleza de la imanacidn en el efecto Barnett? :

Problemas

7.1. Le susceptibilidad diamagnética del cobre (en estado sélido) es igual a 33 = —8,8 X

3( l[)-l:. eterminar’la distancia media de los electrones respecto al niicleo en el dtomo
e cobre. ;

7.2. El momento magnético de la molécula de oxigeno es igual a py = 2,6-10-% A.m?
Definir la susceptibilidad paramagnética del oxigemo para las condiciones normales.

7.3. El momento magnético tl';Polar de la molécula tiene el orden de un magnetén de Bobr
K = eh/(2my) = 9,27.10-% A.m? Tomando en consideracién que las moléculas de gas
perfecto poseen un momento magnético permanente p, hallar la imanacién méxima
posible para t = 100°C y p = 101,3 kPa.

Respuestas

7.1. VR =V =Bmyg/(@Zngh) = 0,9.10-10
. VR =V 2P, = 09 m

720 xg= p mNp/@KT) = 18- 3. Jmax = 182 A/m.



CAPITULO 8

Induccién electromagnética y corrientes altérnas
casiestacionarias

La aproximacién casiestacionaria es valida al describir los campos
electromagnéticos y corrientes en las zonas, cuyas dimensiones li-
neales son mucho menores que la longitud de onda y cuando puede
menospreciarse las corrientes de desplazamiento. El campo eléétrico,
originado por la variacién del campo magnético, se' tierie en cuenta,
mientras que-el campo magnético, engendrado por ¢l cambio del
campo eléctrico, no se toma en consideracién. Las lineas de densidad
de la corriente de conduccién son cerradas, ya que se prescinde de
las corrientes de desplazamiento. El campo magnético se determina
por los valores instanténeos de la densidad de las corrientes de
conduccién en el mismo momento de tiempo. Las densidades de las
corrientes de conduccién dependen de la variacién del campo mag-
nético y, por lo tanto, del cambio de la densidad de las corrientes
de conduccién.

§ 44. Induccidn de las corrientes en conductores en movimiento

Se da la enunciacién cuantitativa de la induccién de corrientesen conduc-
tores en movimiento. Se describen los procesos fisicos en los generadores
de corriente alterna.

Aparicién de fem en un conductor en movimiento. Al moverse el conductor
en un campo magnético, sus electrones libres, influidos por las fuerzas de Lorents,
se ponen en movimiento respecto al conductor, o sea, en el conductor surge una co-
rriente eléctrica. Este fenémeno sa llama induccién de las corrientes en losconductores
en movimiento.

Examinemos la seccion rectilinea DG del conductor (fig. 176), que movién-
dose con una velocidad v, se desplaza por los conductores CK y AL como por
gufas, conservando todo el tiempo el circuito AGDCA cerrado. La induccién del
campo magnético homogéneo exterior es perpendicular al plano en el que yace
el contorno. Sobre las cargas en el conductor en movimiento actia la fuerza de

Lorentz
F=ey xB, (44.1)

colineal a DG. Las fuerzas que actiian sobre las cargas positivas y negativas del
conductor, se muestran por los vectores F( .,y F(_), respectivaments. Los elec-

trones libres comienzan a moverse, originando la corriente eléctrica. Su
direccién se toma como el recorrido positivo del circuito, y, por lo tanto, la
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normal positiva a la superficie en la que yace el
circuito, es el vector n en esta figura.

La presencia de la fuerza F [véase (44.1)]
equivale a que en el conductor sobre las cargas
actiia un campo eléetrico efectivo

Ey=Fe=vxB (44.2)

y por eso la fem de induccion entre ciertos puntos
1 y 2 del conductor es igual a

Fig. 176
In%ucciﬁn de las corrientes en (2) (2)
conductores en movimiento (‘3s|“d)2:= S Eyp-dl = j vx Bdl. (44.3)
1y M
En el caso en cuestién dicha fem surge entre los puntos D y G:
(D)
(A8")p5= | vBdl=vBI. (44.4)
(G)
En las secciones inméviles del circuito cerrado no se forma fuerza electro-

motriz. Por eso la fem de induccién en el contorno cerrado AGDCA, provocada
por el movimiento de su parte DG en el campo extierior, es

gind — S Ee-dl =vBL. (44.5)
AGDCA
Después de expresar la velocidad del conductor DG como
v = da/dt, (44.8)

donde z es la coordenada de sus contactos en los puntos I y G con los conducto-
res, escribamos (44.5) en la forma

g™ = dzIB/dt. (44.7)
Tomemos en consideracién gque
¢' = — IIB (44-8)

es__-'e_l': flujo, de induccién magnética a través de la superficie, limitada por el
contorno AGDCA. El signo menos en (44.8) muestra que las direcciones de B
¥ dS:son contrarias. Por eso, en definitiva, 1a formula (44.5) puede escribirse asi

gind P T a0

dt '

(44.9)

es decir, al moverse un conductor cerrado en el campo magnético exterior, en su
contorno surge una. ferza eléctromotriz de induccién que es igual a la velocidad de
variacién del flujo de induccién (flujo eléctrico) del campo magnético exterior
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a través de la superficie, tendida sobre el contorno
cerrado.
. La férmula (44.9) se dedujo para el caso
particular cuande se mueve sélo una parte del
conductor en el plano perpendicular a:la indue-
cién del campo magnético. Si se mueven varias
secciones ‘del  conductor,.la: fuerza electromotriz.
de induceién en el contorno cerrado es igual a la
suma algebraica.de las fem de .induccién que
gurgen en las secciones. Por eso la formula (44.9)
se. generaliza sin calculos posteriores para el caso
de un movimiento arbitrario del conductor en el
plano, perpendicular a la direccién del vector de
induccién del campo magnético. Pero durante el Fig. 177
movimiento el contorno del conductor puede, s:;ef:l:;fﬁ;;é fﬁel]“as i‘m‘iﬂf
claro estd, deformarse al azar. tes en los conductores en movi-
Generalizacién para un caso aleatorio. Exami- miento para un caso arbitrario
nemos un elemento de longitud del conductor
dl que se mueve con una velocidad v = dr/dt (fig. 177). Conforme a la
férmula {44.3), en esta longitud se crea una fuerza electromotriz

dg™ = v x B-dl:%{drxl}-dl). (44.10)

El producto mixto en (44.10) se transforma de la siguiente manera:
dr X B-dl =dl x drrB= —dr X dl:B = — d$-B = — 6@, (44.11)

donde 8® es el flujo de induccién magnpética a través del elemento super!icinl
dS = dr X dl, formadoe por el elemento de longitud dl durante su movimien-
to. La dlrecmon positiva de la normal a dicho elemento superficial se elige de
manera que coincida con el sentido positivo de la normal a la superficie, limitada
por el contorno cerrado.

Poniendo (44.11) en (44.10), obtenemos

dg'" = — sd/dt. (44.12)
Para hallar la fuerza electromotriz total de induccién en un contorno ce-

rrado es necesario sumar todas las fem de induccién respecto a todos los elementos
dl de ese contorno:

1 dd
s*nd=§ds*nd= _E-@m:: — 5, (44.13)
donde
@ 8O = d® (44.14)

es:la variacién del flujo de induccién a través de la superficie limitada por el
contorno cerrado.
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La férmula (44.13) coincide con (44.9). Asi, queda demostrado que (44.9)
es vdlida para movimientos y deformaciones aleatorios del contorno cerrado.
Generadores de corriente alterna. Si un conductor cerrado se mueve en
un campo magnético de manera que el flujo de induccién magnética que abarca
éste, varia constantemente, en el conductor se genera permanentemente una
fuerza electromotriz de induccién y una corriente alterna correspondiente, es
decir, semejante contorno cerrado es de por sf un generador de corriente alterna.
El circuito més sencillo de un generador de corriente alterna se da en la fig. 178,
a. Si el campo magnético es homogéneo y el cuadro gira en 6l con una velocidad

Fig. 178
Diagrama del generador de corriente alterna

angular constante, la & que surge en el cuadro es una fuerza electromotriz
arménica, cuya frecuencia es igual a la frecuencia de rotacién del cuadro en el
campo magnético. En el contorno cerrado aparece una corriente alterna de co-
rrespondiente frecuencia (fig. 178, b).

Si en lugar de una espira, en el campo magnético se mueven dos espiras
paralelas, acopladas en serie, la fuerza electromotriz de induccién aumenta el
doble. Por eso, al confeccionar los generadores en la prictica, se utilizan los de-
vanados de muchas egpiras. En la electrotecnia se examinan con miés detalle las.
cuestiones sobre la ejecucion mas ftil de los devanados, sobre la creacion de un’
campo magnético, la- eliminacién de la corriente de los devanados em ‘moviz
miento, etc. Sefialemos s6lo que la eliminacién de la corriente de los conductores
en movimiento para una intensidad de corriente grande es una tarea dificil.
Por esta razén, en vez del movimiento de los conductores con corriente se efec--
tia el movimiento de las fuentes del campo magnético permaneciando los con--
ductores inméviles. En el circuito més sencillo (fig. 178, ¢) eso significa el movi-
miento de los imanes permanentes alrededor de un cuadro inmévil con corriente..
En este ltimo se excita una fuerza electromotriz de induccién. Desde el pusito®
de vista cuantitativo esa fem es la misma, siendo iguales las velocidades rela=
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tivas de los imanes y del cuadro. Sin embargo, la esencia fisica de los fenéme-
nos en cuestién en estos dos casos es diferente (véase el § 45). ~ -

Los primeros generadores eran méquinas con imanes permanentes, pero ya
‘en 1866 se confecciond un generador en el que el campo.magnético se creaba me-
diante un electroimén. Después de ello, la construccién de los genéradores se
perfeccion6é con rapidez. . _ ¥

Principlo de conservacién de la energia. Al recorrer la corriente un eir-
cuito con resistencia 6hmica, se desprende calor de Joule. La energia que se li-
bera en forma de calor, se obtiene por medio del trabajo de las fuerzas mecénicas
en el generador de corriente eléctrica.

Claro est4 que al pasar la énergia de una forma a otra, se observa el.principio
de conservacidn de la.energia. Estudiemos eso en un ejemplo sencillo-{fig. 176).

Sea R la resistencia en el contorno AGDCA e I, la intensidad de la corriente
en el circuito. Por lo tanto, en el contorno con corriente se libera en forma de
calor, una energia con una potencia

P, = PR. (44.15)

Por otra parte, durante el movimiento de la seccién del conductor DG
con una corriente de intensidad 7, es necesario superar la fuerza de Lorentz

F = IIB. (44.16)

Por consiguiente, las fuerzas que efectian el movimiento del conductor,
deben desarrollar una potencial

P, = Fy = IIB dz/dt = — I§"™ = — 2R, (44.17)

donde se tiene en cuenta la férmula (44.9) y se toma en consideracién que " =
= [R. El signo menos en (44.17) muestra que el trabajo se realiza sobre el sis-
tema. La comparacién de las expresiones (44.15) y (44.17) indica que P; +
4+ Py = 0. Esto significa que lz energia, liberada en forma de calor, en ¢l contor-
no es igual al trebajo de las fuerzas que ponen el conductor en movimiento, es decir,
a fin de cuentas, en el caso dado las fuerzas electromotrices exteriores son las fuerzas
mecdnicas que efectiian el movimiento del conductor.

Al moverse ¥ deformarse en un campo magnético exterior un conductor cerrado, en su
contorno surge clorta fuerza electromotriz de Inducelén, numéricamente igual a la veloeidad
de varlacién del flujo de induccién de un eampo magnético exterior a través de la superficle,

* tendida sobre un contorno eerrado.
© " Todo el trabajo, realizado por la corriente inducida en un conductor en movimiento,
e electGa mediante el trabajo de las fuerzas que ponen en movimiento el conductor.

¢Cudles son los fenémenos fisicos, basados en la asgién de los generadores de corriente
- alterna? Describanse los circuitos principales de los generadores.
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§ 45. Ley de la induccién electromagnética de Faraday

Se ezaminan la esencia fisica y la enunciacién matemética de la ley de
Faraday. Se analiza la relacidn entre la induccién electromagnética
de Faraday y lg induccién de la corriente en los conductores en movi-
miento.

Definicién. En 1831 M. Faraday descubrié experimentalmente el fenémeno
de la induccién electromagnética, que consiste en el surgimiento de corriente eléc-
trica en un conductor cerrado al variar el flujo de induccién magnética, que
abarca el contorno. La regla que determina la direccién de la fem de induccion,
fue enunciada ‘en 1833 por E.H. Lenz (1804—1865); el jlujo de induccibn estd
dirigido de tal manera que el campo, originado por él, obstaculiza la variacién del
flujo magnético. Con otras parabras, la direccion de la corriente que surge en el
contorno, forma con la direceién del cambio del flujo de induccién ma%nétioa
un sistema a la izquierda (fig. 179). En 1845 F. E. Neumann (1798—1895) dio
}ia definicién matematica de la ley de induccién electromagnética en forma mo-
erna:
g = — dd/de, (45.1)

con la particularidad de que el contorno permanece inmdvil. _
Esencia fisica del fenémeno. Segfin su aspecto, la férmula (45.1) coincide
con (44.9), pero su contenido fisico es totalmente diferente. La aparicidn de la
fem, que se tiene en cuenta en (44.9), estd ligada con la accién de la fuerza de Lo-
rentz sobre las cargas en movimiento. Mientras que en el surgimiento de la fem que
se tiene en cuenta por la expresidn (45.1) no participa ninguna fuerze de Lorents,
ya que los conductores estdn sin movimiento. En cambio, en el conductor surge co-
rriente eléctrica, por lo que se puede deducir que en él existe un campo eléctrico:
Por lo tanto, lg ley de Faraday (45.1) expresa un fendmeno fisico nuevo: el campo
magnético en variacién engendra un campo eléc:
a8 trico. Ast pues, el campo eléctrico se origina no
ar sélo por las cargas eléctricas, sino también por un
campo magnético en variacién. :
Hablando en rigor, la presencia de corriente
en un conductor cerrado muestra que el campo
eléctrico existe sélo' dentro del conductor. Sin
embargo, el conductor én este ‘caso desempefia ‘el
papel de dispositivo que detecta’el campo:eléc:
: trico.” En ausencia del conductor, el campo mag:
<E T nético en variacién engendra también un campo
eléctrico. Eso puede demostrarse, por ejemplo;
Fig. 179 con el hecho de que gohre la carga en un campao
Ley de induccién electromagné- DM8gnético en variacién actia una fuerza eléc:
tica de Faraday trica (véase el § 56). Ello demuestra gue la
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induccién - electromagnética es una ley funda-
mental general de la naturaleza que establece el
enlace entre los campos magnéticos y ‘eléctricos.

El diferente contenido, fisico de los fendmenos,
descritos por las formulas (44.9) y (45.1) queda
claro del siguiente ejemplo. Supongamos que el
conductor DG en la fig. 176 se mueve con una
velocidad v, pero al mismo tiempo la induccidn
magnética B se reduce. Como consecuencia del
movimiento del conductor en el contorno cerrado
surge unafem de induccién que provoca la corrien-
te- (fig. 176): La variacién de B'porlaley-dela" -
induccién electromagnética de Faraday provoca
en el contorno también una fem de induccién,
‘que en este caso esti orientada de manera con- :
traria a la que aparece a causa del movimiento de & 18lO ihn dein inducaid
la seccién del conductor DG. Puede elegirse una e;:::::mr%géntic:deai?a];a;:;wn
velocidad de variacién de B (9B/3t) que esas -
dos fem se compensen mutuamente. En defini-

‘tiva, en el contorno cerrado no habrd corriente, ya que la fem total de
induccién es nula. Pero esa compensacién mutua de la fem de induccién tiene
lugar en el contorno cerrado en total y no en cada punto del contorno. La fem
‘de induccién a cuenta del movimiento del conductor surge sélo en la seccién
DG, mientras que la fem de induccién de Faraday aparece tanto en la seccién
DG, como en las demas secciones DC, CA, AG del conducter. Como consecuen-
cia del movimiento, en el elemento dl del conductor surge una fem de induccién
quo depende sélo de B y de la velocidad v de movimiento de dicho elemento,
péro que no es funcién de 56B/dt. Debido al cambio de la induccién, en el elemen-
to del conductor dl surge la fem de induccién de Faraday que na depende de la
induccién B y la velocidad v de movimiento de dicho elemento, sélo es funcién
de.dB/dt. Esto es precisamente lo que demuestra que la naturaleza fisica de la
fem de induccién en estos dos casos es diferente.

Conductor en movimiento en un campo magnético alternativo. Si un con-
dictor cerrado se mueve en un campo magnético alternativo, sufriendo deforma-
ciones arhitrarias de su forma, la fem de induccién en 6l surge tanto como con-
secuencia del movimiento y la deformacién, que se tiemen en cuenta porla
férmula (44.9), como a causa del cambio de la induccién del campo magnético,
que se toma en consideracion por la férmula (45.1). Por eso puede decirse que la
fem de induccién en el conductor se détermina por la férmula (45.1), con la par-
ticularidad de que por d®/d¢ se comprende la velocidad total de variacién del
flujo de induccién, que abarca el conductor, tanto debido a su movimiento y de-
formacidn, como también a causa del cambio del campo magnético.

Aplicacién de la induccién eleectromagnética a los generadores de corriente
Alterna. Se ve por qué la corriente puede generarse no sélo moviéndose los
conductores en el campo magnético, sino que también al moverse los imanes.
Lafig. 180 muestra el diagrama de la induccién electromagnética.
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El campo eléetrico se engendra no séle mediante las cargas eléctricas, sino también por

€l campo magnético variahle,
La fem de induccién se expresa laT" 1a férmula {45.1), con la particularidad de que por

p/dt se comprende la velocidad total de la variacion del flujo de inducelén que abarca el
conductor, como consecuencia del movimiento y deformacién del conductor y del cambio del

<campo magnética.

§ 46. Forma diferencial de la induccién electromagnética

Se da la forma diferencial de la ley de la induccibn electromagnética y
se examinan las propiedades de los potenciales escalar y vectorial de un
campo electromagnético olternativo.

Enunciacién, Escribamos la ley de la Induccién electromagnética de induceién
de Faraday [véase (85.1)] como :

§;E-dl =—4 § B.dS, ‘ (46.1)

donde L es el contorno y §, la superficie, tendida sobre el contorno L. En (46.1)
se tienen en cuenta las definiciones:

g!nd=5 E-dl, ®= § B.dS. (46.2)

Seiialemos que entre la direccién del recorrido del contorno L y el vector
dS se observa una relacién a la derecha. Es necesario prestar también atencién
en que en la definicién del flujo de induccién [véase (46.2)] la superficie S, a
través de la cual se calcula el flujo, es una superficie arbitraria, tendida sobre
el contorno L. Semejante definicién supone que esta integral no depende de la
forma de la superficie, lo importante es que la superficie sea limitada por el
contorno L o, como se dice, sea tendida sobre el contorno L. Demostremos eso.
Elijamos dos superficies cualesquiera S, y S, tendidas sobre el contorno L.
Su conjunto forma una superficie cerrada § = §; + S, que limita cierto
volumen V entre ellas. E} flujo del vector B a través de la superficie cerrada §
©s nulo, puesto gue, segin el teorema de Gauss—Ostrogradski, es igual a la in-
tegral por el volumen ¥, limitado por la superficie S, respecto a la div B = 0.
‘Da eso 38 desprénde que la afirmacién sobre la igualdad de los flujos a través de.
8, ¥'S; (los signos de los flujos son los mismos para la misma orientacién, res-.
pecto a la direccién del rodeo del contorno, de las normales positivas a.dichas
superficies).

Transformemos el primer miembro de (46.1) por la férmula de Stokes:.

5 E dlgj ot E-dS (46.3)
L 8
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En definitiva, obtenemos

’ {rotE.as= — { 22 as, (46.4)
£ 5

con la particularidad de que la derivada respecto a ¢ se introduce bajo el signo
de la integral, basdndose en que el irea de integracién no depende del tiampo.-
Ya que S es arbitraria, de la férmula (46.4) se desprende que )

rot E= — B/t (46.5)

La ecuacién (46.5) es la escritura diferencial de la ley de la lnduccién
electromagnética de Faraday. Ella describe la ley de creacién del campo eléc-
‘trico en:cierto punto, merced al cambio de la induceién del campo magnético en
el mismo punto. El campo E se denomina con frecuencia campo de induccion.

Cardcter no potencial del campo eléctrico de induccién. En un campo mag-
nético alternativo dB/dt 5= 0 y, por lo tanto, conforme a (46.5),

rot E = 0. (46.6)

Eso significa que el campo eléctrico de induccién, a diferencia del electrostd-
tico, originado por las cargas inmdviles, no es de potencial. El trabajo de despla-
zamiento de la carga g en él por un contorno cerrado, en general, no es nulo:

A=q8“‘d=qj E.dl 0. (48.7)

De aquf, en particular, se deduce que el mencionado campo no puede re-

_ presentarse en forma de gradiente respecto a cierta funcinm, o sea, no puede ser

representado en forma de (14.27). Es necesario utilizar una representacidn, dis-
tinta de (41.27).

Potenciales vectorial y escalar en un campo electromagnético alternativo.
Dado que la ley de la induccién electromagnética no se refiere a las leyes de cre-
aci6n del campo magnético, la ecuacién (36.4) para la divergencia del campo
magnético permanecs invariable, es decir, div B = 0. Por consiguiente, queda
sin cambiar la férmula (37.2) que enlaza el potencial vectorial con la induccién
del campo magunético:

B = rot A. (46.8)

La relacién del potencial escalar con la intensidad del campo eléctrico
cambia. Expresando B en (46.5) con ayuda de (46.8), recibimos

dA

a
mtE;——a—grotA=—mt?, (46.9)

donde la sucesién de las diferenciaciones respecto al tiempo y a las coordenadas
se cambid, a causa de su independencia. La ecuacién (46.9), escrita en la forma

rot (E+-53-) =0, (46.10)

21—-01444
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muestra que el vector E + #A/3t es de potencial y, por lo tanto, puede repre-
sentarse en forma de gradiente de cierta funcion

E + 9A/ot = — grad ¢, (46.11)

donde ¢ es el potencial escalar. De ¢sta manera, para los campos alternativos la
intensidad del campo eléctrico se expresa no sblo mediante el potencial escalar,
sino que también por medio del potencial vectorial:

E = — grad ¢ — 0A/dt. | (46.12)

El primer sumando en el segundo miembro de (46.12) tiene en cuenta sélo la
engendracién del campo eléctrico por las cargas eléctricas, mientras que el segundo
sumando, la creacién del campo por la ley de la induccién electromagnética de Fa-

raday.
Multiformidad de los potenciales, transformacién de calibracién. Lo mismo

que en el caso estacionario, los potenciales vectorial y escalar son multiformes,
0 sea, un mismo campo electromagnético puede describirse por muchos poten-

ciales vectoriales y escalares.
Sea que el campo E, B, se describe mediante los potenciales A, ¢ por las

férmulas (46.8) y (46.12) y existe cierta funcién ¥y (z, y, z, ). Se afirma que los
potenciales
A =A-+tgrady, ¢ =o9— dp/ot (46.13)

caracterizan el mismo campo E, B que los potenciales A y ¢. Para demostrarlo
hallemosE’, B’ que se describen por medio de los potenciales A’, ¢’ mediante las
expresiones (46.8) y (46.12):

B’ = rot A’ = rot A 4 rot grad ¥ = B, (46.14)

'd;giii'ei- se-tiene en.cuenta que rotgrad = 0 y se toma en consideracién. la férmula

< “Para: al‘-’.f.e.ampﬁ' E’ obtenemos .
" E' = —grad ¢’ — 3A'/0t = — grad ¢ — grad (9y/at) —
— 0A/at — @ (grad y)/8t = — grad ¢ — dA/9t = E. (46.15)

~_ Asi pues, en efecto, los potenciales (46.13) describen un misme campo que
los potenciales A, g. Las transformaciones. (46.13) se:denominan de calibracién.
Ellas permiten «calibrars los potenciales, es decir, aplicarles. cierta condicién,
haciendo uso de su multiformidad (véanse los §§ 14, 37, 63).
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§ 47. Energia del campo magnético

Se deducen las férmulas para la energia del campo magnético de los
circuitos con corriente y la expresion para la densidad de.energia, Se
citan las expresiones parala énergiadel magnético en un campo magnético
exterior y de las fuerzas volumétricas que actian sobre los magnéticos
comprimibles.

Energia del eampo magnético de un circuito aislado con corriente. Para que
en un circuito inmévil pueda crearse una corriente eléctrica, esnecesario conec-
tar al circuito una fuente de fem exteriores. Si el circuito es recorrido por una
corriente continua, la energia que llega de la fuente de fem exteriores al circuito,
se gasta en liberar el calor de Joule y realizar un trabajo en el consumidor de
energia. La induccién del campo magnético, lo mismo que su energia, en este
caso es invariable. La induccién cambia al variar la intensidad de la corriente.
Por lo tanto, la fuente de fem exteriores transmite al circuito una energia para
crear un campo magnético durante el aumento de la intensidad de la corriente.
Después de calcular el trabajo que efecttia 1a fuente de fem exteriores para elevar
la intensidad de la corriente desde cero hasta un valor finite, chtenemos cierta
energia del campo magnético, relacionado con dicha corriente.

Al cambiar el flujo de la induccién magnética, que abarca el circuito,en
este iltimo surge una fem de inducci6én conforme a la ley (46.1). En el circuito
aislado el flujo de la induccién electromagnética & aparece merced al campo
magnético, originado por la corriente en el circuito (fig. 181). Al aumentar la
intensidad de la corriente, crece el flujo @ que abarca la corriente, y, conforme
a la ley de Faraday, en el circuito surge una fem de induccién que en este caso
se denomina fem de autoinduccién. Segiin la ley de Lenz, dicha fem estd diri-
gida de manera que impide el aumento de la
intensidad de la corriente. Con el fin de elevarla
es necesaric que la fem exterior de la fuente
esté dirigida de manera coniraria a la fem de
autoinduccién y sea igual a ésta. Asi pues, du-
rante el incremento de la intensidad de la corriente,
la fuente de las fem exteriores realiza un trabajo
contra la fem de autoinduccién. En el transcurso
del tiempo df por el circuito pasa una cantidad
de electricidad dQ = I dt, y por eso, durante
dt la fuente de las fuerzas exteriores efectia un
trabajo contra la fem de autoinduccién igual a
dAd = — g™ I dt = (A®/de) 1 dt = I dD,(47.1) Fig. 181

] Al aumentar la corriente, la
donde para §™ se ha utilizado la formula (46.1). 1eente de fem exterlores efectia

Al realizar ese trabajo, transcurre una transfor- inducidas
i
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macién de la energia de la fuente de fem exieriores en la energia del campo
magnético de la corriente en el circuito. Por eso la variacién de la energia del
campo magnético estd ligada con el cambio del flujo mediante la relacién

dW = I d). (47.2)

La induccién del campo magnético de la corriente, de acuerdo con la ley
de Biot—Savart (10.10), depende linealmente de la intensidad de la corriente.
Por eso pare la iniensidad de la corriente alterna que circula por un circuito inmé-
vil rigido, el cuadro de las lineas de fuerza permanece el mismo, mientras que la

Fig. 182
Para calcular la inductancia del contorno

induccién en cada punto crece proporcionalmente a la intensidad de la corriente.
Pero eso significa que el flujo de la induccién magnética ® a través de yn drea in-
mévil fija es también proporcional a la intensidad de la corriente y por eso

@ = LI, (47.3)

donde L es un factor constante de proporcionalidad que no depende de la inten-
sidad de la corriente y de la induccién del campo magnético. Dicho factor se
denomina inductanecia del circuito.

Sustituyendo (47.3) en (47.2), hallamos

dW = LI dI = a (/,LI?. (47.4)

Después de integrar los dos miembros de (47.4) desde I = O hasta cierto
valor de 7, obtenemos la férmula
W =1/, LI, 5 (47.5)

que determina la energia del campo magnético que crea la corriente de intensi-
dad I que recorre el circuito con:-la inductancia L. :

- Energfa del campo magnético de varios ircuitos con corriente. De la misma
mansra puede hallarse la energia-del campo magnético de dos eircuitos con” co-
rriente (fig. 182). En este c4so es'necesario tener en cuenta que la fem de induc--
cibn en cada circuito surge no sélo a causa de la variacién del flujo de induccibn del
campo magnético, creado por la corriente de ese circuito, sino que también merced.
al cambio del flujo de induccidn del campo magnético, originado por la corriente:
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que recorre el ofro circuito. Designemos por I, e I, las intensidades de corriente
en los circuitos primero y segundo, respectivamente, y por @,, y @, los flujos
de la induccién que abarca el primer circuito, de los campos magnéticos, creados
correspondientemente por las corrientes I, e I,. Las magnitudes ‘semejantes.para
.6l segundo cireunito se denotan por ®,, y dgn. ‘Los flujos totales que abarcan cada
uno de los circuitos, som F 3

D, =Dy + Dy, Oy = Dy + Dy, (47.8)
Sean Ly, vy L,, las inductancias de los circuitos. Entonces [véase (47.3)]
Dy, = LyLy, @gq = Ly,d,. ("*7:7}

Partiendo de las mismas consideraciones, expuestas para obtener la férmu-
la (47.3), sacamos la conclusién de que el flujo ®,, que abarca el primer circui-
to, debido al campo magnético, creado por la corriente en el segundo circuito, es
proporcional a la intensidad de la corriente I, en el segundo circuito:

Dy, = Lyl 47.8)

donde L,, es una constante, llamada inductancia mutua de los circuitos primero
¥ segundo. Para el segundo circuito obtenemos de la misma manera
D, = LI, (41.9)
Por eso [véase (47.6)]
Dy = Ly, + Ly,
@, = L, I, + L1, (47.10)
Las fem de induccién en el primero y segundo circuitos son iguales a:
ind dP, dI, df,
8 — = — (La g+l )

ind = ﬂmg e df; df’
87 = — = — (La g+ Ia 3t

(47.11)

Todo el trabajo realizado por las fuentes de las fem exteriores de los circui-
tos durante d¢, andlogamente a la expresién (47.1), es igual a
dA = dA, + dd, = — 8™, dt — &M dt =
= (Lyydy dly + Ly Ihdl, + Ly Jedl, + Lyl 4dl,), (47.12)
donde se ha hecho uso de la relacién (47.10).
Para los célculos ulteriores demostremos que L,; = L,,. Con este fin cal-
culemos @y, ¥ @y,
0, = Bj B,.dS,, ®,= 5 B,.dS,, (47.13)
[l 1
donde B, y B, son las inducciones de los campos, creados por las corrientes I

8il;; respectivamente; S, y S,, las superficies de integracién, tendidas sobre los
contornos. La induccién del campo en cada punto es igual a B,+ B,. Designan-
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do por A, y A, los potenciales vectoriales que describen los campos B, y By,
tenemos
B, ==rot A;, B, =rot A,

¥, por consiguiente, las igualdades (47.13) toman la forma:
@y 5= | rotA,-a8,= | A-dl,

2, fa (47.14)
O, = j rot A, dS, = j A,-dl,,
-

donde L, y L, son circuitos con corriente. El paso a la integracién respecto a
los circuitos se efectiia conforme a Ia férmula de Stokes. La férmula (37.11D)
que expresa el potencial vectorial por medio de la corriente, adquiere en este

caso el siguiente aspecto:
A I 5 L I 5 £ (47.15a
1—— ' v Ap=rly . -15a)

Ly Ly
Sustituyendo (47.15a) en (47.14), obtenemos:
Oumt 1, § Lj Lpdle |
Ly

L33
1

O =1, | IM (47.15b)

Fi2
Ly Ly

donde ry, = 7y, es la distancia entre los elementos dl, y dl; de los circutos pri-
mero y segundo. Comparando (47.15b) con (47.8} y (47.9) recibimos:

_ B di, dl;
Le=g LS j e
7 i s al, dl, {47.16a)
A =F5 ra
737
Las férmulas (47.16a) muestran que la inductancia mutua dapmde s6lo de
las .caracterfsticas.geométricas de los circuitos y de su dispesicién recipraca. Dado
que dl, y dl, son variables independientés de integracién,, puede cambiarse el
“orden :de:integracién. Teniendo también en cuenta que ryy = ry ¥y dly-dly =
=dl,: dll, sacamos la ‘conclision ‘de que

| By =iy, (47.16b)
es. dacxr, la inductancia mutua del primer circuito con el segundo es igual a la

inductancia mutua del segundo circuito con el primero. Tomando lo dicho en
c-on.'nderaclén. podemosescribir

Lygldly + Iydydly = & (VoLyplidy + Yol adolo)



§:47! Energia del campo magnético 327

yi-por lo tanto, representar (47.12) como & B
4 = d (LI3 © VoLl Ly + VaLuloly + Yaloold.  (47478)

Teniendo en cuenta que el trabajo que se gasta en‘aumentar la inténsidad
de la corriente es igual a la energia del campo magnético que se forma en este
taso; después de integrar los dos miembros de la igualdad (47.17a) desde los
valores nulos de la intensidad de la corriente en los circuitos Iy = 0, I, =0
hasta sus valores I, e [, obtenemaos

2 o
W= (Luli+ Lol ot Luloy+ Ll =5 3 Lodidy. (47.47b)

=1

Esta formula determina la energia del campo ma'gﬁético, ori"gihadﬁ iioi'
las corrientes [, e I,. Se generaliza ficilmente para el caso de N circuitos

n

Wi 3 Ll (47.18)
f=uq
h=1

donde L;, para i = k se denomina inductancia del i-ésimo circuito y para
i =k, inductancia mutua de los circuitos i-ésimo y k-ésimo. Las expresiones
para estos coeficientes se dan mediante las férmulas (47.16a) que adquieren el
aspecto

_ b { dlg-dly

La=d2 | J S G, (47.19)
i In

donde dl;, dl, son elementos de longitud de los i-ésimo y k-8simo cireuitos L, y

Ly ¥ s, la distancia entre ellos. De la férmula (47.19) se desprende la igualdad

Lix = Ly, (47.20)

que es la generalizacién de (47.16b) para el caso de muchos circuitos con corrien-
te.

Energia del campo magnético en presencia de magnéticos. Si todo el espacio
estd lleno de un magnético homogéneo, la induccién del campo, creada por las
corrientes prefijadas, varfa en p/p, veces en comparacién con la induccién en el
vacio [véase (38.29)]. Por lo tanto, en tantas veces cambian los flujos ® y d @
énla férmula (47.1). Todos los célculos posteriores son andlogos, pero en todas
las partes & varfa en p/p, veces. Partiendo de las férmulas (47.7) y (47.8), con-
cluimos que la inductancia del circuito y las inductancias mutuas aumentan
i, veces, Eso significa que las formulas (47.16a) para la inductancia mutua
en presencia de magnético tienen la mismo forma, pero sustituyendo p, por p.
Semejante sustitucién tiene lugar en las férmulas (47.15a) y (47.15b). Tas ox-
presiones (47.5) y (47.17) para la energia del campo magnético permanecen in-
variables, pero en ellas las inductancias e inductancias mutuas crecen p/p,
veces, Por lo tanto, la energia del campo magnético de las corrientes que circulan
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en un magnético homogéneo e ilimitado, varia p/p, veces en comperacién con la
energia del ca.mdp;n de las mismas corrientes, pero en el vacfo.

Densidad de la energia del campo magnético. El campo magnético de las
cortientes prefijadas est4 distribuido por todo el espacio. Expresemos la energfa
del campo (47.5) de un circuito aislado con corriente por medio de los vectores
del campo. La férmula (47.5) con ayuda de (47.3) puede representarse en la for-

ma
W = 1,ID. (47.21)
Aquf
O = §B.as=5rom.ds= SA.d], (47.22)
a8 g L

donde L y § son, respectivamente, el circuito de corriente y la superficie, ten-
dida sobre este circuito. En la expresién (47.22) el potencial A se origina por la
corriente . Asf pues, la corriente cerrada estd en interaccién con su campo mag-
nético propio. La esencia fisica de dicha interaccién consiste en que cada uno de
los elementos de corriente I dI crea en el espacio un campo magnético con el
que actian reciprocamente los demis elementos de corriente. Sustituyendo
(47.22) en (47.21), hallamos

W=5—;-A‘dl=%-iA-jdV, (47.23)
L

donde, con ayuda de la relacién (9.26), se efectiia el paso a las corrientes volu-
métricas. Ahora transformemos el integrando de manera que en él entren Gni-
camente los vectores del campo y el potencial vectorial. Para eso haremos uso
de las férmulas B = rot A, j = rot H, asf como de la relacién, conocida del po-
tencial vectorial, div (A X H) = H.rot A — A.rot H. En definitiva, se obtie-
}w A.j = H-B — div {A X H} v, por lo tanto, la férmula (47.23) adquiere la
orma

W= 5 H.BdV— S div (A x H)dV. (47.24)

La segunda integral por el teorema de Gauss—Ostrogradski se transforma en
una integral por la superficie que limita el volumen de integracion:

jdivAdeV==iAxH-dS. (47.25)

.- Si‘todas-las corrientes se encuentran en una zona finita del espacio, a gran-
des distancias r de-dicha zona A ~ 4/r, H ~4/r%, o sea, ¢l integrando disminuye:
como'~-1/*"En este caso la superficie de integracion crece como 7% y, por lo
tanto," la ‘intégral ‘disminuyé como- 4/r.“Por eso para todo el espacio, cuande
r-— 6o, la:segunda’integral en (47.24) se anula y la energia total del campo se

da mediante la férmula

Wt [EB dv.' BNUEDS
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Puede decirse que la energia del campo se
distribuye por todo el espacio con una densidad .
volumétrica v’
— e 4 r

w=-H.B, (47.27) v

es decir, la densidad volumétrica de la energia _
del campo magnético en cada punto se determina Fig- 188 . . .-
por el valor de los vectores del campo en este P:‘;i;;g:&%}g“ﬁ;%‘:g&:&“g;
punto, con la particularidad de que no importa Eon corriente
qué fuentes son las que crean dichos campos.

Inductancia, En la igualdad (47.23) representemos el potencial A con

ayuda de (37.11a) como .
ud § ' cqm .
A=-E~5 Lav, (47.28)

donde la densidad de corriente y el elemento de volumen se dan con trazos para
no confundirlos con las mismas magnitudes en el integrando (47.23): son distin-
tos elementos de volumen de una misma corriente, la distancia entre los cuales
se denota en (47.28) por r (véase la fig. 183). Poniendo (47.28) en (47.23), halla-
mos
. g o 8 o . L EELE :
W_TFS [Llavav'=4r j 5 L avav, (47.29)
Vv v
donde en la iiltima igualdad el numerador y denominador de la férmula se mul-
tiplican por I*. Comparando (47.28) y (47.5), obtenemos

L=t ‘j_"rLdVdV'. (47.30)
I

Los férmulas (47.16a) para la inductancia mutua, al pasar a las corrientes
volumétricas ([ dl — § dV) toman el aspecto
1 i

L=+ j Ich gy av,, (47.31)

rik
ViVa

semejante a (47.30). En cambio, la férmula (47.30) no puede expresarse me-
diante las corrientes lineales. Si se hace eso de manera formal, el integrando en
la mencionada férmula adquiere la forma I dl.dl'/r y se convierte en infinito
al coincidir los elementos de integracién cuando dl = dl’ ya que en este caso
r == 0. Por eso la integral es divergente y la f6rmula para la inductancia pierde
el sentido, Esa situacién es semejante a la que existe para calcular la energia
propia de la carga cuando para la carga puntual la energia propia se reduce al
infinito.
Campo de un solenoide. A titulo de ejemplo para utilizar las férmulas

obtenidas en el presente parrafo, examinemos el campo de un solenoide. Como
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ya se ha mostrado, la induccién del campo fuera del solenoide es nula, mientras
que dentro de él, se determina por la igualdad (38.40), o sea

B = unl, (47.32)
donde n es la cantidad de espiras por 1 m de longitud de solenoide. El flujo de
induccién del campo, que abarca una espira del solenoide, es igual a

@, = BS = unlS, (47.33)

donde § es el drea de la seccién transversal del solenoide. El flujo que abarca
N espiras del solenoide, que ocupan la longitud del solenoide [ = Nin, es

Dy = DN = p 5y = pISNYL (47.34)
Por consiguiente, la inductancia de N espiras del solenoide es igual a
La energia, concentrada en la longitud 1, es
i 1 i 1 i
W= Lyt=g Ll 5o  un**Sl= HBY, (47.36)

donde pn*/* = HB, S1 = V es el volumen de la seccién del solenoide en la que
se calcula la energia del campo. La férmula (47.36) permite definir la energia
del campo tanto mediante la corriente e inductancia, como por medio de la den-
sidad de la energia del campo.

Hallemos el vector-potencial de un solencide infinitamente largo. Es ttil
partir de la formula (47.22). A causa de la simetria axial del problemas, calcu-
lemos todo en el sistema de coordenadas cilindricas con el eje axial que coincide
con el eje del solenoide. Designemos el dngulo axial por ¢ y la distancia del eje
thasta el punto en que se calcula el potencial, por r. En calidad de contorno L
+#n-(47.22) elijamos una circunferencia con radio r, yacente en el plano perpen-
dicular al eje del solenoide y con centro en el eje. Entonces

o= s‘ B-dS— ? A.dl= ? Ag dgp=2nrd,,

donds se toma en consideracién que A, = const para r = const. Por lo tanto,
el vector-potencial es igual a

Ag(r) = g B.dS,

‘donde S es el drea del circulo, limitado por la circunferencia de radio r. De aqui
P unlr/2 (0=<<r<Ca),
T pnla?/(2r) (a<<r< ).

Energia del magnético en un eampo magnético exterior. Supongamos que
existe una distribucién fijada de las corrientes, que en el espacio libre crea un
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campo magnético, cuya induccién es B, (z, y, 2) = poH (z, y, 2), ¥ la energia
Wo=- | Hy-Byav. - (47.37)

Sulionga'mos que todo el espacio estd lleno de un magnético homogéneo:con-
unapermeabilidad magnética p = const y el campo se crea por.la fmisma d
tribucién de las corrientes. Como fue demostrado [véase (38.22)], la intensidad
‘campo magnético en el magnético no varia (H = H,) y la induccién serd
Bi='pwH. Por consiguiente, en presencia del magnético la energfa del campo:

W= | H,Bav. (47.38)

Esto significa que al llenar todo el espacio de magnético, la energia del
campo aumenta. A titulo de fuente de dicha energia sirven, por ejemplo las
fuerzas electromotrices exteriores, con cuya ayuda se mantienen constantes las
corrientes, al llenar ol espacio de magnético. Puesto que después de llenar el es-
‘pacio de magnético todas las fuentes, merced a las cuales surgié el campo adicio-
nal, son idénticas a las que originaron el campo antes de llenar el espacio, puede
considerarse que la energia del magnético en un campo exterior H, es la magni-
tud

Win=W—Wo=—s g{H,,.B—H.,-Bu) av. (47.39)
El integrando puede transformarse:
Hy-B—H,-By=(p—p,) Hy= Lt B.B,=J.B,. (47.40)
donde
oy Bk B p—gy
J=pH=tTte DLl p (47.41)

Por consiguiente, la energia del magnético en un campo magnético es
igual a

Wa= j J.B,dV. (47.42)

Esta expresién es semejante a la formula (18.30) para la energia del dieléc-
trico en un campo eléctrico exterior, pero se diferencia por el signo en el pri-
mer miembro.

La férmula (47.42) se dedujo para el magnético que lena todo el espacio
con | = const. Sin embargo, tiene forma de una integral respecto a la densidad
‘de energia del magnético y por eso es de esperar que sea véalida para el caso ar-
bitrario. Los célculos correspondientes confirman esta deduccién. No los cita-
mos en el presente manual por su voluminosidad.

Ahora podemos calcular la energia del magnético con la permeabilidad mag-
‘nética p,, que se encuentra en un medio, cuya permeabilidad magnética es
Bs. Examinemos otra vez un magnético infinito partiendo de la férmula (47.42)
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de la misma manera que al deducir la expresién (48.30) con una diferencia que
consiste en que en la electrostatica dicha distribucién de las cargas crea un mis*
mo campo D en distintos medios, mientras que en la teoria del campo magnético
estacionario la distribucién dada de las corrientes origina en diversos medios un
mismo campo H. Entonces

Wiy = Wgy — W:_ns = (p — pg) Hy-H, 4V, (47.43)
donde ’
W=7 | (B-H,—By-H,) dV. (47.44)

La expresién (47.43) es semejante a la férmula (18.31) con el signo cambia-
do antes de la integral. A pesar de ser deducida dicha férmula para un magné-
tico infinito, es wﬁrda también para un magnético limitado. En este caso la
integral se propaga por todo el volumen del magnético. La intensidad H, es la
intensidad del campo, originado en los puntos del volumen del magnético si su
permeabilidad fuese igual a la permeabilidad magnética u, del medio; H, es
la intensidad real en el magnético con permeabilidad magnética p,, sumergido
en un medio con permeabilidad magnética p,.

Supongamos que la permeabilidad magnética del medio varia en una mag:
nitud infinitésima 6u. Entonces la energia del magnético que se encuentra en
el campo magnético H cambia en §Wy,. Suponiendo que en (47.43) 8p = p, —;
— pg Hy = H, H, = H + 6H y prescindiendo de 66 H-H como una magnitud:
del orden superior de infinitud, obtenemos

W= S SuHzAY, (47.45).

donde p puede ser funcién de un punto o de otros pardmetros. Esta férmula se’
diferencia de la férmula. (18.36) para los dieléctricos sélo por el signo.

Célculo de las fuerzas, partiendo de la expresién para la energia. Examine:
mos un sistema de circuitos por los cuales circulan corrientes. Al desplazarse'y
deformarse los contornos a causa de las fuerzas electromotrices exteriores, 88
efectia trabajo mecdnico. La energia de la fuente de las fuerzas electromotrices
exteriores se gasta en crear un campo magnético y en realizar un trabajo mecés
nico. El trabajo de las fuerzas electromotrices exteriores se determina por
la-férmula (47.2) y el trabajo mecénico al variar el pardmetro E; que caracteriza
la configuracién del sistema, es; segfin la definicién, igual a F; d&;, dofide s
es la fuerza generalizada respecto al pardmetro ;. El principio de conservaciﬁn
de 1a-energia se escribe como

2 I,d0, = dWw +2 F,dE.. (47:48)

Examinemos ante todo los procesos v1rtus.les en los cuales se conservanios
flujos magnéticos, o sea d@; = 0. La ecuacién (47 46) adquiere el aspecto

0=(dW)o+ 23} FidE;,, (47.47)
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.de.donde, teniendo en cuenta la independencia de d%;, obtenemos

(47.48)

Fi=—(5),

dande el indice @ de la derivada parcial en-forma axplicltn muesl.ra qua se toma,.
‘para los valores constantes de los flujos ®;. Para poder hacer uso de la férmula .
347 .48) es necesarw que la energia-del campo magnético se exprese como funcién
de @; v § como parﬁmetros independientes

% Para las aplicaciones practicas en muchos casos és mas cémodo exprasar la
fiierza generalizada en forma de derivadas de la energia respecto a los ‘pardme-
tros generalizados para las corrientes continuas. La energia del campo magnético
(47.18), teniendo en cuenta que {véase (47.8)]

O, = 2’ Lipdy, (47.49)

s expresa como
) w=1i oL, (47.50)
Para las corrientes continuas (f; = const) de (47.50) se desprende que

(@W), =5 3} 1,dD, (47.51)

¥ por eso la formula (47.46) se reduce a la forma
(dW), = Z{ Fidgy. (47.52)
Seiialemos que esta f6rmula es vilida sélo para corrientes continuas. To-

mando en consideracién la independencia de £;, hallamos la expresién para las
fuerzas generalizadas:

Fi=(-

%) (47.53)

donde el indice I de la derivada parcial significa que ésta se toma para corrientes
continuas. Para poder utilizar la férmula (47.53) W debe Jexpresarse como una
funcién de las intensidades de las corrientes y de los parimetros §,.

" Examinemos a tftulo de ejemplo dos circuitos con corrientes en interaccién,
cuyos campos magnéticos poseen una energia determinada por la férmula
{47.17). Haciendo uso de (47.53), calculemos la componente z-ésima de la fuerza
que ejerce el primer circuito sobre el segundo. En calidad de coordenada gene-
ralizada tomemos el valer de la coordenada z en cierto punto del segundo circui-
to,.considerando que el primer circuito esinmévil. Comodesplazamiento virtual,
relacionado con dicha coordenada, se debe tomar el desplazamiento del se-
gundo circuito a lo largo del eje X sin deformaciones y rotaciones, y expresar la
energia del campo magnético por medio de la mencionada coordenada y otros
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pardmetros independientes que ahora no nos interesan. Toda la dependencia de
la energia del campo magnético respecto a x se encuentra en la inductancia mu-
tua L,, = Ly, ya que las inductanciss Ly, y L,, no dependen del cambio de la
disposicién mutua de los circuitos. La fuerza generalizada, enlazada con la
coordenada cartesiana z, es la proyeccién de la fuerza F, ordinaria. Por eso
(47.53) adquiere el aspecto

Fo=10-20 (47.54)

De la misma manera se determinan las otras componentes de la fuerza. La
inductancia L,, es una magnitud geométrica y su dependencia respecto a z
es facil hallar mediante la féormula (47.19).

Esté claro que el valor de la fuerza no depende de por medio de cudl férmu-
la se calcula. Por eso, llegaremos también al valor de la fuerza de (47.54) si la
calculamos valiéndonos de la férmula (47.48). Realicemos este calculo. En
(47.48) a titulo de expresién para W no se puede coger la férmula (47.17), ya que
aqui participan en forma explicita las intensidades de corriente. Las excluimos
con ayuda de las férmulas (47.10), de las que se desprende:

- Lya®;— L12®,

Ii= ;
LyLaa— L
I, =L —Iu®y (47.55)
27 LuLa—L}
Sustituyendo (47.55) en (47.17), hallamos
= 1 Ly, P} . La®?
P thLa:—L'!s[ 2 _Lﬂd“!d’z""_"z ] (47.56)

Ahora la epergia del campo magnético se expresa en forma explicita a tra-
vés de los flujos y puede aplicarse la férmula (47.48) para @, = const. La dnica
magnitud que depende en (47.56) de z es L;,, por eso

Fo= (55 ) = rmmo—my nlu®i— Lula + L) O, +

- (Ll-‘.L‘Il'—LT’ 8
Lol @) e =y, 2l | (47.57)
donde se tienen en cuenta las igualdades (47.55). Como era de esperar (47.57)
.coincide con (47.54). _ _

- Es-necesario utilizar las férmulas (47.48) y (47.53) en dependencia de las
.circunstancias’ ¥ elegir la que.conduce a los cdlculos més sencillos )

*  Fuerzas volumétricas que actan sobre los magnéticos comprimibles. Dispo-
niendo de la expresi6n (47 3;5) para la energia del magnético en el campo magné-
tico, se puede, haciendo uso de la relacion entre las fuerzas y la energfa, obte-
ner la expresion para las fuerzas de la misma manera que fue hecho para los die-
léctricos en el § 19. Partimos de la expresién (47.45) y razonamos del mismo mo-
do qué al pasar de (18.36) a la férmula (19.4). Todos los célculos son también
anélogos, Unicamente hay que tener en cuenta que-para los dieléctricos la fuerza
se halla para las cirgas constantes, es decir, por la férmula (19.46), mientras que
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para los magnéticos, a corrientes continuas, es decir, por la férmula (47.53).
Eso significa que al calcular las.derivadas, es necesario coger la energia con sig-
nos diferentes. En definitiva, en lugar de la férmula (19.41), se obtiene la si-
guiente férmula:

(47.58) .

1 - 1 a
f= _Tﬂzgradp+Tgrad (’Hzpmap—”m] i

Recordemos -que todo el examen se Ilevs a cabo. para los procesos. isotér-
_micos y, por lo tanto, la derivada dp/dp, er (47.58) debe calcularse:a T =
= const.
La férmula (47.58) es itil escribirla de otra manera:
i 1 1 : IR R O
f=-5 Btgrad (l_h) — - grad {B"‘p,,, g (T)] " (.47'.5_5.3)"
donde se tiene en cuenta que H? = B*lp:ﬂ);%,%-,% — 'I}*g_i" ete. Asj la fél" ;
mula (47.59) es un anilogo més cercano aTa expresitm (19.41), va que el papel
de vector de campo en el magnetismo lo desempefia B'y el andlogo de & es 1/p.
Escribamos la férmula (47.41) como

1 1 J
L, (47.60)

Sea que la imanacién J depandé linealmente de la densidad pn,, o sea,
J ~ pm. Entonces de (47.60) se desprende que

a 1 1 1
L e r.0)
Para estas condiciones la férmula (47.59) adquiere el aspecto
1=% ”m‘v grad B2, (47.62)

lo que coincide con (39.13). De esta manera, la férmula (39.13) es valida no sé-
lo para los magnéticos rigides, sino que también para los comprimibles, para
los cuales la imanacién depende linealmente de la, densidad de masa. Esto se
observa en los gases y ciertos liquidos.

Energia del momento magnético en un campo exterior. Puesto que el tra-
bajo, necesario para aumentar el flujo de induccién magnética a través de la
superficie, tendida sobre el circuito con corriente J, es igual a 1 d® (dD es el
flujo de induccién magnética que no se origina por la corriente J que circula por
el circuito, sino que se crea mediante otras fuentes del campo magnético), la
energia que se gasta al formar el flujo @ a través de la superficie, limitada por
el circuito de corriente I, es igual a I®. En caso de un circuito infinitésimo @ =
= B:S, IO = p,B, donde p, = IS es el momento magnético de la corriente.
Por lo tanto, la energia del momento magnético en el campo magnético exterior
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W = ——pm- B. (47'63)

Esta magnitud alcanza su valor minimo cuando py, y B coinciden en direc-
cién. Esto significa que el campo magnético exterior tiende a girar el momento meg-
nético hasta hacerlo coincidir con el vector de induccién [véase (39.8)).

{Por qué la induccién mutua puede calcularse por la férmula en la que entran las corrien-
tes lineales, y la inductaicia no puede expresarse mediante las corrientes lineales?

¢Qué propiedad del campo magnético determina la constancia de la inductancia de un
cirenito rigido con currienteg

Las inductancias e inductancias mutuas dependen sélo de las caracterfsticas geométri-
cas de los circuitos con corrientes y su disposicién reciproca.

Ejemplo 47.1. Calcular la fuerza con que un solenoide entra o se expulsa de otro {fig. 184).
Las densidades del devanado y la intenstdad de las corrientes en ellos son ny, I ¥ ny, Iy, respectiva-

Fig. 184 Fig. 185
Para calcular las [uerzas de JPara calcular las fuerzas de
interaccién de los solenoides interaccién del solenocide y el

mente, y las dreas de log secclones transversales son iguales. Los solenoldes son lo suficientemente
largos y el devanado bastante denso para poder describlr el campo lefos de sus extremos medicnte
“las férmulds. para un-solenoide infinitamente largo. E1 valor de z ¢s grande, merced a lo cual pue-
dén menospreciarse_los_efectos de borde, . 2

. Hallemoa la" inductancia mutua haciendo uso de las férmulas (47.48)—(47.49). Ei
primer solenoide origina a través de cada espira-del segundo solenoide un flujo pyn,7,S y todo
el flujo, a través de n,z espiras del segundo solencide en la zona de interseccion es igual a

: 7 Dy = PonydySnaT,
de donde obtenemos la inductancia mutua .
Ly = @p/I; = pemnaSz  (Lyg = Lyy). (47.64)
Entonces la fuerza es igual a '

Fe= f]f|i§;l‘?-=}ioﬂlf1ﬂ3!’. {4?‘35)

St las corrientes tienen el mismo sentido, Iyf4 > 0, F, > 0y, por lo tanto, los solenoi-

. des se repelen. Siendo-las direcciones de las. corrientes contrarias I,7y < 0, F; < 0, lo_que

significa la_atraccién de los solenoides. .

Ejemple 47.2. En un solenoide, cuyo drea de la seccibn circular e2 S, lg longitud i y que

posee 1 espiras por-A. 'm de longliud, se iniroduce un magnético con permeabilidad magnética p

(fig. 4185). Hallar la fusrza que actiia.sobre el magnético, menospreciando los efectos de borde si el
solenoide es recorrido por la corriente de intensided I.
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Ya que la susceptibilidad magnética del magnético yx < 1, en primera aproximacién
puede considerarse que la intensidad es en todas las partes igual a (D = H, = al. Por
consiguiente, la energia del campo megnético del sistema es igual a :

W = [HB,/2 + HQB® (I — x)/2} S,

donde B, y B(D) son las inducciones en el magtnétlcn y en el vacio, respectivamente. Teniendo
en cuenta que B, = pH,, B = p H(Q, obtenemos

W o= (n%2) [pr 4 pp (| — 1)1 §
‘¥, per lo tanto, la fuerza es

Fy= (aW/on)y = 1/2 (i — 1) n®I4S = (w — wy) S, (47.66)
donde
w = unil2 = H B /2, wy= p,nl*/2 = HB(Q/H2

son las densidades de la energia del campo magnético por las diferentes partes de la super-
ficie de separacién, sobre la que actia la fuerza. Asi pues, la densidad superficial de 1a fuerza
fx= %JS e3 la suma de dos fuerzas que actiian desde diversas partes sobre la superficie de
separacion. La densidad superficial de cada una de las fuerzas es igual a la densidad de la
energia del cam7po ético.

Ejemplo 47.3. Calcular Ia intensidad de un cable coaxtal de longitud I, cuyo alma central
posee un radio ry y la envoltura, los radios ry (la interior) y ry (la infertor) (véase la fig. 140).
La permeabilidad magnética de los conductores es igual a u y el espacio entre el alma y la envol-
tura estd lleno de dieléctrico.

Hallemos ante todo la induccién del campo magnético. Estd claro que el campo es
axial-simétrico 3{ las lineas de fuerza de la induccidn son de por si circunferencias con centro
en el eje del cable. Partiendo de la ley de la corriente total, tenemos (véase el ejemplo 35.1)

-2-";—1% O<r<ry),
.Jii <r<
Bg(=q 28 r L (47.67)
L N el MR
°n r r;—r] (r":?{!‘.)l

0 (rg < r << o0),

Para calcular la autoinduccién del segmento de cable hacemos uso de la relacién W =
= LI%/2. Puesto que W =~H H.B dV, entonces [véase (47.67)

ry ra rs
ol Bt Lol (4 1 opn €4 -2 -
W= S DS ozt J;d"l—,-( s jr, - 20 dr - E'z'r?)?j"r'_(rz_—rl) 257 dr

Ta

L B et v 1opIt i Jo_ 1 33—
=3 &tz 3 1“r1+2 2 [(ﬁ—r'-i)‘ h‘r: 4 ff—f;
de donde
2w _ir re wi e TP s
L= [y i e ) s

2201444
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§ 48. Circuitos de la corriente alterna casiestacionaria

Se ezponen los métodos principales del céleulo de los circuitos de co-
rriente alierna casiestacionaria.

Definicién. Al estudiar los campos alternatives y las corrientes alternas
es necesario tomar en consideracién dos factores:

1) la velocidad finita de propagacién de los campos electromagnéticos
(véase el §61);

2) lu creacién del campo magnético por medio de un campo magnético en
variacién. La magnitud jse == 8D/t se denomina densidad volumétrica de la
corriente de desplazamiento (véase el § 57).

Para una frecuencia no muy elevada de la corriente alterna, dichos factores
pueden menospreciarse, o sea, puede considerarse que los campos electromagné-
ticos se propagan en el espacio instantineamente, sin existir las corrientes de
desplazamiento o, con otras palabras, el campo magnético se engendra sélo por
las corrientes de conduccién. Las corrientes y los campos que satisfacen estas
condiciones se llaman casiestaclonarios. Expresemos los criterios casiestaciona-
rios desde el punto de vista matemético.

1. 8i existe un proceso periédico que se propaga desde uns fuente con la
velocidad ¢, la longitud de onda de ese proceso, o sea, la distancia en la que se
desenvuelve un perfode I de variaciém del proceso con el tiempo, es igual a

h=el.

La variacién espacial de cierta magnitud que caracteriza el proceso puede
menospreciarse sélo si esa magnitud se examina en las zonas, cuyas dimensiones
I lineales son mucho menores que la longitud de onda (1< A). Esto es precisa-
mente ¢l criterio de menosprecio de la velocidad final de propagacitn de los campos

electromagnéticos. .
2. 8i D = D, exp (iot), jges = 0D/t = iwD = iweE. Por eso el efecto

de las corrientes de desplazamiento puede menospreciarse en comparacién con
el efecto de las corrientes de conduccién para la condicién

| Fdes Imax < | § [ maaz-

‘Puesto que j = yE, jges = iweE, esta condicién puede escribirse como
| jdes |max

| )‘.'Imgx F _
Tomando en consideracién que para los conductores metalicos e =s Egr
¥ 10" S/m, obtenemos. que las corrientes de desplazamiento son poco impor=

tantes en la zona de frecuencias

—
= < 1.

o< —3:- == 1041,
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ir; hasta frecuencias mayores gue las frecuenciag de oscilaciol

ntes a la parte ultravioleta del espectro, ésta estimacién es’ap
e-fio tiene én cuenta las propiedades inerciales-del medio i
empefian un papel esencial. La consideracitn de las propiedades:ine
14 substancia debilita la mencionada estimaci6n en varios 6rd es,en

déspués de eso el intervalo de frecuencias para 1as quese pueds
r 1as corrientes de desplazamiento en comparacidn con las de con
sighe “‘siendo muy grande. _

No obstante, para los campos electromagnéticos en el vacio y dieléctrico es ne-
¢gsiario tener en cuenta las corrientes de desplazamiento, como fuente del campo mag-

para todas las frecuencias, ya que allf no existen corrientes de conduccicr.
Lia.presencia de las corrientes de desplazamiento determina la existencia de las
ondas electromagnéticas (véase el capitulo 9).

En lo que se refiere al primer criterio, su papel se define por la magnitud rela-
tiva de la longitud de la onda y las dimensiones espaciales de la zona, en la que se
estudia el proceso. Verbigracia, para la corriente técnica de 50 Hz de frecuencia
la"longitud de onda es de A A2 6 mil km. Por esta razén, si nos interesan las cues-
tiones, relacionadas con la distribucién de la corriente por los conductores en
los limites de la estacién eléctrica o incluso de la ciudad, puede considerarse .
que la corriente es casiestacionaria. Pero si se trata de la transmisién de la co-
rriente a muchos miles de kilémetros, es necesario tomar en consideracién su
variabilidad a lo largo de la linea de transmisién y no se puede considerar ca-
siestacionaria. La corriente de frecuencias muy elevadas con una longitud de
onda de varies metros no se puede considerar casiestacionaria incluso en los
mérgenes de un apartamento.

Autoinduccién. La fuerza electromotriz de induccién (46.1) surge al variar
el flujo @ que abarca el circuito de corriente, cualesquiera que sean las causas de
esta variacién. En particular, la propia corriente cerrada lineal crea un flujo de
induccién magnética a través de la superficie que restringe. Por lo tanto, al
cambiar la intensidad de la corriente en el circuito surge una fuerza electromotriz.
Este fenémeno se llama autoinduccién. Ya que la corriente crea a su alrededor
un campo magnético seglin la regla de Ampére y la fuerza electromotriz en el
circuito estd relacionada con la variacién del flujo conforme a la regla de la ma-
no izquierda, de la fig. 186 deducimos que la fuerza electromotriz de autoinduccidn
estd dirigida de tal manera, que impide la variacién de la intensidad de la corriente
que la provoca (regla de Lenz).

La intensidad de la corriente en el circuito ests ligada con el flujo propio
de induccién magnética que abarca la corriente, por la férmula (47.3)

® = LI, (48.1)

donde L es la inductancia del circuito. Por eso la expresién (46.1) para la fem de
autoinduccién adquiere el aspecto

gt (48.2)

a2
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Conexién y desconexién de la fem continua en un cireuito con resistencia
e inductancia. Si en el momento ¢ = 0 (fig. 187) se conecta al circuito una
fuente de fem exterior de magnitud constante, por ejemplo, una pila, la inten-
sidad de la corriente [ en el circuito comienza a crecer. Pero debido al crecimien-
to de la induccién del campo, en el circuito surge una fem de autoinduccién que
actfia en sentido contrario a la fom exterior. Como resulfado, la elevacién de la
intensidad de la corriente en el circuito se hace méas lenta. Para cada momento
de tiempo se abserva la ley de Ohm que, teniendo en cuenta (48.2), se escribe en
forma de la—ecuaci6n siguiente

IR = U, = L dl/dt, (48.3)

donde R es la impedancia en el circuito (incluyendo la resistencia interna de la
fuente). Dicha ecuacién debe resclverse para la condicién inicial I (0) = 0.

go-ind |
Fig. 186 Fig. 187
Surgimiento de la autoiduccion, Circuito con resistencia e in-
Regla de Lenz ductancia -

Al decir que en cada momento se observa la ley de Ohm, se supone que la inten-
sidad de la corriente en todas las secciones del circuito es la misma, es decir,
la corrients es casiestacionaria. La sclucion de la ecuacién (48.3) es elemental:

I(t?:%[l—-e}(p(—lﬂ)} (48.4)

La grafica I () se muestra en la fig. 188. El valor establecido de la intensi-
dad de la corriente I (o) = U,/R; correspondiente & la ley de Ohm para la co-
rriénte continua,:se alcanza sdlo en el sentido de limite.pera un tiempo infi-.
nito. Teniendo en cuenta la dependencia exponencial entre la intensidad de la.
corrients y el tiempo, se puede, como habitualmente; en calidad de tiempo de.
in¢remento de la intensidad de la corriente en el circuito tomar;el valor 7 para.
el cual &l exponente se convierte en menos la unidad, es decir,

v = LIR. (48.5)

~ Para una inductancia grande en el circuito el aumento de la intensidad de_
la corriente transcurre lentamente. Por ejemplo, si en el circuito se conecta una
bobina grande de inductancia y una limpara de incandescencia, después de ce-
rrar el circuito pasa un lapso considerable durante el cual la limpara alcanza
su caldeo permanente total.
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Al desconectar la fuente constante de fem exteriores (fig. 187), por ejemplo,
al cortocircuitarla, puede observarse qie la intensidad de la corriente no'se te-
-duce a cero instanténeamente, sino que disminuye paco a paco. La ecuacién pa-
ra la intensidad de la corriente en este caso, evidentemente, tiene la'forma

IR = —L dI/ae (48.6)
¥ sé resuelve para la condicién inicial T (0) = U /R:
I(t)= Y% exp (—RT/L). 48Ty

La gréfica de esta funcién se da en la fig. 189. El tiempo de reduccién de la
intensidad de la corriente se expresa por la misma férmula (48.5). Para inductan-

1
Y
A
o F g
Fig. 188 Fig. 189
Incremento de la intensidad de Decremento de la Intensidad
la corriente en el circuito des- de la corriente en el circuito
pués de conectar una fem exterior después de desconectar la fem
continua exterior continua

cias suficientemente grandes después de desconectar la fem exterior, la ldmpara
en el circuito se apaga sélo gradualmente en el transcurso de un lapso notorio.
La fuerza electromotriz que asegura la existencia de la corriente en el circuito
durante este lapso, es la fuerza electromotriz de autoinduccién, y la fuente de
energia es la energia del campo magnético de 12 hobina de inductancia. Las cues-
tiones de conexién y desconexién de la fem en el circuito con autoinduccién
‘fueron examinadas por primera vez en 1855 por Helmholtz.

Obtencién de impulsos rectangulares de corriente. Si existe una fuente
de impulsos rectangulares de tensién, la presencia del fenémeno de autoinduc-
cién en el circuito impide obtener impulsos rectangulares de corriente. La fig.
190 muestra la forma de los impulsos de corriente. Para aproximar 2l méximo
posible su forma a la rectangular es necesaric hacer que la inductancia del cir-
cuito sea la menor posible.

Capacidad en el circuito. La presencia del condensador en el circuito excluye
71a posibilidad de que por él circule corriente continua. En este caso la diferen-
cia de potencial entre las armaduras del condensador, en las que se sitdian las
cargas correspondientes, compensa totalmente la accién de la fem exterior. Sin
embargo, la corriente alterna en el circuito en presencia del condensador puede
wcircular, ya que en este caso la carga en las armaduras del condensador es
alterna, lo que permite precisamente existir la corriente en el circuito. Ademés,
la diferencia de potencial en las armaduras del condensador no compensa la ac-
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cién de la fem exterior, merced alo cual se mantiene la intensidad de'la corriente
correspondiente.

En presencia de un condensador y una resistencia en el circuito (fig. 191)
la ley de Ohm se escribe como la ecuacién

I = U, = 0iC, (48.8)
donde Q es la carga en la armadura del condensador y Q/C, la diferencia de po-

tencial entre las armaduras del condensador. Es cémodo diferenciar la ecuacion
(48.8) respecto a ¢ y escribirla en Ia forma

df __ dU, 1

donde I = dQ/d:
Conexién y desconexién de la fem constante en un circuito con eapacidad
yresistencia. Sea que la tensidn constante U/, se conecta en el momento ¢ = 0.

!

) R
LN -
, e
Fig. 180 Fig. 191 A
Forma de los impulsos de co- Circuito con capacidad y resis-

rriente para los impulsos rectan- tencia
gulares de tensién

De la ecuacién (48.8) se ve que I (0) = U,/R, y la ecuacién (48.9) adquiere o)
aspecto para ¢ >0
ar 1
aw=—71 (48.10)
Para la condicién inicial I (0) = U,/R la solucién de esta ecuacin se ex-
presa mediante la férmula

I (t)="22 exp [—t/(RC)], (48.11)

es: decir, con el tiempo la intensidad de.la corriente en el circuite-disminuye
desde el valor méximo U/4/R hasta cero: La gréfica (#) es semejante a 1a mostra-
da.enla fig. 189 y el tiémpo' de reduccién de la intensidad: de la corriente.7 =
= RC: Por'eso, si‘la-capacidad C us sificientemente grande, la corriente: des-
piiés de- desconectar -la ‘tensién constante puede existir un tiempo notoric. La
bombilla, conectada al circuito, primero se enciende y luego comienza a apagar-
ge’ 'poco-a poto. . 5 )
Después de que la intensidad de la corriente alcanza el valer cero, el con-
densador resulta estar cargado hasta una diferencia’ de potencial, igual a la fem
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"iiqiterior.l pero de direcciéon contraria. Ellas se -  —
compensan mutuamente. Al desconectar la fem A
exterior, por ejemplo,-al cortocircuitar los polos

5 : : ; ! i
de la pila, la diferencia de potencial en las arma- o

duras del condensador resulta estar no compen- L

sada. La corriente comienza a recorrer el circuito e ar®

con una intensidad inicial igual ‘a Uy/R y la ley
de reduccion de la intensidad de la corriente Tig. 192 chusolied? Tidne
coincide totalmente °-°’_'.'=(4§'“} teniendo el mismo tancia, m’éi’siteixfii ¥ fuente de-
tiempo de reduccion de'la intensidad de corriente: fem exteriores o
Circuito con capacidad, inductancia, resisten-
cia y fuente de fem exteriotes. Este circuito se
muestra en la fig. 192. Basindose en las expresiones (48.8) y (48.6), la
ecuacién para la corriente en el circuito tienme la forma
dI Q
IR=U—L % — 3 (48.12)
Después de diferenciar los dos miembros de (48.12) respecto a t, escribamos
la ecuacién en la forma

azr df 1 d
L +rd L1ty (48.13)

Distintos casos particulares de la solucién de dicha ecuacién fueron exami-
nados antes.

Corriente alterna. El mis importante es el anilisis de la corriente alterna
arménica, ya que con ayuda de la representacién de una funcién arbitraria en
forma de serie o integral de Fourier para este caso puede reducirse ¢ualquier otro
caso. s
Para estudiar estas cuestiones es fitil aplicar la forma compleja de repre-
sentacién de las magnitudes que varfan arménicamente. Examinemos el régi-
men estable.

Si la fem exterior varia segin la ley

U = Ugeiot, (48.14)
es obvio, que la intensidad de la corriente en (48.13) también debe cambiar con .
el tiempo segun la ley

I = Ipeiot, {48.15)

con la particularidad de que I, U, I,, U, en las férmulas (48.14) y (48.15) son,
en general, magnitudes complejas. Partiendo de estas férmulas, se deduce que

al . dar .
=57 = iU, -37=m1' (48.16)

¥ por eso la ecuacién (48.13) toma el aspecto
(—’L + ioR + 1/0) I = ial. (48.17)
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iwt! Dividiendo los dos miembros de la ecuacién
. ;_‘_c.; (48.17) por iw, la representamos en la forma
; o 1Zz=1U, (48.18)

donde

Z =R +iloeL —1/(eC) (48.184)
se denomina impedancia. La ecuacién (48.18)
tiene la forma de la ley de Ohm, en la que entra
la impedancia. Para la corriente alterna la impe:
dancia desempefia el papel de resistencia,. en
cambio, siendo una magnitud compleja, medi
(48.18) permite no sélo tener en cuenta la relacién
Fig. 193 entre las amplitudes de la intensidad d ela corrien=
Diagrama vectorial de las ten- te y la tensién, sino que las relaciones enirs
siones en el circuito de corriente gy5 fages.
alkerna En general, en la ecuacién (48.18) todas las

magnitudes son complejas. Tomando los médulos

de los dos miembros de dicha ecuacién,hallamos la relacién entre las amplitu-
des de la intensidad de la corriente y la ténsidn:

111121 =|U]|, (48.19b)

donde

1Z| = VR F L — /(@0 (48.19¢)

Asi pues, si nos interesan s6lo las amplitudes de la intensidad de la corrien-
te y la tensién, la ecuacién (48.19b) es totalmente equivalente a 1a ley de Ohm
para la corriente continua, no cbstante, la magnitud | Z | que desemperis el
papel de resistencia depende de la frecuencia de la corriente conforme a (48.19¢),

Diagramas vectoriales. Representemos los nimeros complejos por medio
de vectores en el plano complejo. La magnitud que varia arménicamente, sé
muestra por un vector que gira con una frecuencia @ alrededor de su comien
en sentido levégiro. La longitud de dicho vector es igual a la amplitud de las
oscilaciones de la magnitud fisica correspondiente.

El método gréifico de solucién de la ecuacién (48.18) queda obvio de la fig.
193 si se tiene en cuenta que la multiplicacién de una magnitud compleja por.§
significa girarla a 71/2 en sentido levégiro sin cambiar su longitud, mientras'qué
la multiplicacién por ( — i), el giro a nn/2 en sentido dextrégiro.

* De 1a fig. 193 se ve que el angulo ¢ se determina de la ecuacién

wL—1/(uC)
= R

74 - (48.20)
Por lo tanto, ¢ varia en los limites de ( + n/2, — n/2) en dependencia-(
la relacién entre las impedancias de distintoselementos del circuito y lafrec
cia. En este caso la fase de la tensién exterior U puede variar desde la
cidencia con la tensién en la inductancia hasta la coincidencia con la tensidniel
la capacidad. Es més ¢c6modo expresar lo dicho en forma de la relacién entra:las
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fases de las tensiones en los elementos del circuito y la fase de la tensién exte-
rior: |
1) 1a fase de la tensién en la inductancia (U1, = iwLlI) siempre adelanta la
fase de la tensién exterior en un dngulo entre ( y n}

2).1a fase de la tensién en la capacidad (Vg = — il/{wC)] s:empre se retar-
da de la fase de la tensién exterior en un dngulo entre 0y —aty" =

3) la fase de tension en la resistencia puede encontrarse tanto en avaince,
como en retraso con respecio a la fase-de la tensién exterior en un .4ngulo entre

+ nt/2'y — n/2, con la particularidad de que el retraso es. principalmente para
la carga mductlva cuando oL > 1/(wC) y el avance, siendo la carga capaciti-
va cuando ol << 1/(aC).

El disgrama {fig. 193) permite también enunciar las siguientes afirmaciones.
sobre la relacién entre las tensiones e intensidades de las corrientes en distintos
elementos del circuito, con la particularidad de que es cdmodo llevar la cuenta,
partiendo de la intensidad de la corriente; ya que en todos los elementos del
circuito tiene una misma fase:

1) la fase de tensidn en la inductancia se encuentra en avance de fase con
respecto a la intensidad de corriente en n/2;

2) la fase de tensién en la capacidad se encuentra en un retraso de n/2 con
respecto a la fase de la intensidad de corriente;

3) la fase de tensién en la resistencia coincide con la fase de la intensidad de
corriente;

4) la fase de la tensién exterior puede encontrarse tanto en avance, como en
retraso con respecto a la fase de la intensidad de la corriente, lo que se determi-
na por la carga.

Reglas de Kirehholf. La ecuacién (48.18) permite resolver todos los pro-
blemas, referentes a la corriente alterna en el circuito que contiene inductancia,
capacidad y resistencia de la misma manera que se resuleven los problemas co-
rrespondientes con ayuda de la ley de Ohm para un circuito con resistencia en
caso de corriente continua. El anilisis de los circuitos derivados de corriente al-
terna es semejante al andlisis de los circuitos con corriente continua (véase el
§ 28). Puesto que para la corriente alterna en un circuito cerrado es correcta la
loy (48.19) y en cada nudo es vélido el principio de conservacién de la carga, las
reglas de Kirchhoff (28.4) y (28.5) para la corriente continua se generalizan para
las corrientes alternas de la siguiente manera:

1) pare cada circuito cerrado

2 () 12:=3 () U (48.21)

2) en cada nudo
2 ()1 =0. (48.22)

Esta generalizacién de las reglas de Kirchhoff para los circuitos derivados
de corriente alterna fue hecha en 1886 por J. W. St. Rayleigh (1842—1919).
Hay que hacer una objecion sobre los signos de las magnitudes en (48.21)y
(48.22). A pesar de que cada una de las magnitudes 7; o U, que figuran en estas
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formulas, es compleja y contiene en si una fase
(v por lo tanto, un signo), al componer las ecua-
ciones es mecesario poner los signos ya que una
misma seccién puede pertenecer a distintos cir-
cuitos y en las ecuaciones entra con direcciones
contrarias. Lo mismo se refiere al signo de U,.
La solucién de las ecuaciones permite hallar
tanto las amplitudes, como las fases de todas las
intensidades de corrientes. Debido a que todas
las magnitudes son complejas, el nimero de
ecuaciones esenciales es dos veces mayor que el

Fig. 194 : ;
. ue habria para el mismo caso, pero para las
d L T 2 Y
I:ltolo o de corrientes de contor cortiontes Continias.

Acoplamiento en serie y en paralelo de las

impedancias. De la misma manera que para el

caso de corrientes continuas, de la férmula (48.18) se desprende que du-
rante el acoplamiento en serie

Z=Z,%Z,, (48.23)
¥ en paralelo
1 1 : |
- =Z_.+'T;' ‘ (48.24)

Esta circunstancia hace que el anélisis de los circuitos eléctricos de corrien-
e alterna sea semejante al analisis de los circuitos de corriente continua, por ese
no hay necesidad de examinar con mas detalle esta cuestién.

La magnitud, inversa a la impedancia, se denomina conductancia:

Y = 1/Z. {48.25)
Por eso puede decirse que para el acoplamiento en paralelo las conductan-
cias se suman: 3
Y= Y_, + Y. (48.26a)

Aplicando la conductancia, la ley de Ohm se escribe como
I=YU, {48.26b)

Método de corrientes de contorno. Para calcular los circuitos complejos’
el método de corrientes de contorno, que es de por si el corolario directo de las reglas
de- Kirchhoff, presenta simplificaciones considerables. Un circuito complejo
consta de sistemas de circuitos cerrados simples. La fig. 194 muestra un circui-
to complejo que consta de tres circuitos simples. En la ecuacién de Kirchhoft
al recorrer el circuito cerrado en cada una de sus secciones entre los nudos se:
toma la intensidad de la corriente gue realmente circula por esta seccidn. En
general, en cada seccién del circuito la intensidad de la corriente es diferente:
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En el método de corrientes de contorno se considera que en todas las secciones de cada
circulto cerrado circula una misma corriente. Estas corrientes se llaman de contor-
no. Aqui la intensidad ‘de corriente total que recorre la seccién del circuito. es
igual a la suma algebraica de las intensidades de las corrientes de contorno para
Tas que este sector es comiin. La ecuacién'de Kirchhoff para cada circuito se es-
cribe teniendo en cuenta esa circunstancia, es decir, se expresa mediante las
¢orrientes de contorno. La impedancia total para cada seccién del contorno en-
tre los nudos (fig. 194) se designa por el indice correspondiente. La direccién po-
sitiva del recorrido se toma en sentide dextrégiro. )
_ Las ecuaciones para las corrientes de contorno, cuyo nimero ceincide con la
cantidad de circuitos simples, tienen ¢l aspecto:

Zndy + Zygly + 231y = U,
znfl 3 z"[, + Z"I, =0, (4&2?)
2y Iy A Zgydy + Zyly =0,

donde Z,,, Z;;, ¥ 235 son las impedancias propias de los circuites, iguales a la
suma de impedancias de las secciones de los circuitos correspondientes:

.zu =Z,+Z;,+ Zy Zyy = Z, + Zy +Zn + Z,, Zsa=zs+zs+zs-
(48.28)

¥ Zyq, Z,5 etc. son las impedanciag mutuas de los circuites, iguales a las im-
pedancias de las secciones, pertenecientes a dos circuitos. Su signo depende de
cémo recorre la seccién correspondiente la corriente que es factor de la impe-
dancia mutua, en direccién positiva o negativa con relacién a la corriente de
contorno para la que se escribe la ecuacion. Asi, por ejemplo,

Zy,=—2, Z,=-—1Z, et (48.29)

Es facil ver que
Ziy = Zy. (48.30)

Lo expuesto hace casi evidente el hecho de que las ecuaciones (48.27) unen
en si las dos reglas de Kirchhoff. Eso se pnede demostrar de manera més estric-
ta si (48.27) se obtiene de las reglas de Kirchhoff (48.21) y (48.22), pasando a
las corrientes de contorno. El lector puede intentar ejecutar dichos edleulos al-
gebraicos.

“ La cantidad de ecuaciones (48.27) para las corrientes de contorno es igual
ala cantidad de corrientes incognitas. El sistema de ecuaciones se resuelve se-
gan la regla geperal con ayuda de la teoria de determinantes:

' Ii=U(Bn/A), I, =0T (A12/8), I = U (A5/8), (48.31)
donde
Zy Zyg Zy
A=|2, 2,y Zyy (48.32)

zat 3z zs!
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es el determinante del sistema; A;,, Ay, Aj, son los complementos de los ele-
mentos Z,,, Z;, ¥ Z;; en el determinante A:

zzl. 223
Zsy Zy'
2y s |
A|-2= —lzal. ZSS !
2y Zy '
Zy 2y

Asi pues, el problema queda resuelto. La generalizacién del método expues-
to de corrientes de contorno para una cantidad arbitraria de circuitos elemen-
tales es obvia. Unicamente es necesario observar con atencién que todos los eir-
cuitos elementales sean recorridos en una misma direccién y tomados en consi-
deracién en las ecuaciones.

La inductancia y la c?acldad caracterizan la propiedad del circuito de acumular la
energia en forma de mzﬁﬁ e los campos eléctrico y magnético. Ellas talisans las curvas de
varlacién de la inte:.llalld de la corriente en comparacién con las curvas de variacién de la
tensi6n en funcién del tiemp

La impedancia tiene en cuenta no sélo la resistencia Ghmica del circulto, sine también
su [nductancia y capacitancia, Siendo una magnitud com‘rlo a, la Impedancia permite tomar
en consideracién no sélo 1a relacién entre las amplitudes de fa intensidad de la corriente y la
tensi6én, sino también entre sus fases-

A pesar de que para las corrientes -alternas las fuerzas electromotrices y las intensidades
de las corrientes se representan como magnitudes complejas y, por lo tanto, contienen la fase
(¥ signo), al poner las ecuaciones de Kirchhoff es necesarfo poner los signos, ya que una
misma seccién puede pertenecer a diferentes circuitos ! 88 recorre, al { las {
en direcelones cont « En el método de corrientes de contorno s¢ admite que en todas las
secclones de eada circuito cerrado circule una misma corriente, llamada de contorno. La
intensidad total de la corriente recorre la seccién del circuito, es Igual en este caso a la
suma algebraica de las intensidades de las corrientes de contorno, para las cuales dicha seccién
€3 comin,

Ay =

(48.33)

Al.3=

T 3
Fig. 195
Toroide de seccidn rectangular

¢Cuil es el sentido fisico de los criterios casiestacionarios? ;
£Qué es lo que determina los signos en las ecuaciones que expresan las reglas de Kirch-
hoff para las corrientea alternas?
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st ,;(i}n?iles son las ventajas del método de corrientes de contorne y para qué casos es ftil
aplicarlo i ) i ] -
" 'Ejemplo 48.1. Hallar la autoinduccién de n espiras, devanadas en un torolde de seccién
;‘iéémnguidh cuyoe radios Enterlor y exterlor son ry ¥ ry, respectivamente y su altura és igual a'a
(fig. 195). . : . 3 . .
Eligiendo 2 titulo de contorno de integracién L, una circunferencia de radio r, concén-
trica con el eje de simetria del toroide y aplicando Ta ley de la corrienta total, obtenemos

0 para r > ry,
§] Hdl =Ho2ar=§ ul para rn<rr<rg
Lo 0 para r< iy,

donde J es la intensidad de la corriente que recorre el devanado del toroide.
El fiujo magnético que abarca una espira es igual a

¥y r
nj dr I
D, =pa 5 Hodr=; "‘;: S-T= e mri1 ; (48.34)
rs r
de donde la autoinduccién es igual a
L = (n®/I) = [pan®/(2r)) In (ry/ry). (48.35)

§ 49. Trabajo y potencia de la corriente alterna

Se deducen las f6rmulas del trabajo y la potencia que desarrolle la co-
rriente alterna. Se analizan los fenémenos fisicos principales, relaciona-
dos con el funcionamiento de los motores eléctricos.

Potencia instantinea. La energia de la fuente de fem exteriores en el circuito
con corriente sufre las siguientes transformaciones:

a) se convierte en calor, debido al calentamiento de Joule del conductor
[véase (27.4)). Si en el circuito existe un consumidor que, a cuenta de la energia
de la fuente de fem exteriores, efectiia un trabajo mecénico, su potencia se ex-
presa mediante una férmula, semejante a (27.4). Por eso, supongamos que en el
circuito existe sélo una resistencia 6hmica R y la potencia disipada en esta re-
sistencia, la denotamos por P,; = I*R;

b) se transforma en energia del campo magnético. Dado que la energia del
campo magnético se determina por la f6rmula (47.5), la potencia, desarrollada
por la fuente de fem exteriores para la variacién de la energia del campo magné-
tico, es igual a

dW dl
Pilc:T:'L[?' {49'1)

Las propiedades inductivas del cireuito se caracterizan por la inductancia
L. A diferencia de Pyp, la potencia P,, puede ser tanto positiva(dl/d: > 0),
como negativa (df/d¢ << 0). Esto significa que la fuente de las fem exteriores ce-
de la energia para aumentar la energia del campo magnético y recibe la energia
al disminuir la energia del campo magnético;
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c) se transforma en energfa del campo eléctrico al variar éste. Las propieda-
des eléctricas del circuito se caracterizan por su capacidad €. Dado que la ener-
gia del condensador, cuyas placas contienen una carga @, se determina por la
formula (18.20d), la potencia de la fuente de fem exteriores para lavariacién
de la epergia del campo eléctrico es igual a

pw=3‘§=% %:% I, (49.2)
donde I = dQ/di es la intensidad de la corriente en el circuito. Esta potencia
puede ser tanto positiva, como negativa: al aumentar la intensidad del campo
eléctrico, la energia de la fuente de fem exteriores se convierte en energia del
campo eléctrico y al disminuir la intensidad, la energia del campo eléctrico se
transforma en energia de la fuente de fem exteriores.

La potencia total, disipada por la fuente de fem exteriores en el circuito, es

igual a
Py = P + Pyp + Pic- (49.3)

Con frecuencia P, se denomina potencia, disipada por la corriente o potencia de co-
rriente. Nosotros haremos uso de esta expresién, pero recordando su caricter con-
vencional. De la misma manera, Py, Py, Pyc se llaman potencias de corriente
en la resistencia, inductancia y capacidad. Para mayor evidencia supongamos
que la resistencia 6hmica, la inductancia y la capacidad estin concentradas en
distintas partes del circuito (véase la fig. 192).

La fem exterior U/ se denomina tensién.

En la resistencia 6hmica transcurre el cambio del potencial en U, = /R,
por eso se ha aceptado denominar U, pérdida de tension en la resistencia.
Entre las placas del condensador la diferencia de potencial es U;c = Q/C. Por
eso en el circuito en el condensador la tensién varia en U . En la inductancia
surge la fem de autoinduccidén g™ — __ I dl/d¢, para cuya compensaci6n la
fuente de fem exteriores gasta una parte correspondiente de la fem exterior
(U, = L dJ/dt es la variacién de la tension en la inductancia).

Por esta razén, las férmulas (49.1) y (49.2) adquieren el aspecto:

Py, = Uyl, Pic = Ul (49.4)
Entonces [véase (49.3)]

Pg=UgRI+UiJ+UcIm UI. (49.5)

Sea que la intensidad de la corriente en el circuito varia segin Ia ley
I = I, sen wt. (49.6)
Conforme a la fig. 193 para los valores reales de Uy, Uic ¥ Usn escribimos?
Uy = TooL sen (ot + n/2), (49.7_)-
Uﬂ; = [Iaf{ﬁ)c)] sen [(l.'l‘ — 1':./2). - (49.8)

Ulﬁ = !DR sen wi. (49.9) 4
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Por consiguiente, las potencias instantineas, disipadas: por la corriente en
diversos elementos del ‘circuito, se determinan ‘por las formulas: '

P, = IoL sen ot sen (6t + n/2) = NoL sen wt X cos wt, '(49:_1_10).'
Pyo = [I*/wC)] sen ot sen (0t — n/2) = — [I:f{mC)l sen wt cos of,

- (49.11)

Pyp = I3Rsen? wt, (491.2) ;

que muestran que tinicamente en la resistencia R la potencia de corriente es-todo
el tiempo 'positiva, es decir, la corriente efectic un trabajo-positivo. La:potencia
instantdnea, disipada por la corriente en la inductancia y capacidad es.de signo va-
riable: una parte de tiempo la corriente realiza un trabajo positivo, es decir, transmi-
te su energia a esos elementos; y otra parte de tiempo es trabajo negativo, o sea,la
energia de dichos elementos retorna a la fuente de fem exteriores. De esta manera su-
cede el intercambio de energia entre las inductancias, capacidades y fuentes de fem,
exteriores, durante el cual lo capacidad e inductancia desempefian el papel de fuen-
tes de fuerzas electromotrices.

Potencia media. Para obtener la potencia media de corriente durante
un perfodo de oscilaciones es necesario tomar el valor medio de las expresiones
(49.10)— (49.12) respecto al perfoda de oscilaciones de la intensidad de la co-
rriente. En este caso hay que tener en cuenta que

(sen wt cos wt) = 0, (sen®wt) = 1/2. (49.13)

Tomando en consideracién (49.13) y partiendo de (49.10) — (49.12), ha-
llamos:

Py = (Py)=0, (49.14)

Pe= (P} =0, (49.15)

Pp = (Pgg) = I,R/2. (49.16)

La potencia media se diferencia de cero sélo en la resistencia R. Las po-
tencias medias en la inductancia y capacidad son nulas, es decir, la corriente
gn-estos elementos no efectia ningin trabajo, son en término medio, eléctrica-
mente neutros. Por esta razén la resistencia R se denomina elemento activo del
circuito (resistencia 6hmica) y la capacidad e inductancia, reactancias.

-Valores efectivos de la intensidad de la corriente y de la tensién. De la
fig. 193 se ve que

I,R = Ujecos g, (49.17)
y.por eso la formula (49.16) puede representarse como
Pg =12 IR = 1/2 I, U, cos g, (49.18)

donde I, U,, son las amplitudes de la intensidad de la corriente y de la tensién
exterior; p, la diferencia de fases entre la intensidad de la corriente y la tensién
[véase (48.20)] y cos ¢, el factor de potencia, del que depende cuan efectiva es
la transmisién de la potencia desde la fuente de corriente al consumidor.
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- La potencia instantdnea de la corriente continua coincide con la media
[véase (49.2)]. Puesto que en la corriente continua cos ¢ = 1, la férmula (49.18)
puede hacerse idéntica a (27.3) si en lugar de los valores de la amplitud de I,
y U, se usan sus valores efectivos:

Ty=1JVZ, Uuw=UlVZ. (49.19)
Entonces "
Pﬂ' = !“Uﬂcos P. (49.20)

La utilizacién de I, y U, permite examinar la potencia de corriente al-
terna de modo formal como si no hubiese oscilaciones de la potencia. Unica-
mente la presencia de cos ¢ nos recuerda que se trata de la corriente alterna.

Cuando en la electrotecnia se habla de la intensidad de la corriente alterna
¥ la tensidn, se tienen en cuenta sus valores efectivos. Por ejemplo, los amperi-
metros y voltimetros se gradiian, por lo general, respecto a los valores efectivos.
Por esta razén, el valor méximo de la tensién en el circuito de corriente alter-
na es casi una vez y media mayor que el que muestra el voltimetro. Esto se debe
tener presente al calcular los aisladores, al analizar las cuestiones de seguridad,

Factor de potencia. Una de las aplicaciones principales de los circuitos
de corriente alterna es la transmision de la energfa. Por eso &l proyectar las li-
neas de transmisién es necesario tener en cuenta el cos ¢.

Supongamos que en la linea haya sélo una carga activa. Entonces, cos p =
= 1 y la potencia que se transmite a la carga es maxima para [, y U,, prefija-
das. Si en el circuito se conecta una carga reactiva, por ejemplo, una inductan-
cia, ol cos ¢ se hace inferior a la unidad y para asegurar la transmisién se debera
sumentar respectivamente [y U, 08 decir, suministrar una corriente mayor al
consumidor de energia por medio de la linea de transmisién. Ello conduce al
incremento de las pérdidas de energia en calor de Joule en la linea de transmi-
sién. Por eso se tiende siempre a distribuir las cargas de manera que ¢ = 0, 0 sea,
cos g~ 1.

xaminemos, verbigracia, la linea de transmisién para alimentar unabom-
billa (fig. 196) cuando en el circuito se acoplan en serie con la bombilla una induc-
tancia grande y una capacidad variable. Sea en el momento inicial la capaci-
tancia nula (C = o). En este caso para valores de Lo suficientemente grandes
en comparacién con la resistencia.A de la bombilla, el 4ngulo ¢ alcanza valores,
proximos a n/2 y cos @ es muy pequedio. Por eso, incluso si el valor absoluto de:
Ugien el circuito es bastante grande, de la bombilla se desprende una potencia
muy pequefia, por lo que‘arde sin brillo o incluso no arde. Al disminuir la capa-"
cidad C, el factor de potencia crece (el 4ngulo ¢ disminuye, aproximéindose a
cero) y comienza a aumentar el caldeo de la bombilla. La tension efectiva en los
bornes-del generador permanece invariable y la potencia que transmite el gene-
rador ala linea, crece. Asi pues, el aumento del factor de potencia, introduciendo
cargas reactivas que no consumen potencia alguna o, como se llaman, cargas”
desvatadas, en el circuito permite mejorar la eficacia del funcionamiento de la’
linea de transmisién. .
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Motores eléctricos, Una. de .las aplicaciones, méas importantes. de la co-
friénte.eléctrica 63 la transformacién de la energfa que transmu.a &0 8
:cimco que eféctiian los motoros eléetricos., Su funcionamiento::
o.la fuerza de Ampére que actiia sobre el conductor. e :
mngnéﬁco El primer motor eléctrico qua dio origen al empleo dela elec-
idad para producir traha] o, fue eonstruido en 1839 por B. .S..Jacobi (1801

Para aclarar la parte principal del asunto estudiemos el-motor m#s:sencillo
‘dé’corriente continua (fig. 197). La fuente de la fuerza electromotriz constante

F il o ¢
] £
-[ f*'o @ ,-‘ ———ipe
. .
A [
g x
Fig. 196 ~ Fig. 187
Elevacion del factor de potencia Esquema de funcionamiento de

un motor eléctrico elemental

U, 3o conecta al circuito ACDFA. Un conductor rectilineo DC puede deslizarse
a lo largo de los conductores FG y A K. El se encuentra en un campo magnético
homogéneo, cuya induccién estd dirigida hacia arriba respecto al plano del di-
sefio. Cuando la corriente recorre este conductor, sobre él actiia la fuerza de
Lorentz F = IlB. Influido por ella, el conductor se mueve y realiza un trabajo
mecénico, o sea, efectfia la funcién de motor eléctrico.

Examinemos el balance de energias. Al desplazar el conductor a dz, se rea-
liza un trabajo

dd = Fdz = IIB dz (49.21)
¥, por lo tanto, la potencia es igual a
Py = dA/dt = IB, (49.22)

donde
v = dz/dt es la velocidad del conductor.

Por otra parte, al moverse el conductor en el circuito surge una fuerza elec-
tromotriz de induccién

— a0 1B
Boa="g= —2E = —IBy, (49.23)

dirigida contra la fuerza electromotriz exterior que genera las corrientes y efec-
tda el trabajo en superar la accién de la fuerza (49.23). La potencia que gasta
en este caso la fuente de foem exteriores es igual a

Poye = 8™ = — IBul. (49.24a)

23=01444
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La comparacién de {49.24) con (49.22) muestra que foda la potencia que de-
sarrolla el motor eléctrico se abastece por la fuente de fem exteriores. Ademés de laa
potencias 1itiles {49.22), )a fuente de fem exteriores desarrolia una potencia- ]
se gasta para liberar el calor de Joule en la resistencia 6hmica de los cables; pq’g
los que circula la corriente, y en la resistencia interna de la fuente. Designand
por R la resistencia Shmica sumaria de los cables y la resistencia interna di
fuente, obtenemos el siguiente balance de tensiones para un circuito cerrado’{la
primera regla de Kirchhoff):

IR =U, + g™ = U, — 1Bv. {49.24b)
Multipliquemos los dos miembros de dicha igualdad por I: :
I'R = UJd — HBy = Uy — Py, (49.25)

donde se ha hecho uso de la expresién (49.22). Es atil escribir la férmula (49.25)
en definitiva como
Pp=1Uy=I’R + Py, (49.26)

es decir, la potencia que desarrolla la fuente de fem exterior, se gasta en liberar‘
el calor de Joule con una potencia I, R y el trabajo del motor eléctrico de poten-
cia Pp,.

Para la corriente alterna el cdlculo del balance de energias es algo més com-.
plicado, pero la esencia fisica queda siendo la misma.

Motores sincrénicos. Para asegurar la continuidad de funcionamiento del
motor es necesario crear cierto régimen periédico. El circuito més sencillo es
ol que se muestra en la fig. 197, en el que la induccién cambia peribdicamente
con el tiempo.

Después de. que el conductor CD se desplace a cierta distancia a la dereclia
y efectie un trabajo determinado, la direccién de la induccidn se hace inversa;
Para una misma orientacién de la corriente la fuerza F cambia también su direct
cién por la contraria. Después de ello, el conductor se decelera y comienz a
moverse hacia la izquierda, realizando de nuevo un trabajo, etc. En definitiva;
se obtiene un motor eléctrico, cuya parte de funcionamiento (conductor CD}
se mueve de modo sinerénico con un campo magnético exterior variable. Se:
mejante motor se denomina sincrénico. En el circuito indicado se puede, clafo
estd, dejar la induccién constante y cambiar periddicamente la direccién de. li
corriente en el circuito en movimiento. En este caso el movimiento del conductor
va a transcurrir de modo sinerénico, variando la corriente en él. Este motor-é“s
también sinerénico. También se puede cambiar simultineamente de una manera

rrespondiente 1a intensidad de corriente en el conductor: y la inducci
ejecutando de manera sincrénica con ellas un movimiento correspondiente del
conduc!.or CD.

Los motores sincrénicos qua se usan en la téenica, funcionan en principio
de la misma manera que el motor esquemitico. Ademés en la técnica se utilizan
las tres POSlbllldadBS de realizar el motor sin¢rénico. Sin embargo, 1a real as
cién efectiva de estos circuitos, sencillos en lo fundamental, se conleucmnan
con-construcciones bastante complejas. Por regla general se usa el movimiento
giratorio.
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La fig. 198 representa el circuito més simple de funcionamiento. del motor
sinerénico con movimiento rotatorio. En un campo magnético constante se en-
cuentra un cuadro que recorre la. corriente alterna. Las fuerzas de: Lorentz que
acthan sobre los conductores del cuadro, perpendiculares:‘a la induccién ‘del
campo magnético, crean un momento-rotatorio, bajo la.acci6n del cual el-cuadro.
gira. Para que ese, momento actiie todo el tiempo en una misma direccién la fre-
cuencia de rotacién.del cuadro debe ser igual a la frecuencia de la corriente alter-
na que circula por §l, es-decir, debe observarse la condicién de sincronismo. Pue-

Fig. 198 Fig. 199

Circuito de funcionamiento de Esquema de aparicién de mo-

un motor simerénico mento de rotacién en un motor
asinerénico

den realizarse también tales circuitos de los motores cuando la frecuencia de
rotacién del cuadro sea en una cantidad entera de veces inferior a la frecuencia
de la corriente alterna que alimenta el motor eléctrico.

Los defectos principales de los motores sincrénicos son la dificuitad de po-
nerlos en marcha, cuando la frecuencia de rotacién del cuadro se hace sincrénica
con la frecuencia de la corriente alterna y puede desaparecer el sincronismo al
aumentar bruscamente la carga. En la técnica se elaboraron procedimientos para
superar con bastante eficacia dichos defectos.

Motores asinerénicos. El campo magnético que varia segin la ley de la
induccién electromagnética de Faraday crea un campo eléctrico [véase (46.5)].
Si en el conductor existe semejante campo rotacional, surgen las correspondien-
tes corrientes eléctricas, cuya densidad en cada punto del conductor se determi-
na por la ley de Ohm (j = yE). Estas corrientes éstin en interaccién con el
campo magnético. Por consiguiente, el campo magnético alternativo no sélo
crea en el conductor corrientes, sino que actiia sobre ¢é1 con las fuerzas corres-
pondientes.

Imaginémonos que ¢l campo magnético alternativo se origina por los ima-
nes A y C que estén sujetos en un eje y pueden girar alrededor de él bajo la ac-
cidn del momento de fuerzas exterior (fig. 199). El disce D, hecho de un condue-

23+
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tor continuo, se fija también en el eje y puede girar a su alrededor. Al moverse
los imanes, en cada punto del disco D existe un campo magnético alternative y
surge una densidad correspondiente de corriente, sobre la que actda la fuerza
de Ampére por parte del campo magnético. Asi pues, sobre el disco D por parte
de los imanes en rotacién actian fuerzas determinadas. Calculemos el efacto re-
sultante de dichas fuerzas. Segin la ley de Lenz, las corrientes que aparecen en
el conductor merced a la induccién electromagnética de Faraday, tienden a dis-
minuir l1a a¢eidn de los factores que las provocan. En el caso dado el factor que:
provoca las corrientes de induccién en el disco D es el movimiento relative del

ﬁ B,-'Bo;enml
§

1
]
-
Q B,=B,coswi

s L] bl s
Fig. 200 Fig. 201
Esquema de la instalacién para Adicién de dos-oscilaciones ar-
crear un campo magnético gira- ménicas mutuamente perpendi-
torio culares con una diferencia de

fases de n/2

imin y del disco. Por lo tanto, las fuerzas que actian sobre el disco, deben ten-
der a reducir la velocidad respecto al movimiento del imin y del disco. Esto
significa que al disco debe aplicarse un momento de fuerzas que tiende a hacer
girarlo en la misma direccién en que giran los imanes. Por esta razén, el disco
comienza a rotar en direccién del movimiento de los imanes, como si se atrajese
por el campo en rotacién de los imanes. E1 momento de fuerzas existe sélo cuan-
do la velocidad angular de rotacién de los imanes se diferencia de la de rotacién
del disco, o sea, entre el campo magnético en rotacién y el disco existe un «desli-
zamientos. Cuanto menor sea éste; . menor:serd el momento de fuerzas que .actdan
sobre el disco. Por eso, al aumentar la carga sobre el sje del disco,.crece el.¢de-
slizamientos.. Para la velocidad constante de rotacién del campo magnético y
de’su induceion la-velocidad de rotacién del. disco se reduce.

Este mecanismo: de ‘poner-el disco en totacién es la base principal del fun-
cionamiento de. 10§ motores asincrénicos. Pero para que el motor pueda denomi:
narse motor eléctrico, es necesario asegurar la rotacién del campo magnético.sin
usar la transmisién mecénica. Con este fin se usan los imanes eléctricos: fue-se
alimentan-. de corriente . alterna: _ '

Creacién de un campo magnético giratorio. Dos imanes eléctricos. que
originan-campos magnéticos mutuamente perpendiculares (fig. 200), se alimen-
tan'de una-corriente alterna con diferencia de fases m/2. En el cireuito (fig. 200)
esto se logra en gran medida introduciendo en el circuito imanes eléctricos de
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inductancia L y resistencia R. Como resulatdo
de/bllo;-en-el espacio entre.los polos de los ima- -
16880 forman dos campos magnéticos altermati- s
ryasinducciones varfan por una ley armé-
on_diferencia de fases, préxima a n/2, La
le las.inducciones B, 'y B, de estoscampos
es-el" vector B que gira alrededor del punte Fig. 202
'0:(tig. 201). ! i L _ Inducido -en cortocircuito’ de
Sien el espacio entre los imanes (fig. 200) 3¢ un motor ssincrénico
coloca un conductor masivo, por ejemplo, un =
cilindro con el eje de rotacién perpendicular al planc de la figura, en’ el
‘camipo giratorio él girard énla direccién de rotacién del campo. Los procesos
fisicos que transcurren son semejantes a los que se realizan al crear el campo
por medio de imanes permanentes en rotacidén. En lugar de un cilindre conti-
nuo se usa un rotor cortocircuitado (fig. 202).

El campo magnético giratorio es mds c6modo crearlo con ayuda de corriente
Irifdsica, ya que en este caso no se requiere crear artificialmente una diferencia de
fases entre las intensidades de las corrientes que alimenian distintos imanes eléctri-
cos (véase el § 52).

Esta claro que la velocidad de rotacién del motor asincrénico puede variar
coniinuamente, sin estar en alguna relacién miiltipla con la frecuencia de la
corriente de alimentacion, por eso el motor se denomina asincrémico. La posi-
bilidad de variar continuamente la velocidad de rotacién es una de sus ventajas
méis esenciales.

La intensidad de la corriente en los devanados del imén eléctrico depende
del «deslizamientos: cuanto mayor es éste, tanto mayor es la intensidad de la
corriente. Por eso en el momento de puesta en marcha, cuando el deslizamiento
es méximo, por los devanados del motor pasa una corriente muy fuerte que les
puede deteriorar. Para evitar eso, al circuito de alimentacién se introduce un
redstato regulador que se pone en el momento de conexién enuna resistencia bas-
tante grande. A medida de aumentar la frecuencia de rotacién del motor, se re-
duce la resistencia del redstato.

Lo mismo que en el caso de los motores sincrénicos, la ejecucién técnica de
los motores asincrénicos se caracteriza por la gran variedad y no es una tarea
sencilla. No obstante, incluso en las construcciones més complejas los principios
fundamentales permanecen invariables.

Los motores asincronicos pueden funcionar no sélo cuando el campo magné-
tico es giratorio, sino cuando es pulsante. Esto es evidente si se toma en consi-
deracién que el campo pulsante es equivalerite a dos campos que giran en direc-
ciones contrarias. Uno de los campos asegura la rotacién del rotor del motor
asincrénico, mientras que el campo con direccién de rotacién contraria no ejer-
ce, en término medio, influencia alguna sobre la rotacién del rotor.

Adaptacién de la carga al generador. Un generador de corriente alterna
que origina la fuerza electromotriz, posee por si mismo cierta resistencia inter-
na, capacidad e inductancia, es decir, posee una impedancia determinada:

Zg = R; + iX,, 49.27)
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donde R; es la resistencia 6hmica y X, la reactancia que es en si la diferencia
entre la inductancia y la capacitancia. f‘a carga para la que trabaja el generador,
se caracteriza también por la impedancia:

Z, = R¢ + iX., (49.28)
con la particularidad de que la potencia se disipa sélo en la resistencia ¢hmi-
ca R.. En el circuito el generador y la carga se unen en serie, U es la fuerza
electromotriz del generador.

La potencia que se desarrolla en la carga R, conforme a la férmula (49.16), es

P, =1/2 IR, (49.29)

donde I® es el cuadrado de la amplitud de la intensidad de la corriente que
circula por la carga. Basindose en (48.19b), tenemos

|Ug 12 | Ug I®

4 z e = S — .
Ty= I | Zg+2Zc 1% (Rg+ Rc)'-i-(xg-l*xu)' ' (49.30)
Con ayuda de esta ecuacién escribamos la férmula (49.29) asi
| Ug |2 R,

D (49.31).

i -

2 (Ag-t+Re)'+ (Xg+ Xo)* *
Aclaremos para qué condiciones esta potencia es méxima.
Las reactancias X; y X, pueden tomar tanto valores positives, como

negativos. Es obvio que para lograr la potencia méxima en (49.31), es nece-

sario que se cumpla la condicién 3

{ Xt X a0 (49.32)

Eso significa que el factor de potencia debe tener el valor méximo*
(cos @ = 1). Al observar la condicién (49.32), la expresién (49.31) adquiere el
aspecto

1Ug 12 R
P, = 3 o +¢Rc). : {4933}

La potencia cambia al variar la resistencia hmica de la carga, alcanzando
el miximo a condicién P /IR, = 0, es decir, cuando

R.=Rg. . (49.34)

Si se observan las condiciones (49.32) y (49.34), el generador entrega a la
carga la potencia mdzima. Eneste caso se dice que la carga estd adaptada total:
mente al generador. -

" 'Teniendo en_cuenta (49.34), la potencia méxima, disipada por la cargd
del generador, es igual a '

' P 1Ugl* 4 [ 49.35) =

| oméx=""3—~ TF "4} (19:90)

donde (U?) es el cuadrado medio de la amplitud de la tensién del generador.
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Las cuestiones de la adaptacién de la carga al generador tienen gran impor-
tancia en todos los casos cuando se necesita transmitir a la carga una potencia
méxima, Verbigracia, la resistencia de entrada del receptor debe estar adaptada
a_l la resistencia de la antena (generador) y de la linea de transmisién (véase
el § 54). 1 = _

Corrientes de Foucault. Las corrientes de induccién que surgen en los con-
ductores masivos en un campo magnético alternativo, se denominan corrientés de
Foucault. A veces desempefian un papel til, pero en algunas ocasiones; son
nocivas.

Las corrientes de Foucault son dtiles en el rotor del motor asificrénico
que se pone en movimiento por medio de un campo magnético giratorio, ya
que la misma ejecucién del principio de funcionamiento del motor asincrénico
requiere la aparicién de dichas corrientes, Siendo corrientes de conduccién, las
corrientes de Foucault disipan parte de la energia en liberar el calor de Joule.
Dicha pérdida de energia en el rotor del motor asincrénico es infructuosa, pero
hay que conformarse con ella, evitando finicamente el recalentamiento excesivo
del rotor. Pero al mismo tiempo en los niicleos de los imanes eléctricos del
motor asincrénico, hechos por lo general de material ferromagnético, por lo
que son conductores, surgen también las corrientes de Foucault que no tienen
nada que ver con el principio de funcionamiento de los imanes, pero calientan
los nicleos, empeorando con ello sus caracteristicas, Ellas deben eliminarse
como factores perjudiciales. Se eliminan, confeccionando los niicleos en forma
de placas finas, separadas la una de la otra con capas de aislador, con la parti-
cularidad de que se colocan de tal manera que las corrientes de Foucault atravie-
sen las placas. Merced a ello, siendo el grosor de las placas bastante pequeio,
las corrientes de Foucault no pueden desarrollarse y por eso poseen una densi-
dad volumétrica pequefia.

El calor de Joule que desprenden las corrientes de Foucault se aplica con
utilidad durante el calentamiento o incluso la fundicién de los metales, cuando
eso resulta més ventajoso o m4s Gtil en comparacién con otros métodos de calen-
tamiento. Si el metal se calienta usando corriente de frecuencia muy alta, debi-
do al efecto pelicular (véase el § 53), se calienta al rojo sélo la capa superficial
del conductor.

La potencia instanténea que desarrolla la corriente en las inductancias y capacidades,
es de signo variable ¥ en la resistencia, es positiva.

§ 50. Resonancias en el circuito de corriente alterna

Se ezaminan las resonancias en el circuito de corriente alterna y las
propiedades del circuito oscilante.

Resonancia en serie, Examinemos un circuito en el que se conectan en serie
con el generador R, L, C (véase la fig. 192) y determinemos la dependencia del
valor de la amplitud de la intensidad de la corriente I, y la diferencia de fases @
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entre la corriente y la tensién exterior con respecto a la frecuencia. Basdndose
en (48.18) y (48.20), tenemos:

- Ull
b VR Zo—1/@0) 7 ' 04)
tgp= EE:.;T@LQ i (50. 2)

Las gréficas de las dependencias de 7, (») ¥ ¢ (w) se representan en las
flgsf 203 y 204. La intensidad de la corriente /7, alcanza el valor méximo para
a frecuencia

que se denomina frecuencia de resonancia del eircuito. Aqui la amplitud de la
intensidad de la corriente es igual a Uy/R y la diferencia de fases ¢ = 0, o sea,
L

- ——————

It o A
2
Fig. 203 Fig. 204
Dependencia entre }a intensidad Dependencia entte el desfasaje @
de la corriente y la frecuencia v la frecuencia para la resonan-
para la resonancia en serie m en serie

resulta como si el circuito no tuviera ni capacidad, ni inductancia. Con otras
palabras, para esa frecuencia las tensiones en la capacidad e inductancia se
compensan por completo mutuamente, siendo iguales de valor (siempre son con-
trarias segiin la fase). Por eso dicha resonancia se llama también resonancia de
tensién o con més frecuencia, resonancia en serie. E!l diagrama vectorial de la
resonancia en serie se da en Ia fig. 205. Durante la resonancia (® = @,) el c1r—
cuito se comporta como una resistencia puramente 6hmica.

Siipor el circuito circula una corriente de frecuencia constante e, al cam-
biar, ;por ejemplo, la inductancia, I, tiene también un cardcter de resonancia
de'la-variacién. El valor méximo de J, se aleanza para L = 1/(@*C)[véanse (50.1)
¥y (50.3)]. Si se conecta una bombilla en el circuito, su brillo aumenta al apro-
ximarse a la resonancia, alcanzando el méximo en la resonancia, y después
disminuye.

‘Resonancla en paralelo. Examinemos el circuito representado en la fig. 206:
Es obvio‘que la -intensidad de la corriente que circula por el circuito -es
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igual a
AT 1 . = .
Ishi4Ie=U (ggmp +16C) =U-(?ﬁ_%+:mc) =
R B U R : T
=U wror ! mren ["’L“"c(ﬂ"“‘-’"")]- (50:4)

Por consiguiente, para la condicién
oL — o€ (R* 4+ 0*L?) =0 (50.5)

el circuito se comporta como una resistencia puramente Shmica. El désfaéﬁje
entre la tension exterior y la intensidad de la corriente es igual a cero. Al dividir

Biwll e ¢
Ja L,
A L
I e _{:}J‘M—_
Rl =V —
'r.l.
()
lay
] g
wl u
Fig. 205 Fig. 208
Diagrama vectorial de las ten- Circuito cn el que se efectia la
sionea para la resonancia en resonancia en paralele

serie
todos los términos de la ecuacién (50.5) por w?LC, la escribimos en la forma

1 R2

= — oL = —. (50.6)
En la mayoria de los casos importantes en la préctica se observa la con-

dicién wL > R y por eso la solucién de las ecuaciones (50.5) y (50.6) puede

representarse como ) :

o, =1/VLC. (50.7)

Para esta frecuencia de resonancia la impedancia alcanza su valor méximo
y la intensidad de corriente 7, en el circuito, el valor minimo. Sin embargo, las
intengidades de corriente J; y I, en este caso no son minimas. El diagrama
vectorial de las intensidades de corrientes en el circuito se da en la fig. 207.
Al aproximarse a las condiciones de resonancia, el diagrama de corrientes
adquiere la forma mostrada en la fig. 208. Asi pues, dentro del circuito circulan
corrientes mwy grandes en comparacién con las que se suministran a dicho cir-
cuito. La carga dentro del circuito pasa de la capacidad a la inductancia y vice-
versa, o sea, en este circuito tiene lugar la oscilacién de la intensidad de la co-
rriente, Las intensidades de las corrientes en la capacidad e inductancia se encuen-
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tran en resonancia como se ve de la fig. 208. Ellas se compensan mutuamente.
Por eso la propia resonancia se denomina resonancia de corriefite o con més
frecuencia, resonancia en paralelo.

Circuito oscilante. En ambos casos examinados el circuito, mostrado en
la fig. 192, se comporta como un sistema de resonancia que efectda oscilaciones
forzadas bajo la influencia de la fuerza exterior. En 1853 Thomson por primera
vez estudid las oscilaciones de la corriente en un circuito LC. Fue entonces cuan-
do obtuvo la férmula (50.7), llamada posteriormente férmula de Thomson

(T = 2xV LC). Para analizar las oscilaciones de la intengidad de la corriente

Io = iuCl v

/

S F+ fwl

Fig. 207

Diagrama vectorial de las co-
rrientes en el circuito con capa-
cidad e inductancia acopladas

!

- .

lg = iwCl I =U/Niwl)

Fig. 208
Diagrama vectorial de las co-
rrientes parala resonancia en
paralelo

en paralelo

se puede directamente utilizar los resultados de la teoria de las oscilaciones
mecdnicas forzadas de un punto. Con este fin es necesario aclarar qué magni-
tudes en las oscilaciones eléctricas corresponden a la fuerza, desviacién y velo-
cidad para las oscilaciones mecénicas. Escribamos la ecuacién para las oscila-
ciones mecénicas forzadas:

z 4 2yz + ol = Fim, (50.8)

donde z es la desviacién del punto respecto a la posicién de equilibrio; m, su,
masa; F, la fuerza exterior; y = b/(2m), el decremento del amortiguamiento y b,
el coeficiente de friceién. Los puntos significan las derivadas respecto al tiempo.
~_ Ahora transformemos las ecuaciones (48.12) y (48.13) para el circuito
«aléetrico, Tomando én consideracién que 87 = dQ/dt, escribamos (48.12) como

LEL4R X 0=V (50.9)

Al dividir los dos miembros de (50.9) por L, recibimos la ecuacién

0 + (RIL) § + MI(LO)I Q = UIL, (50.40)

semejante & (50.8), El papel de la desviacidn, en el circuito eléctrico lo desem-
peiia.la.carga @ en las placas del condensador, el papel de masa, la inductancia L,

ol papel de fuerza, la fuerza electromotriz U y el papel decoeficiente de friccidn,
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la resistencia Ohmrica A. _I._._g frecuencia de las oscilaciones na_t}lrglm_del cir-,
cuito eb igual a o, = 1/} IC [véase (50.3)l. La intensidad de corriente J =
='dQ/dt desempeiia el papel de velocidad. Dado que para las oscilaciones
mecinicas de un puiito se estudian ‘por lo general su desviacién respecto a la
posicién de equilibrio, la amplitud de las oscilaciones, etc., & ‘analizar las
oscilaciones eléctricas: es cémodo hacer uso de la ecuacibn (50.10), en vez de
(48.43). ‘Ademés;-en lugar de la-carga Q en las placas .del condensador és-Gtil
emplear la-tensi6n :en el condensador (Uy = Q/C). Respecto a esta-magnitud
ia ecuacién (50.10) adgiiere el aspecto I

Ue+ 290 + 00U = 02U, Ty (50.11)

donde vy = R/(2L) y w4 = 'l/'\/ LC. Todas las propiedades de estas oscilaciones
se obtienen mediante una simple comparacién de las magnitudes vy, a,, U, Ug
del circuito oscilante eléctrico con las magnitudes correspondientes que caracte-
rizan las oscilaciones mecinicas del punto. En ausencia de resistencia (R = 0)
la frecuencia de las oscilaciones naturales del circuito es igual a w, = (LC)-*2,
Las oscilaciones son no amortiguadas. En presencia de resistencia Shmica las
oscilaciones se hacen amortiguadas, con la particularidad de que la duracién
del amortiguamiento es igual a

Tam = 1/y = 2L/R. (50.12)

A titulo de frecuencia de las oscilaciones no amortiguadas, en el sentido
convencional usual, se toma la frecuencia

=Y ol —. (50.13)
El decremento logaritmico de amortiguamiento es igual a
8 = y7, (50.14)

donde T = 2xt/w, es el periodo de las oscilaciones naturales.

Las curvas de resonancia de amplitud y de fase son semejantes a las curvas
correspondientes para las oscilaciones mecanicas.

El factor @ se determina por la igualdad

U 1] L { L
Q= E::: = Go:”:—%=f%_=T o (50.15)

donde. U, 4. 8 la amplitud de la tensién en el condensador durante la reso-
nancia; U,, la amplitud de la fem exterior, aplicada al cuircuito. Asi pues, en
un circuito con buen factor Q la amplitud de oscilaciones de tensién en el con-
densador puede ser mucho mayor que la amplitud de la tensién, suministrada
al circuito.

La anchura de la curva de resonancia es

240 = @y/Q = R/L. (50.18)

Recordemos que la anchura 2Aw de la curva de resonancia no se determina
respecto a la amplitud de oscilaciones, sino respecto al cuadrado de la amplitud.
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§ 51. Circuitos con induccién mufua

Se exponen los métodos principales del cdlculo “de los circuitos. Se
examina el funcionamiento del transformador,

Papel de la induecién mutua, Cada uno de los circuitos, recorrido por la co-
rriente alterna, es una funie de un campo magnético alternativo. Segin la ley
de la induccién electromagnética de Faraday, este campo induce en otros cir-
cuitos que se encuentran en dicho campo, fuerzas electromotrices que cambian
la intensidad de la corriente en los mencionados circuites. De esta manera, los
circuitos resultan estar ligados entre s mediante la indiccién eleciromagnética.

Ecuaciones para el sistema de conductores, teniendo en cuenta la auto-
inducci6n e induceién mutua. El flujo magnético total que atraviesa el k-ésimo
circuito se define por la expresién

N
0!\:{21 Ly, {51.1)

que es una generalizacién directa de las férmulas (47.6) y (47.10) para el caso
de muchos circuitos con corriente, basindose en el principio de superposicion.
Aqui Ly es la inductancia del k-ésimo circuito y Ly; para & 5= i es la inductan-
cia ;;mt.ua de los circuitos k-ésimo e i-8simo. La cantidad total de conductores
es .

Para simplificar supongamos que en los circuitos no hay capacidades.
Entonces, teniendo en cuenta la induccién magnética para la intensidad de la
corriente en el k-ésimo circuito obtenemos la ecuacién

Ith = Uh ) dmhﬂ'ldt, (51..2)

donde U, es la fuerza electromotriz exterior en el k-ésimo circuito. Ponien-
do (51.1) en (51.2), obtenemos para definir la intensidad de la corriente en
todos los circuitos, el siguiente sistema de ecuaciones:

N
LR=Up— 3 Lu gt (k=1,2, ..., N). (51.3)
=1

_ Estesistemalineal de ¥ ecuaciones para & incégnitas que son las intensida-
des delas corrientes [, és-completo y, en principio, siempre se puede resolver.
El tinico problema no trivial es la definicién de las inductancias mutuas y las
inductancias de los circuitos. En las ecuaciones (51.3) estas magnitudes se
congideran conocidas.

Caso de dos circuitos. Examinemos como ejemplo el sistema de ecuaciones
para dos circuitos: : '

d
LR =U—(L S +La52) (51.4)

LR =U,— (Lo 32+ 1o 42) | (51.5)



§ 51. Circuitos con induceién mutua 368

donde L, y Ly, son las inductancias de los cir- P ;
cuitos primero y segundo y L,; ¥ Ly, las induc- o =lm —u
tancias mutuas de los circuites.
La solucién sucesiva serd bastante sencilla G ol |#
. I E

si se examina la situacién que se'realiza con una
precisién suficiente en el transformador de co-
rriente alterna (fig. 209). _ o
Transformador. En el transformador existen Fig. 209
dos conductores, devanados en forma de bobinas Transformador
sobre un nicleo cerrado hecho de material con gran )
permeabilidad magnética, merced, & Io cual los flujos de.induccién magnética,
originados por las corrientes que-recorren los conductores, estan concentrados por
completo précticamente dentro del niicleo. Los conductores se demominan
devanados del transformador. El devanado al que se conecta la fuente de fem
co_lxt.?rlores se denomina primario y el devanado al que se la une la carga, secun--
ario. H
Las magnitudes, referentes al primario y* secundario, ss denotan-con los"
indices 1 y 2, respectivamente. Escribamos las ecuaciones (5.2) en la forma:

LR, = U, — d®,/dt, (51.6)
IR, = —a®,/dt, 61.7)

donde R, es la resistencia 6hmica del primario; R,, la suma de las resistencias
6hmicas del secundario y la carga que para simplicidad se considera puramente
Ohmica; @; y ®,, los flujos totales de induccién magnética que abarcan el
. primario y el secundario, respectivamente; U, la fem exterior, suministrada
al primario.
La resistencia R, del primario es bastante pequefia y la caida de tensién
en ella debido a la resistencia 6hmica puede considerarse mucho menor que U/,
es decir, [,gR, <€ U, donde I, y U,, son las amplitudes de la intensidad de
la corriente y de la tension en el primario. Por eso en la relacién (51.6) se puede
menospreciar el producto I,R; en comparacién con U, y escribir como

U, = dd,/dt. (51.8)

En condiciones normales la resistencia 6hmica de la carga es mucho mayor
que la resistencia Shmica del secundario. Por eso R, en (51.7) es igual con gran
precisién a la resistencia de la carga. Por lo tanto, /4R, en el primer miembro
de (51.7) es igual a la tensién U, en los bornes del secundario del transformador.
Por esta razon, (51.7) puede escribirse de la siguiente manera:

Uy = —d®,/dt. (51.9)

Dado que la fem exterior varia segiin la ley arménica [I/, ~ exp Simtll. todas
las magnitudes cambian segin la misma ley. Por lo tanto, d®,/dt = in®,,
d®,/dt = iw®,. Puesto que todo el flujo de induccién magnética estd concen-
trado dentro del nicleo, cada una de las espiras del primario y secundario abarca
un mismo flujo magnético @,. Por lo tanto, los flujos que abarcan el primario
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y secundario, son iguales a
D, = Q Ny, (51.10)
D, = DN, (51.11)
donde N; y N, son la cantidad de espiras del primario y secundario, respecti-
vamente. Teniendo en cuenta (51.10) y (51.11), las ecuaciones (51.8) y (51.9)
toman el aspecto:
U, = ioN,D,, (51.12)
U, = —ioND,. {51.13)

Después de dividir miembro a miembro las ecuaciones (51.12) y (51.13)
y de pasar a los médulos, obtenemos

| U, |/| Uy=N,/N,. " (51.14)
Teniendo en cuenta que | U, | = Uy, | Uy | = Uy, son las amplitudes de

la tensidén en el primario y secundario, escribimos (51.14) en la forma
Ug/Ny = Upo/Na (51.15)

es decir, la amplitud de la tensién en el secundario es tantas veces mayor (menor)
que la amplitud de la tensién en el primario, en cuantas veces el mimero de
espiras del secundario supera (es inferior) a la cantidad de espiras del primario.

Si se menosprecian las pérdidas de energia en el transformador, el prin-
cipio de conservacion de energia tiene el aspecto

LU, =1,U,. (51.16)
Pasando en (51.16) a los mé6dulos, obtenemos a base de (51.15) Ia relacién
TNy = IV, (51.47)

donde I'n e I,a son las ampllt.udea de la intensidad de las corrientes en el pri-
: secundario..

Las f6rmulas (51. 15) y (51.17) describen la ley de transformacién de las
amplitudes de las tensiones y las.intensidades de las corrientes en el trans-
formador. Son vilidas estrictamente para un transformador ideal, en el que no
hay disipam(m del fluja magnético y pérdidas de energia. Para un transfurmador
real se observan con gran ‘precisién.

Diagrama vectorial de la marcha en vacio del transformador. El funciona-
miento del transformador con el secundario abierto es la marcha en vacfo.
Manosprecr.emcs el retardo de la fase del flujo de induccibn magnénca en com-
paracwn con la fase de la intensidad de la corriente en el primario a causa de
cierta inercia de la remagnetizacién del material del nicleo. Este retardo es
.daspremablementa pequefio. Por eso puede considerarse que el flu)o coincide en
fase con la corTiente en el primario, denominada corriente en vacio. La corriente
ei el secundario es nula. De la formula

U™ = —dd/de (51.18)
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se desprende que U™ retarda.en n/2 del flujo Ul g0,
@©. Por esta razén, el -diagrama vectorial de un
transformador en vacio tiéne la forma dada en la
fig: 240: U, es la tensién -exterior, aplicada al
primario; U™, la tensién en el primario como
consecuencia de la autoinduccién; U, la ten-
sién del secundario debida a la induccién mutua;
1y, la intensidad de la corriente en vacio; @,
el flujo en vacio que abarca cada una de las
espiras de los devanados del transformador. Lo yind
mismo que antes prescindimos de las pérdidas de 1
energia y de la disipacién del flujo en el trans-
formador.

Segiin la Iey de la induccibn electromagnética

yafnd

Fig. 210

ma__ _ 99, Dia vectorial del trans-
Or= d: Ny (51.19) fotng:acll?: durante la marcha en
Upt= 42y, (51.200 °°

ya que los flujos totales de induccién que atraviesan el primario y el secun-
dario, son respectivamente iguales a

Dy = DNy, @D, (1.21)

Es necesario tomar en consideracién que la intensidad de la corriente en
vacio es muy pequefia, lo mismo que la resistencia shmica del primario en
comparacién con su inductancia. Por eso (véase la fig. 210)

Uy e UL e UM, (51.22)
es decir,

UMy (51.23)

Dividiendo miembro a miembro las ecuaciones (51.20) y tomando en con-
sideracién (51.23), hallamos

[ UT4 ) U | 2 NLIN,. (51.24)

Diagrama vectorial del transformador cargado. En el transformador cargado
el flujo @y, que abarca cada una de las espiras de los devanados, se origina por
las corrientes tanto del primario como del secundario. La fem de autoinduccién
én el primario debe compensar todo el tiempo Ia tensién exterior, o sea, la
suma de los flujos @™ y O creados por las corrientes del primario y secunda-
rio debe ser aproximadamente igual al flujo @, en vacio, es decir, @, = OV 4
+ @@, Pero eso conduce a que la tensién en el secundario satisfari la con-
dicién (51.24) para el transformador cargado.

Hay que prestar atencién en que los flujos @™ y ®® no son los flujos
totales O, y @, que abarcan el primario y secundario. Los flujos @V y O sop
08 flujos abarcados por una espira de cada uno de los devanados, originados
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en el niicleo por las corrientes I, e I,, respectivamente. Los flujos totales que
abam:a}n el primario y secundarie, son @, = N, (®¥ + O®), O, = N, (OV)+
+ ©@),

La fig. 211 representa el diagrama vectorial del transformador cargado.
Las intensidades de las corrientes I, e I, son considerablemente mayores gue la

Fig. 241 Fig. 212
Diagrama vectorial del trans- Autotransformador
formador cargado

intensidad de la corriente I, en vacio, por eso los flujos @™ y @@, originados
por ellas, son mucho mayores que el flujo @,. Puesto que O 4+ O = @,
(ndimeros complejos),

DO = — PO, | OO | = | DD |, {51.25)
Tomemos en consideracién las igualdades '
QM| =const | I, | Ny, | PP | = const |{,| Ny, (51.26)

que serdn obvias si se tiene en cuenta que O y O™ son flujos, creados por cada
uno de los devanados. Entonces (51.25) adquiere la forma de igualdad

|r1|N1=‘IIa‘Nm {5127)
que es més cidmodo escribirla asi _
Iy M1

T,l‘ M, (51.28)

lo que, como debe de ser, coincide con (51.17). _ A
. Los primeros transformadores. fueron confeccionados por P.N. Yéblochkov
(1847—1894) en 1877 y F.I. Usaguin (1855—1949) o 1882.

Autotransforimador. - El ‘autotransformador, mostradoo en la fig. 242, es
de construceién muy econémica que ayuda a ahorrar los hilos de bobinado. Los
principios fisicos del funcionamiento del autotransformador y las férmulas son
analogos a los examinados més arriba. La diferencia funcional consiste en que
el primario y secundario del autotransformador -se encuentran em contacto
eléctrico entre si ¥ los devanados del tramsformador estin aislados. Por esta
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razén, por ejemplo, las cargas eléctricas estdticas pueden pasar del-primario
del-autotransformador.al secundario y en el transformador eso se excluye. Dichias
peculiaridades de los transformadores 'y-autotransformadores en algunos casos”
se tienen que tomar en consideracibn. SR

. Transformador como elemento del circuito. La intensidad de la corriente
del circuito secundario (fig. 209) .

' I, = U,/R. (51.29)

- Teniendo en cuenta que I, N, = I,N,, UiJ/N; = U4/N;, de (51.29) obte-

. nemos ; w .
~—F:-I!W—-R- N: i (51.30)

Por lo tanto, la resistencia en el secundario del transformador se repre-
senta por parte de la entrada mediante la resistencia efectiva

R,,=%=(%-T)’R. (54.31)

Ello significa que el transformador puede utilizarse para la adaptacién de lg
fuente de potencia a la carga con el fin de obtener el mézimo rendimiento energético

Fig. 213
Esquema de un trapsformador real

[véase (49.34)]. Verbigracia, con su ayuda puede adaptarse la gran resistencia
interna del amplificador a la pequefia resistencia del altavoz. Las impedancias
complejas se transforman de la misma manera que (51.31).

Transformador real. De (51.31) se ve que un transformador ideal por parte
del primario se presenta simplements en forma de una resistencia pura. La
inductancia del primario no se manifiesta de ninguna manera, lo que estd
condicionado por la aniquilacién mutua de los flujos magnéticos, originados
por las corrientes en el primario y secundario, es decir, el transformador en el
circuito participa como un convertidor de la resistencia efectiva que no posee
inductancia propia.

i relaciones citadas son vilidas para un transformador ideal. El trans-
formador real posee tanto inductancia, como capacidad. Su circuito equiva-
lente se da en la fig, 243. Las inductancias L, y L, de primario y secundario
estin determinadas por la disipacién del flujo magnético, debido a la cual no
hay compensacién completa de los flujos magnéticos, creados por las corrientes
del primario y secundario. Las resistencias R, y R, son resistencias hmicas
24=044ds
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de los conductores de los devanados. La inductancia L, en el primario se deter-
mina por el flujo magnético, correspondiente a la corriente en vacfo en el pri-
mario. Las capacidades C, y C, en los devanados surgen a causa del acopla-
miento capacitivo entre las espiras de los conductores de dichos devanados.

Del circuito equivalente del transformador concluye que a frecuencias muy
bajas, el transformador cesa de funcionar porque la inductancia wL, se hace
muy pequefia y la mayor parte de la corriente pasa a través de la inductancia L.
A frecuencias suficientemente grandes, el transformador tampoce funciona, ya
que la corriente circula principalmente por la capacidad C,, pasando de largo
las espiras del transformador. En la caracteristica técnica del transformador se
indican siempre los limites de su funcionamiento normal

. _iCuéles son las condiciones fisicas de la ejecucién de las resonancias en paralelo y en

serie?
_ ¢Qué relacién existe entre los pardmetros que caracterizan un circuito oscilante con
resistencia, capacidad e inductancia, y los pardmetros de un sistema oscilante mecdnico con

friecién?
Cual es el sentido fisico de las condiciones de adaptacién de la carga al gemerador?

numérense los casos cuando las corrientes de Foucault desempefian un papel atil
¥ cuando son indeseables,
¢Por qué el nicleo del autotransformador debe ser cerrado? -

: ?‘I,Cuﬁles son las ventajas principales y los defectos de los motores sincrénicos y asincrd-
nicos
iCual es el papel del «patinajes en el motor asincrénico? ¢De qué depende?
iCémo debe conectarse el transformador para efectuar la adaptacién del generador y la
carga si la resistencia de la carga es muy pequeidia?

;En qué se diferencia un transformador real del ideal?

§ 52. Corriente frifésica

Se describen los fendmenos fisicos principales en los circuitos de co-
‘rriente trifdsica.

Déﬁni;'ﬂ&n.- La 'cﬁrr'ienta que se examiné hasta shora se caracterizaba por la
amplitud- y fase y'se llamaba monofésica. EI conjunto de tres corrientes mono-
fasicas iguales, desfasadas una respecto a la otra en un tercio de perfodo, se

denomina’ * corriente ‘trifdsica. :

" “Obtenelén de’la corriente trifésiea.’ Examinemos un generador de corriente
alterna con tres.devanados aislados, en los que se gemera corriente y que se
- encuentran bajo-un 4ngulo. de 120° uno-con respecto a otro (fig.'214). El campo
magnético giratorio que surge como’ consecuencia de la rotacién de un imin
permanente, origina en-los“devanados del. generador tensiones iguales, pero
en_ desfasaje: - :

U, = U, sen wf, U, = U, sen (wt + 2n/3), Us = U, sen (0f — 27/3). (52.1)
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Los devanados del generador es c6modo mostrarlos en forma esquemética.
de la fig. 215.

Conexién en estrella de los devanados del generador. Si los tres devanados
del generador se usan sin unirlos entre sf, el generador:de corriente trifdsica se
convierte simplemente en un conjunto de tres generadores aislados de'corrients’
monofédsica y no contiene ningunos elementos nuevos. Por ejemplo;. para trans-
mitir la energia eléctrica al consumidor se requieren tres. pares de.hilos..

Pero ;ui“?os devanados se unen entre si de una manera determinada, -la
corriente trifisica manifiesta propiedades especificas ‘que son ‘muy dtiles-para
las aplicaciones técnicas. Existen dos tipos de acoplamiento de los devanades
del generador: la conexién en estrella y en delta.

“\" : }
v,
Fig. 214 Fig. 25
Generador de corriente trifisica Representacién esquemdtica de

los devanados del generador de
corriente trifasica

EI circuito de conexidén en estrella y el diagrama vectorial de las tensiones
en los devanados se muestran en la fig. 216 a, 4. En este caso existe un punto
comiin O del mismo potencial. La tensién en cada uno de los devanados se
denomina de fage. E]l conductor, unido con el punto comin de potencial comin,
se llama peutro. Los conductores, unidos con los exteremos libres de los devana-
dos se denominan hilos de fase. Asi pues, las tensiones de fase son tensiones entre
los hilos neutro y de fase, La tensién entre los hilos de fase se 1lama lineal. Del
diagrama vectorial se ve que las amplitudes de Uy, y U, de las tensiones de
fase y lineales estdn en la siguiente relacién:

Ugpy=2Uysen 60° =0, V3. (52.2)

En particular, si Uy = 127 V, U, = 220 V. La corriente I; que circula
por los devanados se llama de fase, mientras que la corriente I; que circula por
la linea, se denomina corriente de linea. Durante la conexién en estrella las
corrientes de fase son iguales a las de lineas (I, = I)). Si a cada uno de los
devanados se le conecta una misma carga R, la intensidad sumaria de la co-

24w
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rriente a través del hilo neutro es nula, puesto que

L L+ L=t O 4+0,+0) =0, L 523)
ya que del diagrama vectorial se ve que ; U,=0.

La conexién en estrella de los devanados del generador permite utilizar
para la transmisién de energia en lugar de seis hilos, sélo cuatro, lo que repre-
senta una gran ventaja.

s)

Fig. 216
Conexién en estrella de los devanados del gemerador trifésico
{a); diagrama vectorial correspondiente de temsiones (3)

Conexién en delta de los devanados del generador. El circuito de semejante
conexién y el diagrama vectorial se dan en la fig. 217 @, b. En este case Uy =

£

Fig. 217
Conexiﬂn en delta de los devanados del generador trifésico (a);
diagrama vectorial correspondiente -de temsiones. (5)

= U,. Basindose en el diagrama vectorial de las corrientes (fig. 218), halla-
‘mos. para las mismas cargas de las fases: _

Iy = 2T c0830°=Io V3. (52.4)

Iyt I+ Iy =1 (52.5)

. Al conectar en. delta los devanados del generador sin carga, la corriente

de cierre en los devanados estd ausente. Pero eso es correcto sblo para el primer

arménico, Las corrientes de los arménicos superiores que .se excitan sie gra
debido a las .oscilaciones no lineales, estdn presentes en los devanados.
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eso ;oi devanados de los generadoras potentes, por regla general, no se conectan
en delta.

Conexién de las cargas. Las cargas pueden conectarse entre. si también en”
estrella y en delta y luego unirlas' a un genérador trafésico, cuyos devanados’
estdn acoplados entre sf én estrella o en delta. Asf, existen cuatro poa:b:lldadea
de unir el generador con las cargas (figs. 249—222).

ada una de-esas conexiones tiene sus peculiaridades.

Durante la conexién estrella—estrella (fig. 219) en todas las cargas Bxl.ste

distinta tensi6n. Siendo las cargas aproximadamente iguales ¥ 'conforme

ta

&

Fig. 218 Fig. 219

Diagrama vectorial de las co- Conexién estrella — estrella
rrientes durante la conexién en

delta de los devanados

a {52.3), la intensidad de corriente en el hilo neutro es muy pequefia. A pesar de
ello, no se puede presindir de dicho hilo, ya que sin é] sobre cada uno de los

pares de carga actdia una tensién lineal U, = Uy,V3 que se distribuye entre

LA WAVAYAES

Fig. 220 221 222
Conexién estrella — tridn- Conumn tridngule — trian- Cnne:nfm trifngulo — es-
gulo gulo trella

las cargas de acuerdo con sus resistencias. En cambio, semejante dependencia
de las tensiones respecto a las cargas es inadmisible. Por eso es necesario con-
servar siempre el hile neutro, sin introducirle fusibles,

Durante la conexién estrella— tridngulo (fig. 220) sobre cada carga actiia
una tensién lireal U, = U, )/ 3 independientemente de la resistencia de la
carga.
En el caso de conexidn tridngulo — tridngulo (fig. 221) sobre todas las car-
gas actlia una tensién de fase independientemente de la resistencia de las cargas.

Durante la conexién trifngulo — estrella (fig. 222) la tensién en cada

carga es igual a U/} 3.
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Obtenci6n de un campo magnético giratorio. Si a los devanados del gene-
rador (véase la fig. 214) se les suministra una corriente trifdsica, en el espacio
entre ellos surge un campo magnético giratorio, correspondiente al campo del
imén giratorio que genera la corriente, Si en lugar del imén se coloca un rotor
cortocircuitado, éste empieza-a girar, es decir, el generador funcionard como
motor asincrénico. Asi pues, al wutilizar la corriente trifdsica, la construccion
de lps motores eléctricos se simplifica considerablemente, 16 que representa una
gran ventaja,

El primero en obtener el campo magnético giratorio con ayuda de la co-
rriente trifdsica fue M. 0. Dolivo-Dobrovolski (1862—1918). En 1889 el confec-
ciond el primer motor asincrénico y luego realizé la transmisién de la energia
eléctrica mediante la corriente trifisica a gran distancia. La corriente trifisica
aseguré una aplicacién efectiva y amplia de la corriente en la técnica.

¢Cuéles son las ventajas principales al emplear la corriente trifisica en comparacitn
con la monofésica?

Trécense los esquemas de conexién de las cargas y los generadores en estrella y en delta,
asimismo enumérense las relaciones entre las tensiones y corrientes lineales y de fase.

§ 53. Efecto pelicular

Se analizan el cuadro fisico de la aparicion y la teoria elementgl del
efecto pelicular y sus consecuencias. Se da el concepto sobre el efecto
pelicular andmalo.

Esencia del fenémeno. La corriente constante se distribuye uniformemente
por la seccién transversal del conductor rectilineo. Pare la corriente alterna
merced a la interaccitn de induccibn de diversos elementos de la corriente entre sf,
transcurre la redistribucién de la densidad de la corriente por la seccién trans-
versal del conductor, debido a lo cual la corriente se concenira principalmente en la
cape superficial del conductor. La concentraci6n de la corriente alterna en las
inmediaciones de la superficie del conductor se denomina efecto pelicular.
Cuadro' isico de la aparicién. Examinemos un conductor cilindrico por
.el cual circula corriente (fig. 223). Alrededor del conductor con corriente existe
agnético, cuyas lineas de fuerza son circunferencias concéntricas.con
enire eje dal conductor. Como consecuencia del aumento de la intensidad
de‘la corriente, crece la induccién del campo magnético, mientras que la forma
de'las lineas de fuerza permanece.siendo la misma. Por eso en cada punto dentro
del conductor la derivada 8B/t esté orientada a lo largo de la tangente respecto
a la linea de induccién de! campe ‘magnético y, por lo tanto, las lineas dB/dt
son también circunferencias que coinciden con las lineas de¢ induccién del cam-
po magnético. El campo magnético variable, segiin la ley de la induccifn

electromagnética =
rot 'E = — dB/&t (83.1)
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~crea un campo inducido eléctrico, cuyas lineas de fuerza son en si curvas cerradas
-alrededor de la linea de induccién del campo magnético (fig. 223). El vector de

intensidad del campo inducido en las regiones mds prézimas al eje del conductor
esté dirigido en sentido contrario al vector de la intensidad del campo. eléctrico

‘que crea la corriente, y en las regiones mds alejadas, coincide con él. Como con~
secuencia, la dénsidad de la corriente disminuye en las regiones prézimas al eje
-y aumenta cerca de la superficie del conductor, o sea, surge el efecto pelicular.

o

)

"
\\@&\

= — "
e '% —_—ix
Fig. 223 Fig. 224
Cuadro fisico de la aparicién del Efecto pelicular en un conductor
efecto pelicular infinito con frontera plana

Teoria elemental. Ante todo es necesario obtener la ecuacién que describa
el efecto pelicular. Partimos de la ecuacién de Maxwell:

rot B = pj (53.2)

y la ecuacién (53.1). Sustituyendo la expresién para j segin la ley de Ohm
en (53.2)

j=+E (53.3)

y diferenciando los dos miembros de la ecuacién obtenida con relacién al tiempo,
hallamos

, 9B IE
rot “r =M (3.9
o teniendo en cuenta (53.1)
—rotrot E=pyo-. (53.5)
Dado que
rot rot E = grad div E — V’E (53.6)
y div E = 0, en definitiva tenemos
VE=y 2. (53.7)

"Para simplificar la solucién de esta ecuacién supongamos que la corriente
circula por un conductor homogéneo infinito que ocupa el semiespacio )}1 >0
a lo largo del eje X (fig. 224). La superficie del conductor es el plano ¥ = 0.
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De esta manera,
Js =1z £), fv=l= 0, (53-8)
E.=E.(y,t), Ey=E,=0. (63.9)

Entonces [véase (53.7)]
SE E
75.:,.9_"3‘;, (53.10)
Ya que todas las magnitudes en (53.10) dependen arménicamente de t,
puede suponerse que
E. (@, t) = Eq () o', (53.41)

Después de sustituir (53.11) en (53.10) y reducir los dos miembros de la
ecuacién por exp (iwt), obtenemos la ecuaciébn para E, (y): 4

&Fe = typoE,, (53.12)
La solucién general de la ecuacién (93.12) es asi:
Ey = Ao~V + AoV, (53.13)
Teniendo en cuenta que %,
k=Y hpo=a{l+4), a=Vyop2, (53.14)
hallamos
Eqy () = Aje-ove-iav | 4, evveiov, (53.15)

Al alejarse de la superficie del conductor (y— oc), el segundo sumando en
(53.15) crece ilimitadamente, lo que es inadmisible desde el punto de vista
fisico. Por consiguiente, en (53.15) A, == 0 y a titulo de solucién fisicamente
accesible queda sélo el primer sumando. Entonces, la solucién del problema,
teniendo en cuenta (53.11), tiene la forma

E,(z, t)= Ae-wvghot-av), (53.16)

Tomando la parte real de esta expresién y pasando con ayuda de la rela-
cién j = yE a la densidad de la corriente, obtenemos

: Jx (s t) = yA,07% cos {of — ay). 6347

Tomando en.consideracion que j. (0, 0) = j, es la aniplitud de la densidad

-de la corriente en la superficie del conductor, llegamos a la siguiente distribu-
¢ién-de la densidad volumétrica de la corriente en el conductor:

j= (g, ) = joo~% cos (0t — ay). (53.18)

Grosor de la capa superficial de corriente. La densidad volumétrica de
corriente es'mdxima cerca de la superficie del conductor. Al alejarse de la super-
ficie, disminuye y auna distancia A = 1/ se hace e veces menor. Por eso practi-
camente toda la corriente estd concentrada en una capa A denominada grosor
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de la capa superficial de corriente. Baséndose en (53.14), éste es
A = [2/(ypw)*/, (53,19)

Es obv:o que a una frécuencia bastante alta w, el grosor de la capa siper-
ficial de corriente 11:v1mde ser muy pequeﬁo Por ejemplo, para un huancunductor
tipo cobre y = 107Q*! X m-'y para © = 10%s*! él grosor es A = 4mm. _S:. la.
frecuencia aumenta 100 veces, hasta el valér o = 10° 8=2;:el grosor-de’ 1a 1
superficial de corriente dismintiye 10 vecés (A == 0,4 mm) Eso significa’,
para una frecuencia bastante alta en conductores no muy finos toda 1a’corri
‘circula {inicamente:én una parte pequeﬂa de 1a.seccibn transversal dal ©
en la proximidad de su superficie. Por esta razén, nada cambia si se'retira ol
material conductor de la regi6n cilindrica dentro del conductor, dejando sélo
su envoltura cilindrica de un grosor igual a la capa superficial de corriente. Si
el conductor es bastante grueso y la frecuencia no muy alta, la corriente circula
por toda la seccién transversal, disminuyendo un poco s6lo hacia su eje. Por
elemplo, para la corriente técmf;.s de 50 Hz de frecuencia el efecto pelicular en
los conductores ordinarios se mgnifiesta débilmente.

Dependencia entre la resistencia 6hmica del conductor y la frecuencia.
Puesto que el drea efectiva de la seccién transversal que recorre la corriente,
disminuye al aumentar la frecuencia, la resistencia del conductor crece al elevar
la frecuencia.

Dependencia entre la inductancia del conductor y la frecuencia. La energia
del campo magnético que recorre la corriente, es igual a

= 1/2 LI*. (53.20),

Si la corriente circula por un cilindro vacio, el campo fuera de éste es el mis-
mo que origina la corriente que circula por un cilindro continuo y en la cavi-
dad del cilindro no hay campo. Por eso la energia del campo de una corriente
que recorre un cilindro vacio, es inferior a la energia del campo de la misma
corriente que circula por un cilindro continuo. Esto significa gque debido al efecto
pelicular, %a energia del campo magnético W, disminuye. De aqui, baséndose
en (53.20), se desprende que al aumentar la frecuencia, la inductancia de los
conductores disminuye

Temple de los metales con corrientes de alta frecuencia. Merced al efecto
pelicular, a frecuencias altas el calor de Joule se libera principalmente en la
capa superficial. Eso permite calentar al rojo el conductor en una capa superfi-
cial fina sin variar esencialmente la temperatura de las regiones internas. Dicho
fenémeno se utiliza en la industria para el temple de los metales que es un méto-
do muy importante desde el punto de vista tecnolégico.

Efecto pelicular anémalo. El mecanismo de aparicién del efecto pelicular
expuesto supone que en su movimiento el electrén pierde continuamente la
energia para superar la resistencia 6hmica del conductor, debido a lo cual
sucede la liberacién del calor de Joule.

Esté claro que semejante idealizacién es posible s6lo cuando el movimiento
de los electrones transcurre en las zonas, cuyas dimensiones lineales son mucho
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mayores que la longitud media del recorrido libre del electrén entre las colisio-
nes con 1os dtomos de la substancia. Por esta razén, la teorfa ezpuesta es vilida
uinicamente para la condicién de que el grosor de la capa superficial de corriente
sea mucho mayor que la longitud media del movimiento libre del electrén. Semejante
relacién entre ellos se observa en limites bastante amplios. Por ejemplo, in-
cluso a una fracuencia de 10 GHz y temperatura de 300 K, el grosor de la capa
superficial de corriente en el cobre es igual aproximadamente a 1 pm, v la
longitud del recorrido libre es de unos 0,01 pm. No obstante, a temperatura
muy baja, la situacién cambia bruscamente, ya que la conductividad aumenta in-
tensamente y, por tanto, crece la longitud de recorrido y libre y disminuye el grosor
de la capa superficial de corriente. Verbigracia, ala temperaturz del helio liquido
{4,2 K), la conductividad del cobre puro aumenta aproximadamente 10* de veces.
Eso conduce al incremente de la longitud media del recorrido libre de los electro-
nes en 10 de veces y & la disminucién del grosor de la capa superficial de co-
rrients en Y 10* = 10° veces. Asi pues, lalongitud de recorrido libre y el grosor de
la capa superficial se hacen iguales, respectivamente, a 100 y 0,01 pm. Para
estas condiciones el mecanismo que conduce a la formacién del efecto pelicular,
ya no actiia. El grosor efectivo de la capa en que se concentra la corriente, varfa.
Este fendmeno recibe el nombre de efecto pelicular anémalo.

En condiciones del efecto pelicular anémalo en los limites de una capa
superficial normal de corriente durante todo el recorrido libre pueden moverse
s6lo los electrones, cuyas velocidades son casi paralelas a la superficie del con-
ductor. Todos los demés electrones durante el movimiento libre tienen tiempo
de abandonar la capa superficial ¢normal» de corriente y cambiar considerable-
mente la direccién de movimiento. Debido a eso, disminuye la conductividad del
material y cambia el grosor «anémalo» efectivo A’ de la capa superficial de co-
rriente. Para que se pueda estimar aproximadamente, puede considerarse que
una parte de los electrones tiene el orden de A’/l respecto al niimero de electrones
que realizarfan la conductividad en los margenes del efecto ‘pelicular normals
(I es la longitud media del recorrido libre de los electrones). La disminucién de
esta parte conduce a la reduccién de la conductividad que se tiene en cuenta
con una sustitucién aproximada en las férmulas y— By (A’/l), donde f es un
coeficiente numérico del orden de la unidad. Haciendo esta sustitucién en la
férmula (53.19), hallamos
: A" = [2{(pypw)/t3. (53.24)

Merced: a:la interaceién induclda de distintos elementos de
alterna tiene ;:':5" 1a redistribucién de.la-densidad de corriente
conductor, debi

‘conductor.

la iente, en la corriente
redistribucion. -pot 1a seccibn transversal del
0.a lo cual Ja corriente se-concentra principalmente en la capa superticial del

~ {En qué consiste la causa fisica de la dependencia de la resistencia e inductancia del
conductor respecto a la frecuencia de la corriente alterna?
_ ¢Para cuales condiciones surge el efecto pelicular?
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§ 54. Cuadripolos

Se ézponen la terminologia y los conceptos principales de la teoria de
los cuadripolos.

Delinicién. Se llama cuadripolo a un circuito eléctrico con: dos: terminales, de
éntrada -y dos de salida, por. el qué se'transmite-la energia eléctrica. Suirépresenta-
ci6n simbélica se muestra en la fig:-225. Como ‘ejemplos de cuadripolos pueden
citarse los convertidotes de Jas.amplitudes de oscilaciones, los filtros de frecuen-
cias, los transformadores, etc. Se necesita encontrar la relacién entre las tensio-
nes y las intensidades de-las corrientes en'la salida -y entradadel:cuadripolo..
Si en éste no hay fuentes de enérgia, se denomina red pasiva, si-estdn:presente,:
cuadripolo activo. Se supone que la, intensidad de la corriente que sale del ter-
minal 2 es igual a la intensidad de la corriente que entra en'el terminal I y de
manera aniloga, que 1a intensidad de la corriente que sale del terminal 3 es
igual a la intensidad de la corriente que entra en el terminal 4.

Ecuaciones. Sea que en el cuadripolo hayan circuitos independientes.
Entonces para ellos pueden formarse n ecuaciones para las corrientes de contorno
tipo (48.27):

n = i) n
‘Ziz,,l,mU,, }_3123.:,=._.U,, ‘Elzk,f,=o k=3, 4 ..., n).  (54.1)

El signo menos en la segunda de las ecuaciones (54.1) en U, aparecié debido
a que al escribir estas ecuaciones para la direccién elegida del recorrido positivo
de la tensién, U; y U, pasan en direcciones contrarias (véase la fig. 225). La
solucién de este sistema de ecuaciones es:

s 2
(54.2)

A A
I3= _‘;’ Ui._ ;‘ Uzv

donde A y A;; son el determinante y los complementos correspondientes del
sistema de ecuaciones (54.1). Por consiguiente, entre las intensidades de las
corrientes y las tensiones de la red pasiva existen dependencias lineales tipo
(54.2), que es mas cémodo escribirlas asi:

I, = BuU1 + By,U,, ..‘r‘l..:.:._ .._1:—2—'.'.
I, = By U, + By,U,. (54.3) lv, 10,
Los coeficientes B,; tienen la dimensién de -Tvz' f a7
1

las conductancias. Por eso (54.3) se denominan
ecuaciones del cuadripolo con coeficientes en forma wig 205
de conductancias. Cuadripolo
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No es dificil resolver las ecuaciones (54.3) respecto a las tensiones:
Uy = Al + Agll,,
Uy = Anl) + 43,1, (54.4)

donde los coeficientes 4,; tienen la dimensién de resistencias (impedancias).
Las ecuaciones (54.4) se llaman ecuaciones del cuadripolo con coeficientes en
forma de resistencias,
Teorema de la reciprocidad. Dado que los coeficientes z;, para la red pasiva
en las ecuaciones (94.1) son simétricos véase (48.30):
Zy =2y (54.5)

puede mostrarse que los coeficientes 4,; en (54.4) son en este caso también
simétricos: ;
A= Ay (54.6)

De aqui se desprende que
(Uy I, =0 = (U I )1, =0, (54.7)

es decir, la tensién de salida en el par abierto de terminales para la intensidad
prefijada de la corriente de entrada no cambia si los terminales de entrada y de
salida del cuadripolo se cambian de lugar (teorema de la reciprocidad para la
red pasiva).

Resistencia de cuadripolo. La resistencia A,, se denomina resistencia
recfproca del cuadripolo, puesto que para el circuito abierto de salida (I, = 0)
de la segunda ecuacién de (54.4) se desprende que

A =TI, (54.8a)
Para esta misma condicién la primera ecuacién de (54.4) nos ofrece:
Ay, = U/, {(54.8b)

Esto significa que A,, es la resistencia de entrada del cuadripolo para el
circuito abierto de salida. El mismo sentido tienen los coeficientes 4,, ¥ Ay,
de acuerdo con el teorema de la reciprocidad.

Cuadripolos elementales. Aplicado las ecuaciones (54.3) y (58.4), la tensidn
¥ la intensidad de la corriente en la entrada del cuadripolo pueden relacionarse
con las mismas magnitudes en la salida:

Uy=DyulUs; + Dyolay 11 = Dyl + D,J,, (54-9)

donde Dy, se expresan fécilmente por medio de By; ¥ 4A;; que entran en las
ecuaciones (54.3) y (54.4); el coeficiente D,, tiene la dimensidén de resistencia,
D,,, de conductividad y los coeficientes D,; y D,, son adimensionales.

" El cuadripolo se denomina simétrico longitudinal si al cambiar de lugar los
terminales de entrada y de salida, la intensidad de las corrientes y la tensién en los
circuitos, acoplados g los terminales, no varfan. Partiendo de la posibilidad de
semejante cambio con ayuda de (54.9), obtenemos para los cuadripolos simé-
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tricos

Dy = D,,. (54. 1.0)

Los cuadripolos (circuitos) simétricos elementales en 5 .y en T se. muestran
en las figs. 226 y 227 y los asimétricos, en las flgs. 228 y 229, Los coeficientes
D,j para el cuadripolo se pueden hallar con mis facilidad aplicando el método
de las corrientes de contorno. Para eso'se compone un sistema de ecuaciones
-y luego se excluyen las intensidades de las corrientes-de contorno para los cir-

72 272
z
Y/2 y/2 ¥
. 228 Fig. 227
Cuadn o simétrico-longitudi- Circuito en T simétrico longi-
nal en forma de pi tudinal
Z
= Z, 2y
-
Fig. 228 Fig. 229
Circuito en pi asimétrico Circuito en T asimétrico

cuitos internos. Las dos ecuaciones restantes, en las que participan Uy, Uj e I},
I, se transforman a la forma (54.9) y, comparindola con (54.9), se obtienen
inmediatamente los' coeficientes Dy.

Para el circuito en pi simétrico longitudinal (fig. 226) hallamos:

Dy =1 +42Y/2, Dyy=2, Dy=Y (1 + 2Z¥/4). (54.11)
Para el circuito en T simétrico longitudinal (fig. 227) tenemos:
Dy =1+42VI2, Dyy=2{ +2¥i4), Dy =Y. (54.12)
Comprobando directamente, nos cercioramos de que
D%, — D,,D,, =1, (54.43)

es decir, el determinante de los coeficientes de transformacién (54.9) es igual
a la unidad para los circuitos en pi y en T simétricos longitudinales.

Las expresiones de los coeficientes para los circuitos asimétricos son mds
complejos y por eso aqui no se citan.

Resistencias de entrada y de salida. Para un cuadripolo éstas se determinan
como relaciones entre las tensiones y las intensidades de corriente correspon-
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dientes:
Zon = U1, Zgyy = U,lI,. (54.14)
Teniendo en cuenta las ecuaciones (54.10)—(54.13), de (54.9) hallamos
Z = Zsa1+D1a/Dyy (54_15)

" 1 Zea1Ds/Du1’

Asf pues, el cuadripolo transforma la resistencia de salida en resistencia de
entrada. Al cortocircuitar la salida (Zg, = 0), la resistencia de entrada del
cuadripolo es igual a

Zy en = Dy3/Dyy (54.16)
y para la salida abierta (Z,, = co), se determina por la expresién
Zwea = DulDyy. (54.17)

Relacién de transferencia. La transformacién de las tensiones y las inten-
sidades de las corrientes se caracteriza por la relacién entre sus valores en la
salida y los valores en la entrada. De manera andloga a (54.15), obtenemos:

Uﬁ‘;UI. == me(szu + Dya), f54-18)
I = 1Dy + ZeaiDy)- (54.19)
Si el cuadripolo funciona sin transformar las resistencias, es decir, cuende

las resistencias de entrada y de salida son iguales, se dice que la resistencia de salide
se adapta al sistema. Poniendo el valor de la resistencia en (54.15)

zx = zgu - zaaln {5420)
hallamos su valor
Z,= VD;szzl- (54.21)

Esta magnitud se llama impedancia caracteristica (de onda) del cuadripolo.
Por lo tanto, el cuadripolo estd adaptado a la linea de transmisién si sus resis-
tencias de entrada y de salida son iguales a la impedancia caracteristica. En
este caso las relaciones (54.18) y (54.19) toman el aspecto:

URU’. =1/ (Dn + VDszi)- (54.22)
L1 =1(Dy +V DDyy). (54.23)
Con ayuda de la relacién
ch g =Dy (54.24)
determinemos la relacién de transferencia g. Entonces, basindose en (54.13),
obtenemos
‘shg=Vehig—1=Y DpDy. (54.25)
.Haciendo uso de las ecuaciones (54.24) y (54.25), transformemos las férmu-
las (54.22) y- (54.23) asi
U, = Uo7, (54.26)

I, =1I,e% ’ (54.27)
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Sefialemos que las expresiones (54.26) y (54.27) son vilidas sélo en con-
diciones de una adaptacién total. Al no haber adaptacién, es necesario utilizar
las ‘férmulas (54.18) ¥ (54.19).

Aplicando la relacién de transferencia y la impedancia caracteristica, las
férmulas (54.18) y (54. 19) pueden representarse de la siguiente manera:

UyUy = Zy(Zon1 h g + Z sh g), (54.28)
IfIy = Z, (Zxych g + Zga sh g)- (54.29) -

Lo mismo que todas las magmtudee en las formulas {54 26)—(54. 29), la-'-.
relacién de transferencia en una magnitud compleja:

g =a + ip. (54.30)

Como se ve de las ecuaciones (54.26) y (54.27) en las condiciones de adap-
taciép la parte real de la relacién de transferencia determina la variacién de las
emplitudes de la tensién y de las intensidades de las corrientes en la salida del
cuadripolo en comparacién con sus valores de entrada, mientras que la parte
imaginaria, la variacion de las fases. La parte real de la relacién de transferen-
cia, es simplemente, el logaritmo de la refacién entre las amplitudes:

a = In (U,/U). (54.21)

Dado que g es funcién de la frecuencia, cuando por el cuedripolo pasa la seiial
que incluye en st muchas frecuencias, su composicién espectral y, por lo tanto, la
forma vartan. El cardcter de la variacién del espectro de fase y de frecuencia
puede hallarse mediante las férmulas obtenidas en el prasenta parrafo.

§ 55. Filtros

Se describen el principio de funcionamiento y las propiedades de los
filtros.

Delmicién. Se denomina filtro el dispositivo q - varia la amplitud de
oscilaciones en funcién de su frecuencia. Si el fil! se confecciona en forma
deé un cuadripolo, la relacién de transferen- /2 (r2

cia debe cambiar esencialmente con la fre-
cuencia,

Filtro de paso bajo. Examinemos el cuadri-
polo en T representado en la fig. 230. Compa- T
réndolo con la fig. 227, se ve que en las férmulas
obtenidas es necesario hacer:

Fig. 230
2 =iel, Y =ioC. ((55.4) Filtro de paso bajo

4
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La impedancia caracteristica, a base de (54.24) y (54.11), es igual a
Z . ZY I P
Z= Y 3 YV 1+ =Y/ L Y-, (55.2)
Para la relacién de transferencia g [véase (54.24)] teniendo en cuenta (54.11),

hallamos
chg =1 — *LC/2. (55.3)

Teniendo presente para g su expresién (54.30), escribamos de nuevo la ecua-
<¢ién (59.3) como

ch{ez+ if) =chacosp+t+ishasen p =1— *LC/2, (55.4)

de donde
chacos p=1— w?LC/2, (55.5)
shazsen fp =0. (55.6)
La ecuacién (56.1) tiene las siguientes soluciones:
B=nn (©=01,2 ..), {55.7)

para las cuales cos f = + 1. En cambio, ¢l coseno hiperbélico es siempre mayor
o igual a la unidad, o sea, ch @ 2> 1. Por eso de (55.5) se desprende que cos f =
= — 1 y puede considerarse que P = n. Para estas condiciones la ecuacién
{55.5) adquiere el aspecto

1 4 cha = WILC/2. (55.8)
Dado que cha > 1, (55.8) tiene solucién sélo para frecuencias bastante altas
0= o (55.9)

donde
@, =2/ IC (55.10)

ez la frecuencia }imite. Teniendo en cuenta (55.9) y partiendo de la ecuacibn
(55.2), sacamos la conclusién de que la impedancia caracteristica es un nimero
puramente imaginario:

Zu=t YV EYEE = y/E ]/%'-‘_:1 (55.11)

La parte real de la relacién de transferencia se determina de la ecuacién
(55.8). Se ve que al crecer la frecuencia, ella aumenta ripidamente. Pero eso
significa (basdndose en (54.26) y (54.27)) que las amplitudes de oscilaciones en
1a salida del cuadripolo para w>> w; disminuyen con rapidez al aumentar la
frecuencia.

La otra solucién de la ecuacién (55.6) tiene la forma:

she=0,a=0 (55.12)
Entonces la ecuacién (55.5) tiene el aspecto
cos p =1 — o® LC/2. (65.13
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Ella tiene golucién iinicamente para cos > — 1, es decir, para las fre-

cuencias

oo, =2/VIC, (55.14).
puralascuales la primera solucién no daba resultados. La impedancia caracterfs-
tica en este caso es rea.l

«=VIIC Y T—¥al. (55.15)
Puesto que aqui & = 0 las frecuernicias @ <C w; se' dejan - pasar sin‘atorti-

guarse segiin la amplitud. En cambio, existe el defasaje que depende de la frecuen-
¢ia y que se determina por la ecuacién (55.13).

v,
|1
€/2 cr2
_._i }.———.
1\
i L
—
(1] Wi w
Fig. 231 . FlF, 232
gs;acteristica del filtro de paso iltro de paso alto
ajo
by
v,
| L/2 L/2 L/2 L/2 L2 L/2
¢ 4 c
! T I T

Fig. 233 FiF. 234
Clamcterialicn del filtro de paso Filtro en escala de eslabones en T
alto

La dependencia entre la amplitud de oscilaciones en la salida y la amplitud
en la entrada se expone en la fig. 231. El cuadripolo en cuestion es en si un fil-
tro que deja pasar las frecuencias bajas, inferiores a cierta frecuencia limite ;.
Las frecuencias que superan la frecuencia limite se amortiguan ripidamente. Pa-
ra frecuencias mucho mayores que la limite, dicho filtro funciona como un obtu-
rador. La zona de frecuencias © <C »; se denomina banda pasante.

Filtro de paso alto. El cuadripolo, mostrado en la fig. 232, se calcula de
la misma manera que el caso anterior y funciona como un filtro de paso alto con
una caracteristica (respuesta) de frecuencia que se da en la fig. 233.

Cadena de filtros. Si a los terminales de salida del cuadripolo mostrado
en la fig. 230, se conectan los terminales de entrada de semejante cuadripolo y
se continfia ese proceso, se obtiene el cuadripolo representado en la fig. 234.

2501444
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Para estudiarlo, pueden aplicarse los mismos métodos, No obstante, también
sin un célculo detallado se pueden aclarar sus propiedades fundamentales, ya
que las células sucesivas de las que consta, tienen las mismas impedancias ca-
racteristicas y funcionan en modo de adaptacién para cada frecuencia dada. La
frecuencia limite de todas las células es igual. Por tanto, ese cuadripolo tendri
la misma banda pasante © << w, y el amortiguamiento de las frecuencias w >
= o, serd maés intenso. La caracteristica de frecuencia tiene el aspecto semejan-
te a la fig. 231, pero con un decrecimiento més abrupto para w > w, (fig. 235).

|7
U, "-r cl 2 “'I

&
a

| L/i N &

“Iimmin  “1im.mdx

0 @lim

Fig. 235 Fig, 236 Fig. 237
Caracteristica del filtro en Caracteristica del filtro de Filtro de banda
escala de eslabones en T banda

Filtro de banda. Se llama filtro de banda al que deja posar s6lo la banda de
frecuencias enire cierta frecuencia mdzima y cierta frecuencia minima:

O min S O K ©1,méx. (55.16)

Su respuesta de frecuencia se muestra en la fig. 236.

En principio, semejante filtro puede confeccionarse en forma de sucesidn de
filtros de paso alto y de paso bajo. El filtro de pase alto debe eliminar todas las
frecuencias, inferiores a @ n, ¥ dejar pasar las frecuencias altas, mientras que
el.de paso bajo debe dejar pasar todas las frecuencias, inferiores a @) max y eli-
minar todas las demés que superen ) max.

En cambio, en la practica por lo general se utilizan circuitos mas complica~
dos (véase, por ejemplo, la fig. 237). Este filtro es también un cuadripolo y pue-
de estudiarse por los mismos métodos.

§ 56. Betatrén

S:e":exami_nan el principio de funcionamiento del betatrén y los conceptos
principales de la teorfa de la estabilidad del movimienio de los electro-
nes en él. Se analiza el limite de energias que puede alcanzarse en el
betatrén.

Destinaelén. El betatron es un ejemplo de dispositivo en el que el campo eléc-
trico giratorio inducido actia sobre los electrones libres en el vacfo. Esté desti-
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‘nado. para acelerar los electrones hasta-energias
muy ‘elevadas del orden de varias centenas de
‘megaelectrén-voltios. Las pérdidas de energia en
la radiacién de-deceleracién que surge a causa
del movimiento de los electrones con aceleracién
por orbitales: circulares, impiden la aceleracién
hasta energias més considerables. E1 mecanismo
de aceleracién, usado en-el betatrdn, no esti en
condicién de compensar dichas pérdidas y el
ciclo de aceleracidén cesa.

Principio de funcionamiento. La idea princi-
pal es elegir tales condiciones para las que el Fig. 238
electrén en un campo magnético creciente Se pr, “deducir la condicion de
acelere por medio del campo eléctrico giratorio betatrén
y al mismo tiempo se retemga por el campo mag-
nético en la orbital circular de radio constante.

Resulta que semefante condicién es realizable y se denomina condicién
de betatrén.

Condici6én de betatrén. Escribamos la ecuacién del movimiento del electrén
por una circunferencia de radio constante en un campo magnético creciente con-
siderando que semejante movimiento es posible. La solucién nos ofrece las con-
diciones para las que dicho movimiento puede efectuarse,

Designemos por r, el radio de la érbita; p, el impulso del electrén, dirigido
todo el tiempo por la tangente respecto a la orbital circular (fig. 238). Para de-
finir la intensidad del campo eléctrico en la 6rbita la ley de la induccién
electromagnética nos da la ecuacién

2nrgE =~ — dd/dl. (56.1)

Por otra parte, la ecuaciéon del movimiento tiene la forma
dp/dt = eE. (96.2)

De las férmulas (56.1) y (56.2) se deduce que

AV ldt = ——= = (56.3)

Dado que r, = const, los dos miembros de la ecuacién pueden integrarse
respecto a t desde 0 hasta t:

Pt — po = — le/(2nr )] (@, — ), (56.4)

donde los indices ¢ y O significan el valor de las magnitudes correspondientes en
el momento de tiempo ¢ y en el momento inicial £ = 0. La ecuacién de Newton
para la aceleracién centripeta se escribe como

mvtr, = — evB, {56.5)
25+
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donde m es la masa relativista. De 1a ecuacidn (56.5) se desprende que p = mv =
= — eBr,. Entonces [véase (56.4)]
' 1 [ @ @

B—By= E.J,;'-...Tﬁ) ; (56.6)

Puesto que el vector de induccién B estd dirigido perpendicularmente al
plano de la 6rbita y el flujo de induccién magnética es igual a

O= E B.dS (56.7)

{S = mr} es el frea limitada por la 6rbita),
@/ (ard) = (B) (56.8)
os la induccién media del campo en el srea § que abarca la érbita. Considerando

que en el momento inicial el campo esté ausente (B, = 0, ®, = 0), de la fér-
mula (56.6) teniendo en cuenta (56.8), hallamos

B, = 1/2 (By). (56.9)

Esto es la condici6n de betatrén: la induccidn magnética en la 6rbita de eleciro-
nes es igual a la mitad de la magnitud de la induccién magnética media que abarca

F
| FF cp
i nec
_ i Feo
0 fg- r
Fig. 239 Fig. 240 y
Esquema del betatrén Para deducir la condicién de

estabilidad radial de-los electro-
nes en el betatrdn

la érbita. Por consiguiente, es necesario hacer que la induccion del campo mag-
nético sea decreciente desde el centro hacia la érbita segin cualquier ley a cau-
sa-de que se cumpla la condicién (56.9). Para ello es indispensable elegir de una
manéra correspondiente la forma de los polos de los imanes electromagnéticos
que originan el campo magnético (fig. 239). Ya que para la forma prefijada de
los polos-de los imanes, el aspecto de las lineas de fuerza no depende de la inten-
sidad de la-corriente y dé la induccién del campo magnético, la condicién (56.9)
resulta cuniplida para cualquier intensidad de la corriente en el imin eléctrico,
Péro eso significa gue -no- es riecesario preocuparse de la ley de variacion de la in-
tensidad de la corriente. La Ginica cuestién que queda en blanco es'la estabilidad
del movimiento; si por cualesquiera causas el electrén deja de mdverse estricta-
mente por la circunferencia de radio ry, ¢surgirdn las fuerzas que tienden a man-
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tenerlo en el régimen de aceleracién en las pro-
ximidades de la circunferencia o perdera la acele-
racién y desaparecera.
"~ Existen dos posibilidades de desviacién' del -
electrén de la drbita: o bien segin el radio,
o bien segin la vertical del plano de su movi-
miento. )
Estabilidad radial. La induccién del campo Fig. 241

magnético en la zona de la orbita se acostum- E,"L‘;fﬁ,‘:,iﬁid“ii‘i‘i,’;’}‘_:d‘;}“m‘fﬁ

bra a presentar como vimiento de los electrones en el
B = const/r" (56.40) Detatba

y caracterizar la velocidad de su variacién por la magnitud n. La fuerza centri-
peta Fi*°, necesaria para asegurar que el electrén se mueve por una circunfe-
rencia de radio r, ¥ la fuerza centripeta F, que surge realmente a la misma dis-
tancia r respecto al centro, se dan por las expresiones

F2* = mur = AJr,
F.=evB = AJr, (56.11)

donde A, y A, son constantes (v = const). Las graficas de estas magnitudes pa-
ra n>1y 0<n<1se muestran en la fig. 240. Para r = r, se cumple la
igualdad (56.6) y se realiza el movimiento por la circunferencia de radio r,.
Si por alguna causa surge un desplazamiento del electrén er un radio r > ry,
para n > 1 la fuerza centripeta F, << F{*. Esto significa que aparecen facto-
res que tienden a apartar el electrén de la érbita de radio ry. Poreso paran > 1
el movimiento resulta ser inestable. Para n <C 1 la fuerza centripeta F, > F¢™
y aparecen factores que tienden a hacer regresar el electrdn a la drbita de radio
rg, debido a lo cual se logra la estabilidad radial. El examen del caso r <<r,
conduce a la misma conclusion. Por consiguiente, la condicién de la estabilidad
radial del movimiento tiene el aspecto

0<n<1. (56.12)

Estabilidad vertical. Se asegura siempre durante el decrecimiento de la
induccién del campo magnético hacia la periferia (n > 0), puesto que en este
caso las lineas de fuerza son convexas hacia afuera (fig. 241) y al desviarse el
electrdn respecto a su plano surge la componente de la fuerza de Lorentz que
tiende a volverlo al plano (lig. 241). Asi pues, al cumplirse la condicion (56.12),
se asegura también la estabilidad vertical del movimiento, o sea, la désigualdad
giﬁ :12) es la condicibn general de lo estabilidad del movimienio del electron en el

tatron.

Oscilaciones de betatrén. Para pequefias desviaciones respecto a la érbita
de equilibrio (r = r) los electrones efectian cerca de ella unas oscilaciones ar-
moénicas pequefias tanto en direccién radial, como en direccién vertical. Estas
oscilaciones se denominan de betatrén. Su amplitud determina la seccién de
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la cimara anular de vacio en la que se realiza el movimiento del electrén. Por
lo general, las dimensiones lineales de la seccién transversal de dicha cdmara son
aproximadamente un 5% del radio de la érbita.

Limite de energias que se logran en el betatrén. Como ya se ha dicho, ese
limite se determina por las pérdidas de energia de los electrones en la radiacion
de deceleracidn (véase el capitulo 10). En la préictica en los betatrones se pueden
obtener energias maximas que no superan 300 MeV.

; Expliquense los procesos fisicos que son la base de la accitn de los filtros de pasos bajo
y alto,
iCufll ea la estructura del filtro de banda?

Problemas

8.1, Caleular la inductancia de la seccién de longitud I de una linea bifilar, menospreciando
la inductancia interior de los hilos. Los radios de los hilos son los mismos e iguales a r,
la distancia entre ellos es igual a d. ;

8.2. Por un conductor cilindrico circular infinito y recto circula una corriente de densidad {
El conductor posee una cavidad cilindrica de seccidn circular. Los ejes del cilindre y la
cavidad son paralelos (véase la fig. 98). Hallar la induccién del campo magnético dentro
de la cavidad (u = p,). Indicacién: véase el problema 2.9.

8.3. Existe un solenoide muy largo con densidad de devanado de n espiras por 1 m de lon-
gitud. El drea de la seccién transversal del solenoide es S. A través del devanado del
solenoide circula una corriente de intensidad I. Por las dos partes del solenoide se
iotroducen barras de hierro muy largas que poseen una permeabilidad magnética u.
Las barras se entran p. as d te al devanado del solenoide. Entre las
barras dentro del solenoide existe un espacio muy dimiauto. Determinar la fuerza con

ue las barras se atraen.

8.4. El imin eléctrico en U posee un devanado de n-ésl:iras. El érea de la seccién trans-
versal, la longitud, la permeabilidad magnética del material del imén y la distancia
entre 1os polos son, respectivamente, §, I, p y d. La intensidad de la corriente que
circula por el devanado del iméin es . A los polos del imén se ha aglicndo una franja
del mismo material y con la misma seccién transversal que el iman. Determinar [a
fuerza con que la [ranja se atrae al imdn. .

8.5. Una barra metilica horizontal gira alrededor de un eje vertical que pasa a la distancia
1/k de su longitud respecto a uno de sus extremos, con una frecuencia v. La longitud
de la barra es igual a . Determinar la diferencia de potencial entre los extremos de la
barra si ella gira en un campo magnético homogéneo vertical con induccién B. Consid
rar que k=3 I=12m; v=06 3"y B =102 T,

8.6. Entre los polos redondos de un imén eléctrico grande que se alimenta de corriente
alterna con frecuencia v = 1 kHz, se forma un campo magnético que varia de manera
sinusoidal con el tiempo y posee una amplitud de induccién By, = 0,5 T. Considerando

e el campo magnético es homogéneo, determinar la intensidad méxima del campo
eléctrico en el espacio entre los polos del imdn-a-la distancia » = 0,1 m del centro,
8.7.;-Un.solenoide.de radio.b com n espiras, cerrado-en si mismo;.gira con una velociddd

. angular o alrédedor-del didmetro de-una de las espiras en un campo magnético homn%i_.—
S ok Inducolbe 1, E1 Al dg rotacibn es perpendicular al vector de induccién. La

‘tesistencia e inductancia-del solenoide son R y 'L, respectivamente. Determinar la

- ‘intensidad de la.cofriente :que circula por ¢l solenoide, como’ funcién del tiempo.

8.8.:- Un anillo superconductor que puede. moverse sélo;en sentido vertical, yace en-la mesa
sobre una espira del conductor. A través de la espira del conductor comienza a-circular
una corriente de ‘intensidad /. Como consecuencia de eso, el anillo superconductor se
levanta. La induceién mutua de'la espira y el anillo, elevado a una altura z, es igual
a 'Lf;-(:g. La: inductancia- del anillo superconductor es'Ly,, la masa del anillo,.m, y la
_;ced acién de caida libre, g. Determinar la altura.h, a la-que se levanta el anillo super-

conductor.
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8.10.

8.1t.
8.12.
§.13.
8.14.

8.16.

8.17.

8.18.

Betatrén 381

A través de una bpbina A, se deja pasar una corriente de: intensidad [, 'sen wt. En/la
bobina A, se-induce la correspondiente intensidad ‘de’ corriente.. Las inductancias e
inductancia mutua son iguales a L,; Ly ¥ L,y La resistencia de la-hohina 4 'es Ry.
Sea &; cierta coordenada generalizada que caracteriza la -posicién de la.'bobins 4,.
E-_!al‘liar lga fuerza media generalizada F; que est4 relacionada con la coordenada gedera-.
izada £, - : . o S

En el plano yacen un conductor rectilineo infinitamente largo y un conductor en for-
ma de cierta circunferencia de radio a (fig. 242). La distancia entre’el centro del con-
ductor anular hasta el del rectilineo es igual a d. Hallar la induccién mutua.

Z
{ )
Al
°| alro X
Fig. 242 Fig. 243
Disposicién mutua de las co- Cable con diafragma mévil

rrientes circular y directa que
estdn en interaccién

Los conductores circular y rectilineo, descritos en el problema 8.10, son recorridos por
corrientes de intensidades I, e [,. ;Qué fuerza actita sobre el conductor anular?
Hallar la induccién mutua del devanado de un torcide (fig. 195) y de un conductor
rectilineo de longitud infinita que coincide con el eje axial de simetria del toroide.
Hallar la inductancia del devanado del toroide de una seccién circular de radio r y
con n espiras. El radio mayor del toroide es igual a R. )

Un cable coaxial, cuyo alma y envoltura tienen una conductibilidad infinita y los
radios son ry y rp, esta cortocircuitado mediante un diafragma mévil (fig. 243). Hallar
lda fuerza q‘liledej?'ce sobre el diafragma mdévil cuando por el cable circula una corriente

e iniensida

. Un cilindro vacio de radio :f y un conductor cilindrico, coaxial con él, de radio r|

3ue posee una conductibilidad muy elevada, se sumergen en un magnético liquido con-
uctor con una permeabilidad magnética p y una

densidad de masa p (fig. 244). El circuito es reco-
rrido por una corriente de intensidad 7. Hallar la
altura a la que sube el magnético liguido en el
cilindro.

Un cilindro dieléctrico de radio @ gira alrededor de
su eje con una velocidad angular w, paralelamente
a la cual estd dirigido el vector de induccién B de
un cam?n magnético continue. Hallar la polariza-
ciébn del cilindro y la densidad superficial de la
carga ligada. La constante dieléctrica de la subs-
tancia del cilindro es igual a e.

i
Un disco conductor fino con conductividad y se

encuentra en un campo magnético alternativo, /5//

cuya induccién es B = Bcos(wt - @) y esta

dm%lda perpendicularmente al plano del disco.

Hallar la densidad de las corrientes de Foucault

inducidas en el disco. Fig. 244

Hallar la inductancia del devanado de un toroide Arrastre del magnético hacia
de n espiras de seccién cuadrada con lado e. El el espacio entre los conductores
radio mayor del toroide es igual a R. coaxiales con corriente
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8.19. Un bucle redondo de radio a gira alrededor de su didmetro con una velocidad angular
constante ® en un campo magnético homogéneo de induccibén B. Su resistencia bmica
es R y el eje de rotacion es perpendicular a B. Hallar la intensidad de la corriente [ (f),
el momento de las fuerzas que frenan la rotacién del cuadro M (1) y la potencia me-
dia {P) que se gasta en mantener constante la velocidad angular de rotacién del cua-
dro. A titulo de punnto de referencia 1=0 témese el momento en que el plano del bucle
es perpendic a B. i

8.20. La seccién’de un circuito consta de dos tubos cilindrices coaxiales de radios a, ¥ a,
(as > a;) 3’ de longitud I, En uno de los extremos los tubos se unen mediante una placa

lana conductora, Hallar la inductancia de la seccidn del circuito.

8.24. Dos espiras de alambre circulares planas cerradas de radios s, y a, yacen en un plano
a una SEstancia d la una de la otra. Considerando que la distancia 4 s bastante grande

que se puede hacer uso de la aproximacitn dipolar, hallar Ja inductancia mutua de
os circuitos.

8.22. La induccién magnética B, entre los polos paralelos planos de un imdn eléctrico puede
considerarse constante y homogénea. En el espacio entre los polos se introduce una
glnr.a de 4rea S hecha de material paramagnético con susceptibilidad magnética }p.

us superficies son paralelas a las superficies de los polos del imén eléctrico. Hallar
la fuerza ?ue actiia sobre la placa. &

8.23. Hallar la fuerza radial que actia sobre el toroide, cuyos datos se citan en el proble-
ma 8.13, sl por 4l circula una corriente de intensidad 7.

8.24. Dos circuitos idénvicos con inductancias L = L,; = L,, se encuentran de tal manera
que su inductancia mutua L{$’ = 0. Los circuitos son recorridos por corrientes super-
conductoras de intensidad I,. Después de eso cambia la pesicién reciproca de los cir-
cuitos, como consecuencia de lo cual su inductancia mutua se hace igual a L,,. Hallar
la intensidad de corrientes en el estado final.

8.25. Un circuito eléctrico consta de cuatro nudos. Tres de ellos coinciden con los vértices
de un tri o equildteo y el cuarto, con su centro (el punto de interseccién de las
medlanas o isectru:eﬁ. Entre los vértices del tridngulo las capacidades de las seccio-
nes son iguales a € (K = 0, L = 0) y entre los vértices del tridngulo y su centro se
conectan inductancias L (R = 0, C = 0). Hallar la frecuencia de resonancia del sistema.

Respuestas
wiey 8 = =5 =) e Y
84. L=ty 82 B=(po/2) | X 7. 8.3, F =5 ni Bk F= s X

1
x-::T i3 85, U=nvit—~—2 B—01 B. 8.6. E=Bywr/2=156 V/m. 8.7. I=nbBo X

k
X (Rt Ly sen (w4 qo). 8.8, h=-p- %Tin' (L OF—(Lis (). 89. Fy=
T30LyLyy oL —
?",—_,_.;‘,-;_,%-ﬁ-:-'— 840.  Li=po @@=V FE=d). 841, Fp=—pfilaX

1) 842, Lyp= Bt 1 (rafrs). 813, L=pgnt (R—V BP=7). B.44. F=

P23

In (rafry). 845 h= %m%%—’! 8.16. P=(e—g,) Bur, Oy1g= (e—&g) Bua.

1

m o
8.47. §=(1/2) yoBo X rsen(at+g).  8.18. L=._Wz“‘“l‘.m.(_§:;j_:%). 8.49. ()=

ET’%E'_F sen (wt—@), tg@=wL/R; M ()= —-?’f;;__——% sen ot gen (wf — G}
(P) = —%- IiR= % % R. 8.20. L=[pel/(21)] In (3s/a1). B8.21. Lys = ponalal/(4d8).

8.22, F=1ypSBE/[21s (1 .. 8.23. F=p 00 (R/V RE—r—1). 8.24 I=IoL{L+Ly;)
8.25. m¢=x(§;,c;ﬂ!=p'( Fxp) tol?n? (RIV ) i 18,



CAPITULO 9

Ondas electromagnéticas

El campo magnético variable engendra un campo eléctrico va
que, & Su vez, origina el campo magnético. variable que,-a §
engendra -él. campo. eléctrico variable, etc.. En. definitiva,’
los campos magnético.y eléctrico, enlazados entre si, que co
la onda electromagnético, Esta se “desprende” de las cargas y co-
rrientes que la originan. El procedimiento"de la existéncia de-la-
onda electromagnética hace imposible su inmovilidad en el espacio
y la constancia de las intensidades de sus campos con el tiempo.

§ '57. Corriente de desplazamiento

Se examinag el contenido fisico de la corriente de desplazamiento. Se
realiza la consideracién de la corriente de desplazamiento en las ecua-
ciones de Mazwell.

Esencia del proceso. La corriente continua no recorre el circuito con conden-
sador, mientras que la corriente alterna s{. La intensidad de la corriente casies-
tacionaria de conduccién en todos los elementos, acoplados en serie, del circui-
to s la misma. En el condensador no puede existir la corriente de conduccién,
relacionada con el movimiento de los electrones, ya que las armaduras del con-
densador estin separadas por un dieléctrico. Por esta razén, es necesario sacar
la conclusién de que en el condensador transcurre cierto proceso que como si
cerrara la corriente de conduccién, es decir, en cierto sentido garantiza el inter-
¢ambio de carga entre las armaduras del condensador sin transferir la carga en-
tre ellas, Dicho proceso se denomina corriente de desplazamiento.

Examinemos un circuito dé corriente alterna que posee un condensador pla-
no (fig. 245). Entre las armaduras del condensador existe un campo eléctrico
con intensidad E = 8/¢, donde § es la densidad de la carga en la armadura y e,
la constante dieléctrica de la substancia entre las armaduras. E] desplazamiento
eléctrico entre las armaduras del condensador

esigual a D = § = Q/S, donde Qesla cargaen L

cada una de las armaduras y S, el érea de la 1

armadura. La intensidad de la corriente en el a0

circuito es / = dQ/gt. De aqui se desprende que -~ BC; T
S I, (57.1) s} L. |t

o sea, el proceso que cierra la corriente de con- pip 245
duccién en el circuito es la variacién del despla- Corriente de desplazamiento
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zamiento eléctrico entre las armaduras del condensador, con la particula-
ridad de que en la férmula (57.1) la magnitud I se da con el indice «des»
(«desplazamientor), para mostrar que no es la corriente de conduccién la que
existe entre las armaduras, a pesar de que / = [I4,,. La densidad de corriente
de desplazamiento en el espacic entre las armaduras es igual a jae, = Jgeo/ S =
= ¢D/dt. Teniendo en cuenta que la direccién de jges en cada punto entre las
armaduras del condensador plano coincide con la direccién de dD/dt, en lugar
de (57.1) puede escribirse la siguiente relacién diferencial:

joes = ID/BL. (57.2)

Partiendo del caracter local de esta relacién es de esperar su independencia
del modelo no local (el condensador plano), en cuyos mérgenes se obtiene.En
efecto, es asi. La formula (57.2) determina la densidad volumétrica de la corrien-
te de desplazamiento i, En 1864 Maxwell enuncié tedricamente el postula-
do sobre la existencia de la corriente de desplazamiento. En lo sucesivo otros
cientificos lo demostraron experimentalmente.

cPor qué la velocidad de variacién del vector de desplazamiento se deno-
mina densidad de corriente? La igualdad matematica de por si misma de la
magnitud SaD/dt que caracteriza el proceso entre las armaduras del condensador,
y las intensidades de las corrientes de conduccidn fuera de las armaduras del con-
densador, es decir, la ignaldad de dos magnitudes, pertenecientes a distintas
zonas del espacio y que poseen distinta naturaleza fisica, no contiene en gene-
ral, ninguna ley fisica. Por eso sélo formalmente se puede denominar «corriente»
a la expresion S 3D/dt. Para que este nombre adquiera sentido fisico; és necesa-
rio demostrar que SAD/dt posee las propiedades mas caracteristicas de la co-
rriente, a pesar de que no representa el movimiento de las cargas eléctricas como
la corriente de conduceién. La propiedad principal de la corriente de conduccién
es su capacidad de engendar el campo magnético. Por eso, la cuestidn decisiva es
de si origina la corriente de desplazamiento un campo magnético como lo engendra
la corriente de conduccién, o si mejor dicho, origina la magnitud (57.2) un campo
magnético, semejante al que érea la densidad volumétrica de la corriente de conduc-
cidn, igual a ella. Mazwell dio una respuesta afirmativa.

La verificacién experimental de la correccién de esta respuesta consiste
en lo siguiente. Seglin la ley de la corriente total, la circulacién del vector B
por el contorno que-abarca la corriente, es igual a p,. La circulacién puede me-
dirse con ayuda. de la espiral de Rogowski. Desplazandola a lo largo'del contor-
_ no, vemos que la circulacién no varia incluse entonces cuando la espiral de Ro-
gowski 1a abarca el condensador. Péro eso significa precisamente que la corrien<
te de'deésplazamiento origina en el condensador un campo magnético, semejante
al que crea la correspondiente corriente de conduceién. No obstante, 1a afirma-
¢ién maés obvia de quela corriente de desplazamiento origina un campo magné-
tico es la existencia de las ondas electromagnéticas. De no crear la corriente de

desplazamiento un campo magnético, no podrian existir las ondas electromagné-
ticas. i :
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Ecuacién de Maxwell con corriente de desplazamiento. La generacién del
campo magnético por medio de la corriente de conduccién se describe mediante

la ecuacidn ) :
. rot H = j. (57.3)

Teniendo en cuenta la creacién del campo mediante la corriente de desplaza-
miento, es necesario generalizar dicha ecuacién asf
rot H = 4+ J4es B YO

Entonces, tomsndo en consideracién (57.2), obtenemos definitivamenta
la ecuacién

rot H= j4-dD/ét, (57.9)

que es una de las ecuaciones de Maxwell.

Naturaleza relativista de la corriente de desplazamiento. Al transformar
los campos de un sistoma de coordenadas a otro, los campos eléctrico y magné-
tico se determinan mutuamente (véase el § 11). Si en cierto sistoma de coorde-
nadas existe un campo magnético heterogéneo, en el otro sistema de coordenadas
dicho campo es alternativo respecto al tiempo y al mjsmo tiempo aparece el
campo eléctrico. Pero esto es precisamente lo que testimonia el hecho de que el
campo eléctrico alternativo engendra el campo magnético, No obstante, de aqui
no se desprende que la creacién del campo magnético mediante el campo eléc-
trico alternativo no es un nueve fendmeno fundamental en la fisica de la elec-
tricidad y el magnetismo. Aqui la situaci6n es semejante a la que fue examina-
da con detalle en los §§ 45, 46 con relacién a la induccién electromagnética.
La originacién del campo magnético por el campo elécirico alternativo es un fené-
meno fundamental de la naturaleza.

La igualdad formal de la corriente de desplazamiento en el condensador y la corriente
de conduceién en los hilos, conectados a sus armaduras, no contiene ninguna ley fisica, La
nueva ley fisica consiste en que la corrlente de desplazamiento crea un campo magnético,
igual que el que origina la corriente de conducelén, correspondiente a ella,

Ejemplo 57.1. Entre las armaduras de un condensador plane hay dos capas de material

Ee es débil conductor y poses las conductividades v, y v, y las constantes dieléctricas €, y &q.
s grosores de las capas son respectivamente iguales a ay

¥ ag ([ig. 246). Las dreas de las armaduras del condensador
son &, Investigar el proceso de establecimlento de la inten-
sidad de la corriente en el circuito si en el momentot =0 =y
@ las armaduras del condensador se les aplica una diferencia
de potencial constante U, Exzaminar los procesos que sur-
gen al desconectar el circuito y al poner en derivacién la
fuente de fem exteriores,

Al conectar la tensién, en la superficie de separa-
cién de las capas no puede surgir instantineamente la 3
carga superficial. Por eso inicialmente el sistema en cues- +
tiém se comporta como si la conductividad de la substan- Fig. 248
cia entre las placas fuese nula, es decir, se comporta Condensador plano de dos ca-
como un condensador ideal. Por esta razén, en el espacio pas de fuga
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entre las placas aparece el desplazamiento
D = g E, = 8;,E,, {57.6)

donde E, y E, son las intensidades del campo eléctrico en la primera y segunda capas, Tes-
pectivamente. Ya que la diferencia de potencial entre las placas es U,,

(2)
S E-dl=0,E; +a:Ey=Us, 7.7
1)

donde en calidad de camino de integracién de la primera placa a la segunda se toma el camino
por la normal a las placas. De las férmulas (57.6) y (57.7) se desprende que
D = e,e,U(20 + 104). (57.8)
Toda la corriente en el momento inicial es corriente de desplazamiento. Es igual a la
infinidad, ya que la diferencia de potencial se comecta instantdneamente X D crece ripida-
mente desde O%nsta el valor, determinado por Ia férmula (57.8). La densidad superficial de
la carga en las placas tambidn aumenta espontdneamente desde O hasta oy = —ay = D.
as variaciones instanténeas del desplazamiento desde 0 hasta un valor finito se deter-
minan por una velocidad muy grande de surgimiento de la polarizacién de la substancia bajo
la influencia del campo exterior. La polarizacién aparece en el transcurso de tiempo, caracte-
ristico para los procesc.. intermoleculares.
En los siguientes momentos de tiempo, después de la conexién, la intensidad de la
corriente de conduccién comienza a crecer y al pasar un lapso suficiente (¢ — o) se establece
el valor equilibrado de la densidad de la corriente:

= 9E; = 1.y = 2i¥2Uo/ (1281 + 11aa), (57.9)

donde se tuvo en cuenta la relacidn (57.7). Dado que la conductividad es hetemfénea, en la
superficie de separacién de las capas existe una carga con densidad superficia
¢ = Dy — Dy = €3 — &,Ey = (8571 — &17a) Uo/(¥ae1 + 11va), (57.10)
donde se hizo uso de la condicién de frontera (17.36), ya que la intensidad del campo eléc-
trico no depende del tiempo.

En el régimen transitorio hasta lograr los valores estacionarios (57.9) y (57.10), las
corrientes de conduccién en la primera y segunda capas son diferentes y la densidad de la
carga en la superficie de separacién de las capas aumenta con el tiempo. La suma de las den-

sidades volumétricas de las corrientes de conduccioén y de desplazamiento; denominada den-
sidad volumétrica total de la corriente

8
ft"YlEI.“i“';)T (81E1) =YaEs+ -6_,' (esE3), (57.11)

tiene el mismo valor en ambas capas en el régimen transitorio. Después de excluir £, de
(57.41), con ayuda de (57.7) obtenemos la ecuacién para E,:

dE. E; Velo

e 5742
dt T 7 ea01+Esay ' ¢ )
donde
T = (gyay + 234/ (V125 + Ta01)- {57.13)
Una ecuaciin analégica se obtiene también para £,
La solucién de estas ecuaciones para condicién inicial {57.8) es asi:
. . 'I"IU; : —tjt esUs —ift
Ey=———2 ({1 - A 57.14
= et T M e Tem H-19
17 —i/c 8, U, ~tit *
Eg—=—10 . (1— e 5 57.15
By ta 0 0t o o 7Y

Para ¢ — oo estas soluciones, asi como debe de ser, adquieren la forma (57.9).
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La densidad superficial de la carga entre las capas varia segiin la ley

ey By AVL=EIVE oty ;
. o=g;E;—e,E, o0 T 71e ( e N U, (57l§)
Para ¢t = 0 la densidad superficial de la carga 0 = 0 y para ¢t = oo, ella, como era de
esperar, tiende a '(57:10). ; ) o
La densidad total de corriente se encuentra de.la expresidn (57.11), teniendo en cuenta
{57.14), v (57.15): y .

fe="E +-§T (81Ey) =1aEs +':_t (82E4)=

Y1Ys .I & g3 S -ty B8y sin U - BT g
(Yea1+7V10s (“ 'F) (ta_¢z+§m ?m+'hcs) ¢ gt ()] “ (Erdn
donde 6 (¢) es la funcidn delta. Ella s a causa de que el desplazamiento D para ¢t = 0

crece instantdneamente desde 0 hasta (57.8). Con otras palabras, al calcular la derivada res-
pecto al tiempo en (57.17), tenemos

7 (e4Eq) aE, eq84l7 ;
T=81 —-a—;--l—a';m-:;’ 6(1), {57‘13]

i
¥ gl calcul?)r OE,/8t en 1a férmula (57.18), hacemos uso de la expresién (57.14), vélida para
todos ¢ > 0.

. El analisis realizado muestra que la distribucidn de las tensiones por diversas secciones
del circuito al conectar la tensitn exterior, puede diferenciarse esencialmente de la distribu-
cién en el régimen establecido. Esta circunstancia debe tomarse en consideracién cuando se
calculan los circuitos. :

Al abrir el eircuito, j¢ = 0 y, por lo tanto, las ecuaciones (57.11) adquieren la forma:

nE+ 28R o, yup, 1 2B (57.49)

Los campos se descomponen independientemente. En el régimen establecido, como se
ve de las ecuaciones (57.14) y (57.15),

Eyp = 12U/ (V18; + 1iaa} (57.20)
Ep = 11Uy (¥sa; + V102).

La solucién de las ecuaciones (57.19) para las condiciones iniciales (57.20) tiene el
-aspecto:

- U, -tjt1 . 4.1/ —t/1, 7
Hs Ya2d1+ V103 s 5 E Y311 Y189 ° ' ()

donde 1, = g,/y,, T3 = EyfY,. ) o
La diferencia de potencial entre los terminales abiertos varia de la manera siguiente:

Uy -1ty —tivg
.| B e E 57.22
Ty e e (57.22)

La densidad superficial de la carga en la superficie de separacién de las capas en el
condensador se determina por la férmula

U=ayE;+a,Ey=

O=g,F,—e,F = ﬁ [eyvie~ %2 — g pe~1/33], (57.23)

Al shuntar la fuente de las fem exteriores, U, = 0 y las ecuaciones (57.7) y (57.12)
toman la forma:

0 By 4 g By = 0, (57.24)
4By | By _ .
SE+=0, (57.25)
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donde Tt se define mediante la expresién (57.13). La condicién inicial para ¢ = 0 se halla de
la expresién (57.10) teniendo en cuenta (57.24):
Baly T a1
#3E50— E=_-( s)E =20—51h g 57.28
b o T8) F9= Y0, e, (57.36
La solucién de la ecuacién (57.25) con el valor inicial de E,, que se desprende de (57.26)
es la siguiente:

(Bay1—2172) Blu_o -1/t
CrmF2iaD) (vaza +vaaa) © G0

La intensidad de la corriente en el circuito y la densidad superficial de la carga entre
las capas son iguales a:

Ey= —Easjay= —

[ {ra8a—vs8y Y2 __ aa8slly  -—tpc 2,840 ]
[= [ — 2l si)s 57.28
(31¢:+31“1 (Y281~ V122) y 20qt 840, ®]85, ¢ 4

c=L BtV g oo-tix (57.29)

Fal1 T T1ls

E! término con la funcién &§ en (57.28) a causa de que en el momento del shuntado de la
fuente de fem exteriores, el desplazamiento D cambié a salto desde el valor, correspondiente
8 la férmula (57.9) para el régimen establecido, hasta el valor, correspondiente a las condicio-
nes normales para ¢ = 0 segun la férmula (57.26).

§ 58. Sistema de ecuaciones de Maxwell

Se examinan el sentido fisico, las condiciones de ab!&'cacién, la comple-
titud y compatibilidad del sistema de ecuaciones de Mazwell.

Sistema de ecuaciones de Maxwell. Las ecuaciones (57.5), (46.5), (36.4)
y (17.30), obtenidas en los pérrafos anteriores como consecuencia de la genera-
lizﬁcién de los hechos experimentales, forman el sistema de ecuaciones de Max-
well:
rot H = j + aD/at, (I) divB =0, (II1)

"rotE = — gB/at, (II) divD =p. 14%) (58.1a)

Estas ecuaciones, denominadas de campo, son aplicables para describir
todos los fendmenos electromagnéticos’ macroscépicos. Al examinar una situa-
,-cién.concreta es necesariojtener en.cuenta las propiedades electromagnéticas de
los medios materiales, En muchos casos ésc se logra usando las relaciones (17.31),
(38.24) y (16.5): -

D—¢E B=yH j=vEW) (58.1b)

llamadas por lo general, ecuaciones materiales. Sin embargo, existe una canti-
dad de fenémenos cuando las ecuaciones materiales tienen otro aspecto (por
ejemplo, los fenémenos no lineales) v su composicién representa una tarea cien-
tifica independiente. :
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. Sentido fisico de las-ecuaciones. La ecuacién (1) expresa la ley por la que
el campo magnético se.origina por las‘cerrientes de conduccién y de desplaza<:
miento, que son las dos fuentes posibles del campo magnético. '

" La ecuacién (II) es la ley de induccién electromagnética e indica-que. el -
cdmpo magnético variable’ puede ser una de-las fuentes posibles.que engendran’
el campo eléctrico. La segunda fuente del campo eléctrico son las-cargas: eléctri=:
cas, la creacién del campo-por las cuales se-describe mediante la ecuacion (1V):
‘que-expresa la ley de Coulomb. El sentido fisico de laecuacion (I11)-se-discutio:
detalladamente con relacién a (36.4). = -

“ Las ecuaciones materiales’(I)'sen las relaciones entre los vectores.del-cam-.
po' v de las corrientes que-tienen en cuenta-las propiedades del:medio ‘material: -
a consideracién de las propiedades dieléctricas que se describen desde él'punto
de vista fenomenolégico mediante la polarizacion, est4 en la constante dieléc-
trica e; la consideracién de las propiedades magnéticas que se describen feno-
menolégicamente por la imanacién, se encuentra en la permeabilidad magné-
tica p'y la consideracién de las propiedades conductoras del medio, en la condue-

tividad y.

Las ecuaciones del campo son lineales, que tienen en cuenta el principio de
superposicién que es un hecho experimental independiente.

Condiciones de aplicaci6n de las ecuaciones, Durante la argumentacion
de las ecuaciones (58.1) se ve que son validas para las siguientes condiciones:

1) los cuerpos materiales en el campo son inméviles;

2) las constantes materiales e, p, y pueden depender de las coordenadas,
pere no deben ser funciones del tiempo y de los vectores del campo;

3) en el campo estan ausentes los imanes permanentes y los cuerpos ferro-
magnéticos.

Para tener en cuenta el movimiento del medio lo més sencillo es obrar de
esta manera, La presencia del medio en los fenémenos magnéticos y eléctricos se
reduce, & fin de cuentas, a la existencia de cargas en el medio y su movimiento.
Por eso puede partirse de las ecuaciones de Maxwell para el vacio (e = g,
B = M), ¥ temer en cuenta el medio de la misma manera que se hizo en los
§§ fl'JPy 38, pero tomando en consideracién el movimiento de las cargas. En de-
finitiva resulta que las ecuaciones del campo (58.1) se conservan sin cambiar de
aspecto y toda la consideracién del movimiento del medio se reduce a la modifi-
cacién de las ecuaciones materiales (58.1b) que se hacen dependientes de la ve-
locidad del medio y se complican considerablemente. Entonces terminan de ser
relaciones entre dos magnitudes (por ejemplo, entre D y E, etc.), sino gue «se
agarran» una de otra. Verbigracia, la densidad de la corriente de conduccién
comienza a depender de la induccién del campo magnético, mientras que antes
era funcién sélo de la intensidad del campo eléctrico, ete.

El campo fuera de los imanes permanentes y las substancias ferromagnéti-
cas, suponiendo que se conoce su imanacién, puede describirse con ayuda de las
ecuaciones de Maxwell. Pero resolver el problema en presencia de materiales
ferromagnéticos en el espacio cuando, por ejemplo, se prefijan las corrientes, no
se puede mediante las ecuaciones de Maxwell. Son inaplicables para este
caso.
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Completitud y compatibilidad del sistema de ecuaciones. Aplicando las
ecuaciones materiales (58,1b) de las scuaciones de campo (58.1a) pueden excluir-
se las magnitudes D, H y §, como consecuencia de lo cual se convierten en ecua-
ciones respecto a los vectores E y B, o sea, respecto a seis componentes indepen-
dientes incognitas de estas magnitudes. Por otra parte, la cantidad de ecuacio-
nes escalares en (58.1a) es igual a ocho. Resulta que existen ocho ecuaciones pa-
ra seis magnitudes incégnitas, es decir, la cantidad de ecuaciones supera el n-
mero de incdgnitas, lo que es inadmisible, ya que el sistema de ecuaciones apa-
Tienta estar repleto.

En cambio, en realidad el sistema no est4 repleto y no surge ninguna dificul-
tad. Eso se determina por el hecho de que las ecuacienes (I) y (IV), (II) y (III)
tienen los mismos corolarios diferenciales y por eso estin ligadas entre si, a
pesar de que no se puede decir que algunas de ellas sean comsecuencias de las
otras. .

Para demostrar que los corolarios diferenciales de las ecuaciones (1I) ¥
{I11) son iguales, apliquemos & los dos miembrog de la ecuacién (II} la operacién
div y ambos miembros de la ecuacién (1II) diferenciémoslos respecto al tiempo.
En los dos casos resulta una misma ecuacién 4div B/at = 0.

Demostremos que teniendo en cuenta el principio de conservacién de la car-
£a

2 4+ divi=0 (58.2)

la ecuacién (IV) puede considerarse como corolario diferencial de la ecuacién
g). Para ello apliquemos la operacién div a los dos miembros de la ecuacién

)
div § + adiv D/gt = 0, (58.3)

donde div rot H = 0. Comparando (58.3) v (58.2), vemos que debe cumplirse
la igualdad
divD = p, (58.4)

que coincide con la ecuacién (IV). Asf queda demostrado que (IV) es un corolario
diferencial de la ecuacién (I), teniendo én cuenta el principio:de conservacién
© dela carga. - - ) :
i La-presenéia de-dos enlaces-diferenciales entre. las ecuaciones (I.— IV)
hacd-este sistema compatible. Un andlisis més detallado muestra que el sistema
“de ecuaciones es completo y su.solucién.es univoca para las condiciones iniciales
v dé frontera prefijadas. La demostracién de 1a unicidad.de la solucién se reduce,
en rasgos generales; alo siguiente. Si existen dos distintas soluciones, su-diferen-
cin debido al cardcter lineal de' las ecuaciones de Maxwell, es:también una so-
‘Tucién, pero para las cargas y corrientes nulas; asi como-para las condiciones ini-
. ciales y-de frontéra nulas, De aquf, haciéndo uso.de-la expresi6n para la energia
del campo electromagnético y del principio de congervacién de la energia, saca:
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mos la conclusién de que la diferencia de las soluciones es idénticaments igual a
cero, os decir, las soluciones son iguales. Asi queda demostrada la unicidad de
la soluci6én de las ecuaciones de Maxwell.

§ 59. Principio de conservacién de la energia del campo
electromagnético. Flujo de energia

Se da la enunciacién matemdtica del principio de-é:o_r;#errﬁd_:ﬁn:_:;de Ia
energla y se ezainina el concepto de flujo de energla electromagnética.

Enunciacién. La energia del campo magnético y eléctrico se define mediante
las férmulas (18.16) y (47.27). En los §§ 19 y 39 se investigaron las fuerzas en
los campos magnético y eléctrico, bajo cuya influencia se efectia el trabajo. En
ol §49 se determiné el trabajo de la corriente alterna y en el § 27 se estu-
di6 el efecto térmico de la corrients. El principio' de conservacién de la energia
requiere que todos esos procesos sean enunciados en forma de principio
de conservacidén y transformacién mutua de distintas formas de energia. Puesto
que en este caso las fuentes de produccién de la energfa electromagnética estan
separadas en el espacio de los lugares de su consumo, surge 12 idea sobre el mo-
vimiento de la energfa que se caracteriza por su flujo.

Examinemos cierto volumen V cerrado en el que existen el campo electro-
magnético y las corrientes (fig. 247). El calor de Joule que se desprende por las
corrientes en este volumen es

Pajj-E av. (59.1)

Para simplificar el célculo, se supone que no hay transformaciones algunas
de energia en el volumen. Poniendo en (59.1) la expresién para j de la ecuacién
(58.1a), obtenemos

P= i E-rotﬂdV—J E-2ay.  (59.2)

Segin la férmula (A.15), tenemos
divE X H=rotE-H—E.rotH (59.3)
¥, por lo tanto,
p=— {32 .Hav—

ap 4 Peta by sauniiactdn dal i
s ara la enunclacion el prin-
—-5 E'Ta?'dv'_j divE x HdV, (59.4) cipio de conservacién de la
energia

28=01444
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donde rot E = — 9B/3t. Teniendo en cuenta que H. %Tn = -;- . 0_!%;__!1 ¥ E'a‘: =
_ 1 3{ED) :

g ¥ transformando la ultima integral en {59.4) por el teorema de

Gauss—Ostrogradski en integral respecto a la superficie o, que limita el volu-
men V, en definitiva obtenemos

=2l é (E-D +B.H)dV]-—§E><H.dc. (59.5)

Aqui la superficie se designa por ¢ para conservar la letra § con el fin de denotar
la densidad del flujo de la energia electromagnética.
Flujo de energia.
La magnitud
W=%j(z.n+n-m av (59.6)

caracteriza Ia energia electromagnética, incluida en el volumen V. La magnitud

S=ExH (59.7)

es la densidad del flujo de energia a través de la superficie que limita el volu-
men V y se denomina vector de Poynting. Fue obtenida por J. H. Poynting
(1852—1914) en 1884. Pero diez afios antes, en 1874, N. A. Umov (1846—1915)
realizé una investigacién general del movimiento de la energia en los cuerpos,
que se caracterizaba por el correspondiente flujo de energia, Por esta razén el
vector (59.7) se llama también vector de Umov—Poynting. La igualdad (59.4)
es més cdmodo escribirla asi )

aw
?=—P—-§S-du. (59.8)

es decir, el cambio de la energta del campo electromagnético en el volumen transcu-
rre debido al trabajo de las corrientes de conduccién en dicho volumen y del flujo de
energta que atraviesa la superficie que limita el volumen. Si la energia del campo
eléctrico:no varia, 9W/at = 0, entonces [véase (59.8)] -

y 5 §-do. (59.9)

o

Por consiguients, todo el trabajo que se efectiia en un volumen cerrado se rea-
liza a cuenta. del flujo de energia electromagnética que atraviesa la superficle. que
limita el volumen:

La igualdad (59.8) expresa el principio de conservacién de la energia del
campo electromagnético. :

. Es necesario subrayar que (59.8) es precisamente la expresién del principio
de conservacién de la energfa, pero de ninguna manera su demostracién.
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... Al confeccionar.la teorfa de la electricidad y el magnetismo se supone uueutall;ﬂ.:mado.
el principio de conservacién de la energia como una ley r&m‘zml dela naturaleza, Partiendo,
d ipio de conservaci6n de.la energia emoler;me al, puede hallarse la expresién mate-
nditica’ parnl In"densidad’ voliimétrica de Ta ‘energia de’los’ campos-eléctrico’y magnético : la.
densidad de la-energfa de‘los canipos eléctricos y. magnéticos y la densidad del‘flujo de energla
electromagnética. También se establece la relacién entre.ellas que expresa la’ idea del ‘movi+
miento de la energia electromagnética, En la férmula (59.8) la :magnitud fisica’ P toma: en
cotsideracién la posibilidad de transformar mutuamente las diversas formas de eneria..

§ 60. Movimiento de la energia electromagnética a lo largo de
las lineas de fransporte

Se examinan el cuadro fisico del movimiento de la energia a lo largo
de las lineas de transporte y las caracteristicas principales de las lineas
de transporte.

Meeanismo de compensacién de las pérdidas de energia en calor de Joule. Exami-
nemos una parte del conductor de seccién circular de radio r, a lo largo del cual

: @\

' L

\

K n
— ﬁ—- -

1 W\\\\\\\! RETITTII R

Fig. 248 Fig. 249
Mecanismo de compensacién de Transmisién de la energia elec- 5
las pérdidas de corriente en tromagnética con ayuda de la
liberar el calor de Joule corriente por um caile

pasa una corriente continua de densidad volumétrica j (fig. 248). Segin la ley
de Ohm en forma diferencial la intensidad del campo eléctrico, paralela al eje
del conductor es igual a

E = j/y. (60.1)

Debido a la condicién de frontera respecto a la continuidad de las compo-
nentes tangenciales de la intensidad del campo eléctrico, un campo semejante
existe fuera del conductor en las inmediaciones de su superficie.

Calculemos por la férmula (59.9) el flujo de energia electromagnética que
atraviesa la superficie cerrada del cilindro, cuya superficie lateral coincide con

26w '
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la superficie del conductor de longitud ! y de bases sirven las secciones circula-
res del conductor.
La intensidad del campo magnético en la superficie del conductor estd di-
rigida por la ‘tangente a la superficie, perpendicular al eje del conductor (y al

vactor j) (fig. 248) y es igual a
H = jnr*/(2nr) = j/(2r). (60.2).

De esta manera, el vector de Poynting (59.7) estd orientado por el radio res-
pecto al eje del conductor y es igual a

S = EH = j'r/(2y). (60.3)

Eso significa que la energla electromagnética confluye en el conductor del es- .
pacio circundante a través de su superficie lateral. El flujo de energia a través de
las bases del cilindro esta ausente. En la parte del conductor de longitud [en
el transcurso de 1 s confluye la energia ;

P = §-2nrl = (Ply) nril. (60.4)

Segiin la ley de Joule—Lenz, en la longitud ! del conductor durante 1 s
se desprende una cantidad de calor

P = (j*/y) nr'l. {60.5)

La comparacion de (60.4) y (60.5) muestra que toda la energia que se libera
en forma de calor en ¢l conductor, al recorrerlo una corriente eléctrica, ingresa
del espacio circundante a través de la superficie lateral del conductor. Por lo
tanto, la energia que se transmite mediante la corriente eléctrica, se mueve en el
espacio que rodea el conductor. Los cables desempefian el papel de gulas, a lo largo
de los cuales se mueve la energia electromagnética, con la particularidad de que la
densidad del flujo de energia en cualquier punto del espacio se determina por el
vector de Poynting.

Movimiento de la energia a lo largo del cable. Por el cable central la co-
rriente se mueve en una direccién, mientras que por la envoltura del cable, en
direccién contraria (fig. 249). Entre el alma central y la envoltura se encuentra
un dieléetrico. Para simplificar los cdlculos supongamos que la resistencia d¢
los hilos del cable es insignificante, por lo que se puede menospreciar, o sesa;
puede considerarse que la energia se transporta sin pérdidas. Entonces el poten-
cial a lo largo del alma central y la envoltura es constante y la variacion del
potencial entre ellos transcurre en ¢l consumidor de la energia y en la- fuente
(fom ‘exterior): Sea-la cafda del potencial en el consumidor de energia igual:
Eso significa que la diferencia de potencial entre el alma y la envoltura es:
Por lo.tanto, entre ellos existe un campe eléctrico. Debido a la simetria axial
del problema y a que la corriente eircula a lo largo del cable sin resistencia
alguna,-la intensidad. de .dicho.campo est4 dirigida por el radio, mientras:que
la componente.tangencial E . esté ausente. El.eje Z:-del sistema de coordenadas
cilindricas coincide ‘con.el eje-del cable. Las lineas de‘fuerza del camipo magné:
tico son circunferencias concéntricas-con centro en ol eje del cable. Lia intensi-
dad del campo- difiere de cero sélo en el espacio entre el alma y la envoltura;
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pues fuera del cable es nula. La componente- radial del vector de -Poynting es
nula. La ecuacién de Maxwell div D = p para el espacio entre el alma y la-
envoltura adquiere el aspecto

" 1 4
divD=— —(rE;)=0,

donde se ‘utilizé 1a escritura de la operacion de la divergencia énicoordenad
cilfndricas y se tomé en ‘consideracién que las componentes tangencial y axial
del vector E no existen, De la expresién (60.6) obtenemos -

E, = ayr, (60.7)
donde a, es la constante de integracifn, definida por las condiciones del pro-
blema. La diferencia de potencial entre el alma y la envoltura es

Ty
U= E drecolniry/r), (60.8)

que permite hallar el valor de 1a constante a, = Ulln (ry/r;). Teniendo en cuenta
este valor, la formula (60.7) adquiere la forma
Bt i (60.9)

e ln(?’f?;) -?-‘
La intensidad del campo magnético en el cable es
H, = I/(2nr), {60.10)

como se desprende directamente de la ley de la corriente total, teniendo presen-
te la simetria axial del campo. De las férmulas (60.9) y (60.10) obtenemos
= X N
S, =EH,= % Behg (60.11)
Esta magnitud representa en sf la densidad del flujo de energia electro-
magnética, dirigido paralelamente al eje del cable en el espacio entre el alma y
la envoltura. Fuera del cable, asi como en el alma central y en la envoltura no
existe ningdn flujo de energfa, ya que ahi pricticamente no hay campo eléctri-
co para la suposicién tomada de que no existe resistencia alguna. Durante 1 s
la energia electromagnética que atraviesa la seccién transversal del cable, es
2n Ty
i dr ui
P=§S,da_ﬁida57.m=vl. (60.12)
Para la intensidad de la corriente J que recorre la carga a una diferencia de
potencial U, se disipa unra potencia

P, =1U. (60.13)
La comparacién de las férmulas (60.12) y (60.13) muestra que toda la ener-

gia que utiliza el consumidor, se mueve a lo largo del cable en el espacio entre el
alma y la envoltura en forma de energla electromagnética.
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En el sentido principal no cambia nada para la corriente alterna de frecuen-
cia no muy alta. Si la corriente en el cable cambia su direccién por la contra-
ria, las componentes E, y H, de los vectores del campo cambian también de di-
reccién, permaneciendo el sentido del vector de Poynting invariable. Por eso,
a pesar de que la direccién de la corriente varfa por la contraria, el sentido del
movimiento de la anarfia electromagnética se conserva: ésta se mueve todo el
tiempo de la fuente al consumidor.

En otras 1fneas de transporte el cuadro del movimiento de la energia, en el
sentido principal, no cambia, tdinicamente se complica la configuracién de los
campos y los caminos, por los que se mueve la energia.

Linea de transporte de la corriente alterna. Para frecuencias no muy altas
y distancias bastante pequefias, cuando puede considerarse cumplidas las condi-
ciones casiestaclonarias, las corrientes en la linea se describen totalmente por

%
Fig. 250 :
Circuito equivalente de la linea de transmisién de corrientes
alternas

los métodos expuestos en el capitulo 8, Al no observarse las condiciones casies-
tacionarias, el cuadro se complica, lo que es obhvio ya de la circunstancia de que
la intensidad de la corriente en un mismo momento de tiempo es distinta en di-
ferentes partes de-la linea de transporte. Cualquier parte del conductor posee
ciertas inductancia y capacidad, lo que convierte toda la linea de transporte
en un circuito eléctrico con resistencias, capacidades e inductancias distribuidas
continuamente. .

. «Eeuaciones para.la intensidad de la corriente y la tensién. Ante todo es
- . necesarig hallar ]a ley, por la'que la intensidad de la corriente y la tensién entre
los conductores varia alo largo de la linea. La fig. 250 muestra el circuito equi-
valert la* distribiicién de la inductancia, capacidad y resistencia. Desig-
181 inductancia, capacidad y resistencia, correspondientes a-1 m de longi-
tud delalinea, por L, C'y R. Lias impedancias Z, y Z, se dan también respecto a
1 m de longitud. La parte Az de la linea posee una impedancia, acoplada en se-
rie’ que representa una’ resistencia compleja

Z0z = (B, + toL) bz, . - (60.14)
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y con la impedancia Z;, conectada en paralelo, que ofrece una conductwldad
compleja )

--— -Az= (——- 4 iwC) Az. (60.15)

Supongamos que al comienzo de la parte de la linea Az se aplica una ten-
sién U y la-intensidad de la corriente es I. Al final de esa parte dichas magnitu~
des. son, respectivamente, iguales a U 4 AU, I 4 Al. Las pérd;das a tra\rés
del-aislamiento aquf y en lo sucesive no sé tienen' en cuenta.

Apliquemos la regla. de Kirchhoff para el'circuito exterior de toda'la: parta.'
tomando como direccién positiva, el recorrido en sentido dextrogiro:

—2, 55 U8 —2, 5 1=U+AU-U. (80.46)

Después de dividir (60.16) por Az, obtenemos
— Z A2 — Z,0 = AU/Az. (60.17)
Si Az — 0, el primer sumando en el primer miembro de la férmula (60.17)
tiende a cero (Al — 0). Entonces,

= —2Zll. (60.18)

De manera andloga, laregla de Kirchhoff, aplicada al circuito izquierdo que
contiene la impedancia Z,J'ﬁz. nos da

—-———-A! z, -——I==-~U (60.19)
de donde para Az — 0 obtenemos
ar 1
== ._..z_zU, (60.20)

Al diferenciar los dos miembros de la expresién (60.18) respecto a z y ex-
presar d//dz con ayuda de la férmula (60.20), hallamos la siguiente ecuacidn
para U:

[ 1
T =7U. (60.21)

Andlogamente, la diferenciacién de la férmula (60.20) respecto a z y el

uso de (60.18), conduce a la ecuacién para la intensidad de la corriente:

a7z
== :I (60.22)

Las ecuaciones (60.21) y (60.22) se denominan ecuaciones de la linea de
transporte.

Impedancia caracterfstica y constante de propagacién. La sclucion general
de las ecuaciones de las lineas de transporte tiene la forma (por ejemplo, para

U = Ae~*x + Beo*, (60.23)
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con la particularidad de que para @, denominada constante de propagacién, des-
pués de poner (60.23) en (60.21), hallameos la expresidn:

a=VZJ/Z, (60.24)
El mismo aspecto tiene la solucién de la ecuacién (60.22):
I = Aje=o% 4 Beax. (60.25)

Poniendo las soluciones de (60.23) y (60.25) en (60.18) y (60.20), encontra-
mos el enlace entre las constantes 4, B, 4,, B;:

A, = A/Z, B, = —BiZ, (60.26)
donde
2,=VZ7, (60.27)

es la impedancia caracteristica de la linea. Para aclarar su sentido, supongamos
que la linea de longitud  termina con una carga, cuya impedancia es igual a la
caracteristica (fig. 250)., Baséndose en las igualdades (60.23)—(60.27) parala
tensién en la salida de la linea, es decir, en la carga Z;, puede escribirse:

U, = I.Z, (60.28)
o bien
Ae-wl - Beol — Z, (-z%- e-“‘—z% e“‘) . (60.29)

De aquf se desprende que 8 = 0, A = U,,, donde U, es la tension en la
entrada de la linea para z = 0. Asi pues, la tensién y la intensidad de la co-
rriente en la linea se determinan por las expresiones:

U= Uyeo, [ = UgelZ, (60.30)

Por lo tanto, la impedancia de entrada de la linea es igual a la caracterfs-
tica:
Zep = Uellen = 2. (60.31)

Esto significa que si la linea termina con una carga que posee una impedancia
caracteristica, su impedancia de entrada es igual a la caracteristica independiente-
mente de la longitud, es decir, en este caso la corriente se transmite por la linea sin
cambiar la relacién entre la tensién y la intensidad de la corriente.

Resisténcia caracteristica. En la mayoria de los ‘casos importantes las
resistencias Shmicas de 10s'elementos -de las lineas son mucho menores que las
inductancids y capacitancias correspondientes (H; < oL, 1/R; <€ wC) y se
pueden-menospreciar. Entonces 1a impedancia caracteristica para esta condicién
&3:

Ryl L
e?stlima magnitud real, es decir, es una resistencia, llamada resistencia caracte-
ristica.
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La resistencia caracteristica depende de la forma y las dimensiones de los.
<conductores, de la distancia entre ellos y.otros factores;, de los que dependen la
capacidad y la inductancia de las partes de la linea, Verbigracia, la resistencia
caracteristica de los conductores cilindricos paralelos de radio a, la distancia
entre cuyos ejes es D, es igual a :

2, = 276 log (D/a). (60.33)

Se considera que los conductores se encuentran en un medio, cuya constante die-
léctrica es préxima-a la unidad (vacie; aire, ete.).

Velocidad de propagacién. Més arriba se examiné el caso de distribucién
de la intensidad de la ¢orriente y de la tensién a lo largo de la linea en cierto mo-
mento de tiempo. Si en la entrada la intensidad de la corriente y la tensién va-
rian periédicamente con una frecuencia w, en todas las partes de la lfnea ellas
cambian con la misma frecuencia. Para las condiciones cuando la impedancia
caracteristica es una magnitud real (60.32), la constante o [véase (60.24)] es
puramente imaginaria:

ae=te VIC. (60.34)

Por eso, tomando la dependencia de las magnitudes respecto al tiempo en
forma de exp iwt, se puede, baséndose en (60.30), escribir:

Uz, ty=U,expli (ot—w VIC z)],
I(z, y=(UJY ETC) exp [t (0t —a V' LC z)]. {60.35)

La férmula (60.35))describe la onda con una frecuencia que se propaga a lo
largo del eje X con una velocidad

v=1/VLC. (60.36)

Recordemos que en esta féormula L y C son la capacidad y la inductancia
de la linea de transporte, correspondientes a 4 m de longitud. Para dos conducto-
res cilindricos finos de radios @ que se encuentran en el vacio a una distancia
D el uno del otro, las capacidades e inductancias por 1 m de longitud de la linea
son iguales a:

C = &y/I2 In (D/a)), L = 2y, 1n (D/a) (60.37)
¥ por eso la velocidad de propagacion de la onda es
v=A/VIC=1Veg=c. (60.38)

Reflexi6én. 8i la resistencia de la carga es igual a la caracteristica, toda
la energia que se transporta por la linea, se absorbe por la carga. Se dice que la
carga y la linea de transporte estin adaptadas entre sf. Si no existe tal adapta-
cién, parte de esa energia se refleja de la carga y se mueve por la linea al encuentro
del flujo inicial de energia.

Examinemos como ejemplo una linea de transporte, cortocircuitada en el
extremo, o sea, cuando U, = 0. Las ecuaciones (60.23) y (60.25) adquieren el
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aspecto:
0 = Ae-iPt 4+ RBeibl, (60.39)
I = Ae-Blfp _ Beiljp, (60.40)

donde para simplificar la escritura de las férmulas se introducen las designaciones:
B = oVIC yp = VLIC. Después de resolver estas ecuaciones con respecto a
A y B, obtenemos

A = I petbl/2, B = —] pe-iblf2, (60.41)

Por eso las expresiones (60.23) y (60.25) para la tensién y la intensidad de

la corriente a lo largo de la 1inea de transporte se escriben de la signiente mane-
ra:

U=1I, § fo-tt=-0 —etbx-0], (60.42)
I=2 [o- == D) giBix=D, (60.43)

Puesto que la dependencia de 1as magnitudes respecto al tiempo se caracte-
riza por el factor exp (iwt), puede sacarse la conclusién de que los primeros su-
mandos en el segundo miembro de estas férmulas describen la onda que se
propaga en sentido positivo del eje X y los segundeos, en sentido megativo
{es decir, describen la onda reflejada del extremo cortocircuitade de la
linea). De aqui puede deducirse que no sélo la imposibilidad de transportar toda
la energia a la carga en ausencia de la adaptacién a la linea dicta la necesidad
de la adaptacidn. Si las sefiales se trapsmiten en forma de impulsos, las reflexio-
nes sucesivas de la carga y luego de nuevo de la entrada, provocan una distor-

sién tan fuerte de la sefial, que llega a la carga, que resulta dificil trabajar con
ella.

La energia que se transmite por la corriente eléctrica, se mueve en el espacio que rodea
a los conductores, Estos Gltimos desempeiian el papel de gufas, a lo largo de los cuales se mueve
la energia electromagnética. El calor de Joule en el conductor se d nde a causa de la energia
electromagnética que se suministra al conductor mediante su superficie del espaclo cireundante.

Qué significa la impedancia caracteristica de la linea y la constante de propagacién?
Bescribanse los procesos fisicos que conducen a la reflexién de la energia de la carga.
iPara qué condicién la reflexién estd ausente y toda la energia transmitida por la liea se
absorbe por la carga?

§ 61. Emisién de las ondas electromagnéticas
Se da la solucién del problema sobre la emisién de un oscilador lineal.

La solucién obtenida se generaliza para el caso de un elecirén no relati-
vista acelerado al azar. Se examina la reaccién de la emisidn.

Ecuacién para el potencial veectorial. La induccién y la intensidad de los
campos alternativos se expresan mediante las férmulas (46.8) y (46.12) por medio
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~de-los potenclales vectorial y escalar, para encontrar los cuales es necesario te-
ner ecuaciones.
- Putlmos de la ecuacién de Maxwell (58.1, l) que es mas cémodo escribirla
asf

rot-B=pj+p.z = {Bi A)

donde para slmplt!mar 'se-gupone que p y & no-dependen de las coordenadas‘ Po-
niendo (46.8) y (46.12) en (61.1), ohtenemos .

rotrot A=pj+ P'E"EE' (—-—grad q:r-—-—g‘;- : : ('61.'2')
Tomando en consideracién que rot rot A = grad div A — V?A, transforme-
mos (61.2) a la forma
: a
V’A—pe a‘, = —pj+ grad (de—}-pa?T—) " (61.3)
Utilizando que los potenciales son multiformes y estin definidos con una
precisién de la transformacién de calibracién (46.13), se puede imponerles cier-

ta condicién. Para simplificar al méximo las ecuaciones (61.3) esta condicidén
se elige en forma de igualdad

divA+epS2 =0, (61.4)

denominada condiciébn de Lorentz. En dafinitiva, [véase (61.3)], obtenemos
VIA —ep T ﬂ, = —pj (61.5)
la ecuacién de d’Alembert.

Eleceién de la funeién de calibracién g. Al imponer sobre los potenciales
las condiciones de Lorentz (61.4), la funcién con cuya ayuda se efectia la trans-
formacién de calibracién de los potenciales 246 .13), no puede elegirse al azar.
Es necesario que la condicién de Lorentz (61.4) se conserve durante las transfor-
maciones de calibracién. Tenemos

div A’ +pe 22— div (A +grad 1) +

= ) 3
+pe a_‘(q;—ax}'at) =divA-+pe T‘T-I- (V"‘x He—Za a;l )

De esta manera, la condicién de Lorentz es invariante sélo para las transforma-
ciones de calibracidn con la funcién y que satisface la ecuacidn

a!
Vi —pe 53 =0. (61.6)

La ecuacién de este tipo se denomina ecuacién de onda o ecuacién homo-
génea de d’Alembert.
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v Ecuacién para el potencial escalar. Poniendo
WA (46.12) en la ecuacién de Maxwell (58.11),
hallamos
3 AN _ P
N div (—'gl‘ﬂd @—-——5‘—) i) (61.7}
- = — ar\‘X Al excluir de aqui div A con ayuda de
(61.4), obtenemos en definitiva la siguiente
Fig. 251 ecuaciéon para el potencial escalar:
Variaci6 1 ti de 1
T s gl et pefE o2 (19)

dimensional de la onda
Asf pues, para las proyecciones cartesianas’
del potencial vectorial (61.5) y para el escalar se obtiene una misma ecuacién tipo

Vi —— S = —f(r, 1) (61.9)

donde en lugar de @ pueden pomerse A., A, 4,, ¢ y en lugar de fuj., ujy
Biz ple, respectivamente. Aclaremos el sentido de zp = 1/v%

Solucién de la ecuacifn de onda. Ante todo examinemos las soluciones
de la ecuacidn (61.9) para f = 0, es decir, de una ecuacién homogénea. Tome-
mos el caso unidimensional ® = @ (z). La ecuacién (61.9) tiene la forma

oM i1 %@
o~ S =0. (61.10)

Comprobando directamente nos cercioramos de que la solucién de la ecua-
¢ién (61.10) es cualquier funcién @ del argumento t — z/v 6 ¢t -+ z/v. Compro-
bemos eso, por ejemple, para la funcidn @ (t — z/v):

W ., PO a0 1 PO _ 4
TV, = 5P p-up® (B4
donde @' es la derivada respecto al argumento de la funcién. De (61.11) se des-
de que la funcién arbitraria @ (¢ — z/v) satisface en realidad la ecuacién
(61.10). Anélogamente se demuestra que la funcién @ (¢ + z/v) también satis-
face esta ecuaci6n.

El sentido de estas soluciones es muy sencillo. La funcién @ (¢ — z/v)
es en i una onda que se mueve en direccién de los valores positivos del eje X con una
velocidad v. En efecto,

t—zlv=1t+ At — (z + Az)lv 61.12)

para Az/At = v, Esto significa que si en ¢l momento de tiempo. ¢ la funcién
¥ (t — z/v) se representa como cierta curva (fig. 251), en el momento de tiempo
t +4- At se da mediante la misma curva pero desplazada en direccién de los va-
lores positivos del eje X en v At, o sea, es una onda que se mueve en direccién
de los valores positivos del eje X con una velocidad v. Por esta razén se intro-
dujo la designacién ep = 1/vh. =
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De la misma manera-se muestra gua da funcibn @ (t + z/v) es de por st una -
onda:-que se propaga con una velocidad v en direccién de los valores negativos del..
eje X, " Fgl s
’ Examinemos la solucién de la ecuacién de onda para el caso esféricamente
simétrico, es deéir, considerando queen (61.9) f = 0 y ®'= @ (r) donde r'es
la distancia desde el origen de coordenadas hasta el punto en cuestitn. En -
este caso @ no depende de los angules y el operador de Laplace tiene la forma

i 4 [ N 2 60 1 & .
Vo= 5 (PF) =Tt =T 0. (6LM3)
Por eso la ecuacién de onda para @ se escribe como
at 1 9% (rd)
e (,-@)_7 5 =0. (61.14)

La solucién de esta ecuacién para r@, lo mismo que en el caso anterior,
son las funciones arbitrarias de los argumentos ¢ — z/v y t 4 2/, es decir, la
expresion general para @ es asi:

O(r, t)= ‘Yltlr—rfu) e Wy {t;]-r,’v) 3 (61.15)

La funcidén ¥, ( — r/v) es una onda que se mueve en sentido radial desde
el origen de coordenadas con una velocidad v. La forma de la onda no varia,
mjentras que la amplitud disminuye como 1/r. Esta onda se denomina diver-
gente. La funcién ¥, (¢ 4 r/v) representa una onda, convergente hacia el origen
de coordenadas.

Volviendo a las ecuaciones (61.5) y (61.8) vemos que los potenciales del
campo y, por lo tanto, los propios campos se propagan en un espacio libre
(o = 0) con una velocidad v = 1/} ep. En el vacio p = p,, & = &, por eso
la velocidad de propagacién de los campos es igual a la velocidad de la luz
&= ‘lf)faoy.,. Asi pues, las ondas electromagnéticas y todas las variaciones de los
campos magnético y eléetrico se propagan en el vaclo con la velocidad de la luz.
Pero eso significa que las interacciones electromagnéticas se propagan con la
velocidad de la luz. Por ejemplo, si dos cargas puntuales estén en repose a una
distancia r y una de las cargas en cierto momento de tiempo se desplaza de su
sitio, la otra carga ssiente» este desplazamiento al cabo de un tiempo v = r/c.

Potenciales de avance y retardados. Teniendo en cuenta las propiedades
de las soluciones de la ecuacién de onda, es de esperar que la solucion de las
ecuaciones (61.5) y (61.8) para los potenciales de campos variables se diferencie
de las soluciones de las ecuaciones (37.11a) y (14.35) para los potenciales de los
campos constantes solamente en que es necesario tomar en consideracién la
velocidad finita de propagacién de las interacciones electromagnéticas. Con
otras palabras, la carga en movimiento y el elemento de la corriente alterna crean
én cada punto del espacio circundante un mismo potencial como si la carga fuese
inmévil y la corriente continua, pero diferencidndose en que dicho potencial en
cada punto se origing no en el mismo momento de tiempo, sino mds tarde, en el
tiempo de retardo, es decir, en el tiempo, necesario al campo electromagnético
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para propagarse desde la fuente hasta el punto de observacién. Por esta razénm,
para las cargas y corrientes que se enmcuentran en la zona finita del espacio en
lugar de las formulas (37.11a) y (14.35) obtenemos las siguientes férmulas:

A, =4 LS ‘]:f;‘l'"”‘ av’, (61.16)
o6, fm gy | Bl B o, (61.47)

donde v = 1/} ey; [ — r’ | es la distancia entre el punto en que se calcula el
potencial ¥ el elemento dV’ del volumen de integracién.

En el momento de tiempo dado en el punto dado el potencial no se determina
por la posicién y el valor de la carga y de las intensidades de la corriente en el mo-
mento de tiempo dado, sino que por sus posiciones y valores en los momentos ante-
cedentes de tiempo que se definen teniendo en cuenta la velocidad de propagacién
del campo electromagnético. Verbigracia, sea que cierta carga eléctrica se apro-
Xime a cuslquier punto. El potencial escalar, creado por la carga en el punto
no se determina por la distancia entre la carga y el punto en dicho momento
de tiempo, sino que por la distancia en un momento de tiempo anterior, es decir,
por una distancia mayor. Si la velocidad de la cargu es prézima a la velocidad de
la luz, la diferencia entre las distancias puede ser bastante considerable.

Aqui no se cita la verificacién formal de que las férmulas (61.16) y (61.17)
satisfacen las ecuaciones (61.5) y (61.8). En principio, eso se hace de la misma
manera que para las soluciones de (14.35) y (37.11a).

Los potenciales tipo (61.18) y (61.17) se denominan retardadoes, porque des-
criben los potenciales en un momento de tiempo t més tardio en comparacién
con el momento de tiempe t — | r — r’ |/v para las cargas y corrientes que han
creado el mencionado potencial. Formalmente, las soluciones de las ecuaciones
(61.5) y (61.8) son también las soluciones andlogas a (61.16) y (61.17), pero
sustituyendo los argumentos de tiempo ¢t — |r— ' |[fvpori + | r — 1’ |/p, lo
que corresponde a dos signos posibles en los argumentos de las soluciones (61.15)
de la ecuacién de onda. La solucién con el signo «-+» en el argumento carece de
un sentido ffsico clare, ya que corresponde formalmente a la situacién en la
que se crea primero el potencial y luego aparecen las cargas y corrientes que le
corresponden, es decir, el potencial avanza las cargas y corrientes. Por esta ra-
z6n, se le da el nombre de potencial de avance. Con el fin de obtener las solu-
ciones de.los problemas con condiciones de frontera mediante el potencial de avance,
se tiene. que utilizar a la par con el -potencial retardado. Esto puede comprenderse
delo siguiente. Supongamos ‘que es necesario hallar el campo electromagnético
que-satisfaga ciertas condiciones en la superficie de separacién. Esté claro que
en:los. puntos dentro del-volumen el campo debe ser-tal, que al alcanzar la
frontera-en un momeénts de tiempo-més tardio, poder-tener valores, dados por
las condiciones de frontera. Es obvio que al resolver semejantes problemas es
nécesario guiarse no'sélo del pasado, sino que tomar en consideracién lo que
debe suceder en-el futuro, o sea, es indispensable hacer uso de los potenciales.de
avance. Pero eso.no significa de ninguna manera la perturbacién 'del principio de
caisalidad como se ve directamente del razonamiento, expuesio antes. Desde el
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pu.nto de-vista fisico eso.es simplemente la respuesta a la pregunta de qué debe
siicéder en el pasado para que en la actualidad sea como es para las leyes co-
nocidas de ‘desarrollo.

Dipolo hertziano. Este es un dipolo eléctrico, cuyo momento varia con
el tiempo. De prototipo real del dipolo hertziano sirve un conjunto de dos bo-
las metilicas (fig. 252) unidas por un conductor. Si a las bolas se: lea! comumcan'f"
cargas iguales, pero de signo contrario y se abandona el sistema’a su'suerte,
tendrﬁ lugar un proceso oscilante de la transferencia de cargas entre las bolas.

@ e
|

e 3

-~

Fig. 252 Fig.
Modelo de un dipolo Para cnlcular el potencial del
dipolo

Las oscilaciones de la corrienete serdn amortiguadas. Si la resistencia de los
conductores es pequeiia, asi como las pérdidas en la emision durante un perfodo,
en el transcurso de una cantidad bastante grande de periodos puede prescindir-
se del amortignamiento. Entonces a distancias, mucho mayores que I, el sis-
tema puede examinarse como ur dipolo, cuyo momento varia con el tiempo.
Hertz hizo uso de semejante dipolo, obteniendo por primera vez por via expe-
rimental las ondas electromagnéticas. Por esta razén, recibié el nombre de
dipolo hertziano.

Potencial escalar del dipolo que varia con el tiempo. El potencial del
dipolo se determina por la férmula (61.47) que es més cémodo escribirla como

olr, =t [ 2& TP gy, (61.18)

donde se supone que el dipolo se encuentra en el vacio (e = g,, p = 11,). Al
calcular (61.18) el origen de coordenadas es 1itil colocarlo en Ia zona de propaga-
cién de la cdxga. La posicién del origen en los mérgenes de la zona de propaga-
cién de la carga no tiene importancia, ya que las dimensiones del dipolo se
suponen tan pequeiias, como se quiera en comparacién con las distancias hasta
los puntos en que se estudia su campo. La posicién del punto en que se calcula
el potencial del campo se caracteriza por el radio vector r; E es él radio vector
del elemento de volumen dV; r’ es la distancia entre el elemento de volumen
dV; y el punto de observacidn (fig. 253).
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Examinemos el potencial a grandes distancias del dipelo (8/r < 1). Te-
niendo en cuenta gue

r=r—t r=YrE—2r-E+&, (61.19)

se puede la expresién para r’ desarrollar en serie respecto a E/r y limitarnos con
el término lineal del desarrollo:

r=r (1-—2%&-—%)”2=r-—!—f+ (61.20)

Haciendo uso de esta férmula, descompongamos el integrando en (61.18)
en serie de Taylor en el punto r:

Gy t—r'fe) _pG t—rfe)  wE 3 [pG, t—rie)
e ‘Ta‘r[———r——]+"' (bt.a1)

Poniendo (61.21) ea (61.18), hallamos
q)=.§f—£;-—- S pgy‘_ﬁ, . Sgpde “(61.22)

donde se toma en consideracién que durante la mtegraclén r es una magnituli
constante. Como consecuencia de la neutralidad eléctrica del sistema, la pri-
mera integral en el segundo miembro de (64.22) es nulo y la sagunda es en sf
el momento del dipolo [véase (17.2)]

§ 20 (t—ricyavy=p e~ riC). (61.23)

Por eso, en definitiva, el potencial del dipolo que varfa ¢on el tiempo se deter-
mina por la férmula

olr, H)=— mo Lo-g[Rlora], (61.24)

Haciendo uso de la expresién para la divergencia en coordenadas esféri-
cas, la férmula (61.24) puede representarse asi

o (r ;)=__1_. div BT, (61.25)

Potencial vectorlial. Se calcula desarrollando’ el integrando de (61.16)
-en la serie tipo (81.21):

Alr, =t o [_PS*:_’L‘)_] (61.26)

Campos eléctrico y magnético. Para simplificar la escritura de las mgulan'm
férmulas. introduzcamos la designacién

n=2U=r) _po, 1), © o (64.27)
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donde p, 63 un vector constante que caracteriza z
ladireccién de las oscilaciones del dipolo. Par-
tienido de las férmulas §61 .25)y (61.26), obtenemos: ¥

L]
B=rotA=—trrot 2=t P rotm, (61.28)

E= —gradp — —%:—=

: Fig. 254 .
1 2 1 o 4 . o e Eleceitn del sistema esférico de
oty ( grad div Il—— “aT-") = frmy Tt rotXL,  coordenadas para - calcular el
) i (61.29) campo del dipolo T

donde se toma en consideracién que ey, = 1/c? y se tiene en cuenta la for-
mula (A.10) y el vector Il satisface la ecuacién de onda

vl — 4 25 —o. (61.30)
El valor de rot II se calecula mediante la férmula {A.16):
rotl]=rotp,®=gmd¢xpo=—:——?;'{rxpn. (61.31)

Los célculos posteriores es més coémodo realizarlos en el sistema de coorde-
nadas esféricas. Dirijamos el eje polar Z a lo largo del vector p,, colocindolo en
el origen de coordenadas en el centro del dipolo. Los dngules acimutal y polar
se denotan por 8 y a, respectivamente, (fig. 254). Es obvie que

. {r X Po)r = (r X pglo =0, (r X pg)y = —rpysen b, (61.32)
por eso

rot, I =roty =0, rot, = —sen 651 (61.33)

De aqui, baséndose en la férmula (61.28), obtenemos:

Bo_ @ B 3T
B,mBe:l:O, B“=Tﬂ!--"?rotan——-zraen Bw; (61.34)
Las proyecciones del vector E se calculan aplicando la férmula para el ro-
tor en el sistema de coordenadas esféricas: i

119 1 cos® o

Er= gy voon® g0 (o0 rote )= — 5 == 55,
1 1 @ __ 1 senB 3 an
Ea‘———m—;?(rmtun}_m 7 E‘(r?)' (p2.35)

Las férmulas (61.34) y (61.35) muestran que el vector de intensidad delcam-
- po eléetrico yace en los planos meridionales y el vector de induccidén del campo mag-
nético es perpendicular al plano meridional, trazado por el punto correspondiente,
con la particularidad de que las lineas magnéticas de fuerza coinciden con las li-
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neas paralelas del sistema de coordenadas esféricas en cuestién. Los vectores de los
campos magnético y eléctrico en cada punto son mutuamente perpendiculares.

Las formulas (61.34) y {61.35) son vélidas para una dependencia arbitraria
de la funcién @ (¢, r) en (64.27) respecto al tiempo. Considerando que el mo-
mento del dipolo varia por una ley arménica,

i p = pee'et, (61.36)
4] (2111
s Aat=ric)

O=p, —. (61.37)

Después de efectuar las correspondientes diferenciaciones en las férmulas
(61.34) y (61.35), hallamos las expresiones para las proyecciones diferentes de
cero:

B, =-te imsenﬁ(-:_-+-!7m)ﬂ, E,:—%.:—cosﬁ(—:,-+—i?~) a, Ey=

4nt
1
= sen 6 (4 +-2—-9) ;1. (61.38)

El campo en la prozimidad inmediata al dipolo a distancias, inferiores a la
longitud de onda A = ¢T = 2nc/w, es semejante al campo de un dipolo estdtico
y corriente. A distancias mucho mayores que la longitud de onda, e] campo del
oscilador se diferencia en principio del campo de un dipolo permanente y co-
rriente. La zona correspondiente se denomina 2ona de onda.

Campo del osecilador en la zona de onda. La distancia r hasta los puntos
de la zona de onda satisface, seglin la definicién, la siguiente desigualdad:

1 @
. St (61.39)

Por eso en las f6rmulas (61.38) pueden menospreciarse 1/r y 1/r? en com-
paracién con w/c ¥y @%c?. En definitiva, obtenemos las siguientes expresiones
para las proyecciones de los vectores del campo:

B,=—+42 [Tsend, B,=B,=0; (61.40)
Ey= ——p— 2 Hsen®, E,=E,=0. (61.41)
(-]

En estas férmulas a titulo de I puede tomarse o bien la parte real de la
expresién (61.37) o bien la imaginaria, por ejemplo:

H=M' (61.42)

Por esta razén, en definitiva, la intensidad y la induccidn del campo elec-
tromagnético en la zona de onda del oscilador pueden representarse de la si-
guiente manera: 5

) 1 ]
Ea=¢B¢=_TMT%“‘E§—Po¢QSW (i—-%) 4

E,=E,=0, B,=Be=0. (61.43)
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~ Estas férmulas muestran que en la zona de onda los vectores magnético y
eléctricoison mutuamente perpendiculares y perpendiculares al radio vector r:
Los vectores E, B, r forman en cada punto un'sistema demano derecha de vec-
tores. La inlensidad del campo disminuye inversamente proporcional al primer
grado de la distancia. La onda que se presenta por la férmula (61.43) se deno-
mina esférica. Ella se propaga en direccién del radio'vector. Las superficies de
fase constante de dicha onda son esferas. La velocidad de la onda (de fase). es'
igual a la velocidad dé la ‘luz. Dado que Ey = ¢Bj, los pequefios sectoreside la
superficie de la onda esférica pueden considerarse como ondas electromagnéticas
planas. _ B

. Potencia emitida por el oscilador. La densidad del flujo de la energia
electromagnética se caracteriza por el vector de Poynting (59.7). Por eso el flujo
de energia electromagnética P que atraviesa la superficie § de la esfera de ra-
dio r que rodea el oscilador, es igual a

P = ;EXH-{‘iS:iEaHC‘dS:

I 2n
=E—;E—m:—§s—coszw(t—- -:—) Ssen3ﬁd9 jda=
0 0

1 wipd

=-m—}-,—-cuszw(t— %) (61.44)

Esto es el potencial del flujo, es decir, la energia de emisién del oscilador
en1 s. La potencia de emisién, media durante un perfodo de emisién, es igual a

T
= 1 o'
(Py=4 S Pdt=—p— 2, (61.45)
0

Esta férmula muestra que la potencia de emisién del oscilador depende en
gran medida de la frecuencia y es proporcional al cuarto grado de ésta. Ello sig-
nifica que para aumentar la potencia de emisién es fitil pasar a longitudes més
cortas de ondas. i

Puesto que el vector de Poynting disminuye inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia, y el 4rea de la superficie de la esfera crece directa-
mente proporcional al cuadrado de la distancia, el flujo total de energia, que
atraviesa 1a superficie de la esfera, no cambia con la distancia, por lo tanto, la
energia se transporta sin pérdidas del oscilador a las partes alejadas del espacio
en forma de ondas electromagnéticas. La densidad del flujo de emisién dismi-
nuye al crecer la distancia inversamente proporcional al cuadrado de las dis-
tancias. Merced a la pérdida de energia en la emisién, las vibraciones del
oscilador deben ser amortiguadas. Para obtener vibraciones no amortiguadas
del oscilador es necesario continuamente suministrarle de afuera cierta energia.
El oscilador es el emisor mas sencillo de ondas electromagnéticas.

Emisién de un cuadro con corriente. Otro de los emisores elementales
de las ondas electromagnéticas es un cuadro con corriente que se caracteriza por
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ol momento magnético py = IS (fig. 255). Su emisién es semejante a la emi-
sién de un dipolo. Citemos sélo el resultado. E1 momento magnético del cuadro
con corriente varia segin la ley

Pm = Pmo COS8 ©f. (61.46)
Coloquemos el origen del sistema de coordenadas esféricas en el centro del

cuadro y el eje Z dirijémoslo a lo largo del momento magnético, es decir, en
la fig. 254 hay que imaginarse que la corriente circula en el plano z = 0 y el mo-

b0
Pm
i J
7 5,9
Fig. 255 Fi%. 256
Cuadro con corriente Relacién entre el desplazamien-

to de las cargas eléctricas que
originan el momento eléctrico
dipolar, y la corriente en el
cuadre que crea el momento
magnético

mento magnético de la corriente pn se sitia como p. Para el campo de la emi-
sién del cuadro con corriente se obtienen las siguientes férmulas:

E,= —cBga—g—mT' ”’:a Puo €08 © (E—r/c),

E,~Ee=0, B,=By=0.

* "La comparacién de las férmulas (61.47) y (61.43) muestra que si entre el
momento; magnético pme de la corriente y el momento dipolar p, se observa la

relacién (fig.  256) -

? Pmoe = Par (61.48)
la intensidad: del ¢ampo eléctrico y la inducecibn magnética de-la emisién del
dipolo son iguales-segfin el médulo a los médulos correspondientes de los vecto-
res del campo de emisién-del cuadro con corriente, sélo cambian su direccién
en el-espacio; El.dipolo posee una intensidad’ del campo eléctrico, dirigida por
las meridianas y el cuadro tiene la intensidad perpendicular a los planos meri-
dionales, por las 1fneas paralelas. ‘De manera correspondiente: varia también la
arientacisn de los vectores del campo magnético. Como se ve de (61.47) y (61.43),

(61.47)
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los vectores del campo de emisién del dipolo y del cuadro-con corriente se en-
cuentran entre si en la siguiente relacidn:

E, (del cuadro) = —eB, (del dipolo) )
¢By (del cuadro) = Eg (del dipolo). (61.49)

La potencial de emisién del cuadro con corriente se determina or las fér-
mulas (61.44) y {61.45), sustituyendo en ‘ellas ‘el' momenta dipolsr por’ el mo=*
mento magnético segdn la férmula (B1.48).

El oscilador y el cuadro con corriente son emisores elementales de la.s on-
das electromagnéticas. La emisién de sistemas méds complejos puede reducirse
a los elementales con ayuda del principio de superposicién.

Emisién de un electrén en movimiento acelerado. Coloquemos imagina-
riamente una carga positiva, igual por el valor a la carga del electron en el
origen de coordenadas. Dicha carga es inmévil y, segiin la ley de Coulomb,
crea en el espacio circundante un campo eléctrico, constante con el tiempo, y
con una intensidad que decrece inversamente proporcional el cuadrado de la
distancia, El conjunto del electrén en movimiento y la carga positiva inmdvil
forman un dipolo, cuyo momento varfa con el tiempo. Los vectores del campo
de emisién del dipolo son alternativos y disminuyen inversamente al cuadrado
del primer grado de la distancia. Est4 claro que el campo eléctrico constante de
la carga inmévil se compensa por el campo eléctrico del electrén y no puede te-
ner relacién alguna con el campo de emisién, es decir, el campo de emisién es
el campo de emisién del electrén oscilante. La carga positiva se ubica en el
ori'fen de coordenadas sélo mentalmente, lo que permite hacer uso de las for-

ulas obtenidas antes para la emisién del dipolo con momento variable con el
tiempo.

El momento dipolar que surge al desviarse el electrén del origen de coor-
denadas a z (t), es igual a

p(t) =—lelz @)1, (61.50)

donde i, es el versor a lo largo del eje Z. El signo menos surge a causa de que
el momento complementario estd dirigido de la carga negativa a la positiva.
Considerando que

z = b cos wi, (61.51)

donde b es la amplitud de oscilacién del electrén, para el momento dipolar
(61.50) obtenemos

= —i, | e | bcos wt. (61.52)

La comparacién de (64.22) con la parte real de (61.36) para el dipolo muestra
que en la férmula (61.36) p, esté ligado con las magnitudes que caracterizan el
movimiento del electrén, mediante las relaciones:

Po=—iz|le|d po=le]|bd (61.53)
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La férmula (61.43) que caracteriza los vectores del campo de emisibn,
adquiere shora el aspecto:

Eg=cB,=— 4:.;::- %29 \ejbeos @ (v—L) (61.54)
£ wi w0, B, Bi==0, (61.54)

donde T es el tiempo de llegada de la onda al punto de observacion en la esfera
de radio r. La variable ¢ = t — r/c se reserva para el tiempo que caracteriza el
movimiento del electrén. De la formula (61.51) se desprende que

= —w% cos wt, (61.55)
y por eso (61.54) puede escribirse de nuevo asi:
e sen B **

e -a
Eg(r, ©)=cB, (r, -:)-:-———-—;;L, -——-—se: zlt_‘_m=—-—ch e ‘ﬂ“mr{m-%)

donde se tiene en cuenta que la carga del electrén es negativa. La férmula (61.44)
para la potencia de emisién adquiere la siguiente forma:

P=T¢:w 58, (61.57)

es decir, la potencia de emisién es proporcional al cuadrado de la aceleracién del
electrén. La carga en movimiento uniforme no emite. .

Las férmulas (61.56) y (64.57) se recibieron para el modelo del electrén
oscilante. No obstante, ellas dependen s6lo de la aceleracidn del electrén en
cualquier momento dado de tiempo. Por consiguiente, el campo de emisién
que describen, no depende de cémo se movia el electron hasta el momento. pre-
fijade y de qué manera se moverd después de este momento. Por esta razénm,
las férmulas mencionadas son siempre aplicables y representan las expresiones

para la intensidad y la induccién del campo de emisién y de la potencia de emi-
sién en dependencia de la aceleracién, cualquiera que sea el movimiento. En
cambio, en este caso las velocidades del electrén deben ser pequefias, por eso,
hablando estrictamente, estas férmulas son para el electrén en reposo que posee
cierta aceleracion, 1o que es obvio partiendo de la definicién del dipolo que ocu-
pa:una.zona infinitésima del espacio y que se encuentra en reposo en ella.
""" "Sin embargo, no cuesta gran ‘trabajo generalizar estas férmulas para velo-
cidades arbitrarias. Para eso hay que sencillamente pasar al sistema de coorde-
nadas“donde el electrén se mueve con una velocidad arbitraria.y hacer uso de
las férmulas de transformacién de los campos y aceleraciones. En definitiva, se
obtienenférmulas, 'validas para las velocidades y aceleraciones -arbitrarias de
Ia carga. En el presente libro no se citan. .

Fuerza de deceleracién por radiacién. Merced a la emisién, el electrén
pierde su energfa y se decelera, o sea, sobre 6l actiia una fuerza de deceleracién.
Hallémosla. Es obvia, que la ecuacidn de las oscilaciones del electrdn, teniendo
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en cuenta las fuerzas de deceleracién, tiene la forma

' mz + mo’z = F, (61.58) -
"donde @ es la frecuencia de las 'ascilacion_a_s libres en ausanc'ia_ de la fuerza de
deceleracién. Multiplicando los dos miembros de esta-ecuscion por z; obtenemos:

!I_'l.;' mp?

(B o) —p (61.59)-

En ‘el segundo miembro de (61.59) se encuentra el trabajo de la fuerza de
deceleracién por radiacién, respecto al tiempo. Segiin la definicidn, &1 es igual
a la potencia de emisién [véase (61.57)], por eso

' i e¥ "

F;=—E—érﬂz. (61.60)

La igualdad (61.60) expresa el principio de conservacién de la energia du-
rante la emisién. De ella no se puede hallar en general las fuerzas F en forma de
funcién de z y de sus derivadas. Eso se puede hacer inicamente de modo apro-
ximado, suponiendo que:

1) la emisién y, por lo tanto, el amortiguamiento de las oscilaciones no
son muy grandes, de manera que en el transcurso de cierta cantidad de perfodos
el movimiento puede considerarse pricticamente periddico;

2) partiendo del principio de conservacién de la energfa para valores me-
dios, referentes a una cantidad pequeiia de perfodos, puede sacarse la conclusién
de la igualdad de los valores instanténeos de dichas magnitudes.

Partimos de la igualdad evidente:

P= 514 (2. (61.61)

Tomando el valor medio de {'z' 'z)' por un periodo y haciendo uso de la prime-
ra suposicién, tenemos

(2 3y = 3 1(7 Dpmr—(7 om0l =O. (61.62)
Entonces (61.60), teniendo en cuenta (61.61) y (61.62), adquiere el aspecto
- g sans
Fay= 57 2, (61.63)
Basindose en la segunda suposicién, hallamos
1 ed v
F:m—? z. (61.64)

Esta férmula determina la fuerza de deceleracién por radiacién. La ecuacién
de las oscilaciones del electrén, teniendo en cuenta la fuerza de deceleracién,
tiene la forma

mz + motz—|e/{(Bneg)] z = 0. (61.65)
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En la electrodindmica la expresién para la fuerza de deceleracién se gene-
raliza para el movimiento arbitrario. Ahi la fuerza se describe también por la
tercera derivada respecto al tiempo propio de las magnitudes correspondientes
que caracterizan el movimiento del electrén. La ecuacién que se recibe en este
caso es invariante desde el punto de vista relativista. Durante large tiempo se
consideraba que dicha ecuacién describe correctamente la reaccién de radiacién.
En cambio, hace poco se realizé un céleulo, aplicando el ordenador, de unos
cuantos casos sencillos de movimiento y fueron obtenidos resultados absurdos
de antemano. Por eso la cuestién sobre la descripei6én cldsica invariante desde
el punto de vista relativista del movimiento del electrén, teniendo en cuenta
la reaccién de emisién no puede considerarse resuelta en la actualidad.

La existencia de la fuerza de deceleracién se confirmé experimentalmente
en los aceleradores. Como ya se ha dicho, las particulas cargadas en el acelerador
sufren pequeiias oscilaciones arménicas cerca de la érbita equilibrada, denomi-
nadas oscilaciones de betatrén (véase el § 56). Ademéis, en su movimiento la
carga emite intensivamente. La fuerza de deceleracién por radiacién provoca el
amortiguamiento de las oscilaciones de betatrén.

§ 62. Propagacién de las ondas eleciromagnéticas en los
dieléctricos

Se examinan las propiedades principales y las peculiaridades de la
propagacién de las ondas electromagnéticas en los dieléciricos.

Ondas plapas. La onda electromagnética se denomina plana si los vectores de la
onda poseen una misma magnitud en todos los puntos de cualquier plano, perpendi-
cular g la direccién de propagacién de la onda. Claro estd que dichos vectores va-
rian de plano a plano. Puede decirse que los planos, perpendiculares a la direc-
ci6n de propagacién son superficies de fase constante en la onda plana. La onda
se llama monoeromdtica si los vectores de la onda cambian con el tiempo segin la
ley arménica con una frecuencia determinada. Por ejemplo, si una onda electro-
magnética plana se propaga a lo largo del eje Z, los vectores del campo de la
onda tienen la forma:

E (z, ) = E (z) o' B (z, t) = B (z) el (62.1)

Si las superficies de la fase constante coinciden con las de la amplitud cons-
tante, la onda se denomina homogénea.

Ecuaciones para los vectores del campo de la onda. No vamos a partir de
los potenciales, comé en el § 61, sino que directamente de los vectores del cam-
po. Examinemos el caso de un medio ilimitado homogéneo e = const, p =
= const. La conductividad del dieléctrico = 0. Las ecuaciones de Maxwell
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tienen la forma:

rotB=pe -3, (62.2)
rtE= — 22 - (82.3)

Al diferenciar los dos miembros de la ecuacién (62.2) respecto-al tiempo y
excluyendo en el primer miembro dg la igualdad obtenida la derivada dB/ét

con ayuda de (62.3), recibimos
—rotrot Eemep 2 . (62.4)

Haciendo uso de la formula (A.10) y teniendo en cuenta que divE = 0, ya
que las cargas libres estén ausentes, hallamos la ecuacién para E:

VE—epS5 =0. (62.5)
De la misma manera encontramos la ecuacién para B:
VB—ep 20 =0. (62.6)

Asi, pues, los vectores del campo satisfacen la ecuacién de la onda en la
que la velocidad de propagacion es igual a

v=1/Vep=c/Veu,. (62.7)

La férmula (62.7) muestra que en el dieléctrico la velocidad de propagacién de las
ondas es menor que en el vacio,

Vectores de onda. Hagamos coincidir el eje Z y la direccién de propagacion
de la onda electromagnética. Los vectores del campo se determinan por las
férmulas tipo (62.1). Poniendo en (62.5) la expresién para E [véase (62.1)] y re-
duciendo los dos miembros de la ecuacién por e'®! después de diferenciar, halla-
mos para E (z) la ecuacién

d®E (z)/dt* + K*E (z) = 0,. (62.8)
donde &k = m]/“e_p. La solucién general de esta ecuacién es la siguiente:
E (z) = Ego~ 4 Eygef, (62.9)

donde E,; y E;, son constantes. Poniendo (62.9) en la férmula (62.1), encontramos
que
B(z’ £) =Eme’(“'"*"+E,28"‘“"+*’1. (62‘10}

El primer sumando del segundo miembro de (62.10) representa una onda
que se propaga en direccion de los valores positivos del eje Z, y el segundo, en
direccién de los valores negativos [véase (61.12)].
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De la misma manera hallamos la solucién
r para B. Admitamos que la onda se propaga en
direccidén positiva del eje Z. Entonces,'

E(z, t) =Epi@i-;  B(z, t)=Bgeket-s),

> (62.41)
i:u =k-r % Semejante onda es plana, monocromdtica

v homogénea.
Fig. 257 Yelocidad de fase (de propagacién). Las f6r-
Superficie de la fase constante mmulas (62.11) muestran que las ondas planas en
de la onda plana un dieléctrico homogéneo se propagan sin variar

la amplitud, o sea, sin absorcion. La velocidad
de movimiento del plano de la fase constante se denomina velocidad de fase. Se
halla diferenciando las condiciones de constancia de la fase respecto al tiempo:

wt — kz = const, (62.12)
que proporciona

o—k3 —0, (62.13)

dz @ 1 c
Vo= = e i ——ee— =

at kT Ve Ve,

Las férmulas (62.11) estén escritas para una eleccién especial del sistema

de coordenadas cuando el eje Z coincide con la direccién de propagacién de la

onda. De esta restriccién puede liberarse con ayuda del vector de onda k, diri-

gido a lo largo de la propagacién de las ondas y se determina por el médulo me-

diante la expresién (61.8). Segin la definicién de onda plana, que se propaga en

direccion del vector k, los vectores E y B en cualquier punto del plano, perpen-

dicular a esta direccidn, en el caso dado al eje Z, son los mismos. Sea r el radio
vector de cierto punto en semejante plano de fase constante.

Es obvio que k-r = kz (fig. 257) y en lugar de (62.11) puede escribirse:

E (r, t)=Eplof-%-n); (62.15a)
B(r, t)=Bgelwt-%-0,

(62.14)

Longitud de onda. Segin la definicién, es la distancia a la que se desplaza
cierto punto de fase constante durante un periodo de oscilaciones:

_ A =vT = oT/k = 2a/k, (62.15b)
donde

k = 2a/) (62.15¢)
es ¢l nimero de onda o también se llama constante de longitud.

". Propledades de las ondas. “Para investigar las propiedades de las ondas
lanas sustituyamos las expresiones (62.15a) en las (62.2) y (62.3). Para simpli-
icar los-célculos es Gitil hacer uso de la representacién simbdélica operacional de.
las operaciones vectoriales. En calidad ‘de inicial sirve &l operador vectorial
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de:habla: . 5
V=‘=32“+fn7y+"=%: ., (62.16)

donde i, i, 1; son versores en direccién de los
ejes de coordenadas. )

“"No es dificil comprobar gile mediante este
operador 1as operaciones principales del anélisis
vectorial se representan asi:

grad p = Vg, div A = V-A, rot =V x A, Fig. 258 _ )
X (62.47) Erﬁggn i:alectromagnél.ica plana
donde V-A ¥y V X A son los productos vecto-
rial y escalar del operador ¥ por el vector A. Tengamos en cuenta que
Ve-ikr = __jkg-ik-r, (62.18)
Aplicando las ecuaciones de Maxwell y las expresiones (62.15a), pueden in-

vestigarse las propiedades de las ondas planas. La ecuacién de Maxwell div E =
=0 nos da

divE = V-BE = —ik-E = 0. (6219)

Esto significa que el vector de intensidad E de la onda es perpendicular

a k, es decir, es perpendicular a la direccién de su propagacién. Arnalégicamen-

te, la ecuacion de Maxwell

divB=V:B= —ik-B=20 (62.20)

muestra que B es también perpendicular a la direccién de propagacién de la
onda. Poniendo las expresiones (62.158) en (62.2) y (62.3), hallamos:

—k x B = epuwkE, (62.21)

k x E = oB. (62.22)

Sea mn un versor dirigido en el sentido de la propagacién de la onda. En-
tonces, baséndose en (62.8) puede escribirse

k=nol ep = no/v. (62.23)
Por eso [véase (62.22)]
n x E = vB. (62.24)

Con ayuda de (62.19) y (62.20) se mostré que los vectores E y B son perpen-
diculares a m. Las formulas (62.21), (62.22) y (62.24) muestrap que estos vecto-
res son también perpendiculares uno a otro. Tomando en los dos miembros de
la igualdad (62.24) los médulos de las magnitudes, hallamos

E = vB. (62.25)

Partiendo de la relacién (62.24) puede sacarse la conclusién de que en un
dieléctrico homogéneo los vectores E y B varfan en una misma fase. Todas las
férmulas de este parrafo son vilidas para el vacio si se supone que e = &,
B,= po ¥ v =c es la velocidad de la luz. La variacién de los vectores de la
onda plana en el espacio se muestra en la fig. 258.
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Densidad del flujo de energia. Esta se determina por el vector de Poynting,
cuyo médulo en e} caso de onda plana es igual a

- Lh . AN
IS = [Ex H|= |E| |H| = - (eB*+ 5 B) =
|
Ver
donde 1/} e = v es la velocidad de propagacién de la onda y
we=(E-D-+B-H) (62.26b)

_;- (E-D+B.H), (62.26a)

es la densidad volumétrica de la energia en ella. La expresion para el flujo de
energia puede representarse como

S = wv. 62.27)

Eso significa que la velocidad de transporte de la energia de la onda plana en
un dieléctrico homogéneo es igual a la velocidad de fase de la onda.

hnunduafwhumagn&kss.uem!tmaélu_}nr 1as corrientes alternas y por Ias cargas
eléctricas que se mueven con aceleracién. Las corrientes continuas y las cargas en movimiento
uniforme y rectiiineo no emiten,

{En qué cousisten los procesos fisicos que conducen a la posibilidad de existencia de
las ondas electromagnéticas .
: @Cwi\ﬁl'es la estructura de la onda plana ¥ cudl es la velocidad de su propagacién en
el vacio

§ 3. Propagacién de las ondas electromagnéticas en medios
conductores

Se examinan las propiedades principales y las peculiaridades de la
prapagacién de las ondas eleciromagnéticas en los medios conductores.

Constarite ‘dieléctrica compleja. Se estudia el caso de un medio homogéneo:
g ‘=='const, ‘i = const, y = const (y 5= 0, es decir, el medio es conductor). En-
tonces 1as ecuaciones de Maxwell tienen el aspecto:

V x B=pi+peSr = wyE+pe G- (63.4)

donde se utilizaron las designaciones simbdlicas de las operaciones vectoriales
¥ se tuvo én cuenta que j = yE. Sustituyendo en estas ecuaciones las expresio-
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nes (62.15a), para los vectores del campo hallamos:
' ~k, X B = ople + y/(ic})] E, (63.3)
k, X E = oB, X}

" con la particularidad de que k,, en (62.15a) se denota por k,, = k@&, donde
k©® es el versor.

. La ecuacién (63.3). pasa a ser la ecuacién (62.21) paralos dieléctricos en- el
caso de = 0. La.ecuacién.(63.4) no se diferencia de 1a.ecuaciéin correspondiente
para-los dieléctricos. De'esta manera, el medio conductor en sentido. matemati-
co se diferencia del dieléctrico s6lo en que en vez de la constante dieléctrica e
pera el medio entra la constante dieléctrica compleja

Ep = & - y/(iv) = & — i/ o. (63.5)

Todos los cdlculos posteriores coinciden con los célculos para los dieléc-
tricos, Gnicamente que es necesario utilizar e, en lugar de e. Asf pues, en vez
del nimero de onda real % aparece la magnitud compleja k,, con la particulari-
dad de que

ki = ole,p = olep — ioyp. (63.6)
Representando k, en forma de un niimero complejo:
ky, =k — is, 63.7)
escribamos la igualdad (63.8) en la forma

Kk — 2iks — s = wlep — ioyu. (63.8)

Al igualar las partes reales e imaginarias de (63.8), hallamos:
K — s = wlep=a, (63.9)
2ks = oyp = b, (63.10)

La solucién de este sistema algebraico de las ecuaciones es asi:
B= (V145 1) =22 ()1 () +1). @3.41)
g (VT )= (T (3T ,T,) ~1). @

Profundidad de penetracién. Investiguemos la amplitud de la onda que
se propaga en direccién de los valores positives del eje Z:

E = Enel(ml—laz) — Eﬂe—ﬂa{{al—h). (63‘13)

De esta manera, la amplitud de la onda durante la propagacién disminuye.
es decir, en el medio conductor la onda electromagnética se propaga amorti-
gudndose la amplitud. En el camino

A =1/s (63.14)
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la amplitud de la intensidad del campo de la onda disminuye e veces, por lo
que A adquiere el nombre de profundidad de penetracién de la onda plana en
un medio conductor. '

Estimemos la profundidad de penetracién de las ondas de diversa longitud.
Para la luz visible la longitud de onda es igual a

A= (04 ...075.10-* m, (63.15)

Io que corresponde a la frecuencia o del orden de 5.10 s-%. La conductividad
de los metales tiene el orden de 167 Q- x m~! y el valor de & puede tomarse
igual & e, Asf pues,

v/ew) = 2-10* > 1. {63.16)

Para longitudes de ondas maynré& que la de la luz, dicha desigualdad au-
menta. Por eso en la férmula (63.12) puede menospreciarse la unidad en compa-
racion con y/(ew) y escribirse la expresién para s de esta forma

s =Y oypl2. (63.17)
Por consiguiente, la profundidad de penetracién es igual a
A=1/s=V Zl{wyp). (63.18)

Puesto que la longitud de onda A estd enlazada con la frecuencia @ median-
te la relacién © = 2n/(AV &p), 1a férmula (63.18) puede escribirse de nuevo

A=Yy Y elp, (63.19)

donde ¥ pie tiene dimensién de resistencia y es una resistencia caracteristica
del medio. Para el vacio es igusl a

V iafeg == 3779, (63.20)

Examinemos, por sjemplo, el cobre para el cual y = 5:107 Q-t.m~, p ~
2 g, &R g, Para A =1 m la profundidad de penetracién es igual a A =~
2 4.10-® m. Por eso en realidad no se puede ni hablar de que la onda penetre
en un medio conductor, simplemente existe la absorcién en una capa superficial
muy pequeiia, Incluso para ondas muy cortas dicha conclusién queda siendo vé-
. lida..'Verbigracia, para longitudes de ondes del orden de las ondas luminosas
(» -~ 10-* m) la profundidad de penetracién es A ~~ 4-10~° m.

_ 'Causa fisica dela absorcién. Lia causa fisica de tal rdpido amortiguamiento
de las ondas electromagnéticas en un medio conductor es la transformacién de
la energia eloctromagnética de la onda en calor de Joule: la intensidad del campo
electromagnético de la onda ezcita en el medio conductor las corrientes de conduc-
cién que, segun la ley de Joule—Lenz, calientan la substancia del medio.

Interpretacién’ del efecto pelicular. Aliora puede interpretarse el efecto
pelicular. La férmula -353..19) para el espesor de penetracién de la corriente coin-
cide con la férmula (63.18) para la profundidad de penetracién de la onda elec-
tromagnética en el conductor, 1o que posee una base fisica profunda.
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La energfa, transportada por la corriente, se mueve en el espacio alrededor
delos conductores en forma de energia electromagnética. Parte de ella atraviesa
1a: superficie del conductor y penetra.dentro de éste para mantener el movi-.
miento de los electrénes y alli se transforma en energia cinética de los eélectro-
nes, la'cual; a su*vez, se convierte en calor de Joule. Por'ésta razén; 1a:corriente
pueds imantenerse sélo en aguellas partes del conductoria donde. se suministra
del espacio circundante la-energia electromagnética..Ya que esta enargia puede’
penetrar al conductor sélo a la profundidad A [véase (63.18)], inicamente:en los
méirgenes de semejante profundidad en las inmediaciones de la superficie” del
conductor puede existir la corriente, es decir, A es aspeaor de la penetrac:(an.
de la corriente.

Velocidad de fase 'y longitud de onda en un medio conductor. La-f6imu-
la. (62.14), teniendo en cuenta (63 13) -y (63. 11). adquiere el aspecto: -

w ij2

= Vus { (1+lw(coc)] VA }

Esta velocidad es inferior a la velocidad de las ondas en un medio no con-
ductor para los mismos valores de p y e, o sea, la preésencia de la conductividad
del medio reduce la velocidad de fase. La lm::gu.ud de onda en un medio con-
ductor es igual a

a‘=

(63.21)

2 on { 2 }uz
E T oype U+ vlee)p)R+1 ’

es decir, disminuye en comparacién con la longitud de onda en un medio no
conductor con las mismas magnitudes de p y e.

La férmula (63.22) muestra que en el medio conductor la velocidad de fase
es funcién de la frecuencia, es decir, se observa el fenémeno de dispersién. Por
esta razén, el medio conductor es siempre de dispersién. La peculiaridad mis
asencml de la propagacién de las sefiales en los medios de dispersi6n es la varia-
cién de su forma durante la propagacién.

Relaclén entre las fases de las oscilaciones de los vectores del campo. La
magnitud compleja &, en (63.7) es mds cGmodo representarla en forma expo-

(63.22)

nencial:
5 ko = | ky | o' (63.23)
La férmula (63.4) puede representarse como
B= kol g0 % E, (63.24)

donde k(% es el versor en direccion de la propagacién de la onda, en el presente
caso en direccion del eje Z. Los vectores E y B son perpendlculares a este eje.

Sea que la intensidad del campo eléctrico de la onda, conforme a (63.13),
se de mediante la férmula

E = Eje-tpi(ot-hs), (63.25)

donde, sin limitar la generalidad, puede cousiderarse que el vector Eo es real,
ya que la eleccién del punto de referencia del tiempo ¢ es siempre arbitrario.
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Poniendo (6.5) en (63.24), hallamos
B= If:ﬂ k0 x Ego—rei®t-A+o), (63.26)

" Después de determinar las partes reales de las expresiones (63.25) y (63.26),
hallamos las férmulas para las oscilaciones reales de los vectores del campo en
una onda plana que se propaga en un medio conductor:

E = Eg~* cos (ot — kz),
B= __li:" k® x Eje~** cos (0t —kz + ). (63.27)

Por lo tanto, las fases de las oscilaciones de los vectores magnético y eléc-
trico de la onda plana se diferencian. De (63.7) hallamos

tg o= —s/k=Veply—V 1+ (en/7)* (63.28)

es decir, el dngulo @ es negativo. Esto significa que la fase B alcanza cierto va-
lor més tarde que la fase E. Eso se manifiesta mediante dos vias.

Si se examinan las oscilaciones de los vectores de la onda en un punto fijo,
junto al cual pasa la onda, B alcanza su valor, dirfamos, méximo, més tardé
que E, o sea, B como funcién del tiempo se retrasa de E.

Si se examina una onda en ¢l momento de tiempo fijo, B alcanza, por
ejemplo, su valor maximo para valores de z menores que E, es decir, B como
funcién de z avanza a E.

Estas afirmaciones se complementan mutuamente y hallan su unicidad en
el hecho de que la onda electromagnética progresiva se mueve en direccifn de
su propagacién (en el caso dado en direccién de los valores positives de Z).

Relacién entre las amplitudes de los vectores del campo. De las férmu-
las (63.25) y (63.26) se desprende que

e =l = Ve (t + (/eI (63.29)

Comparando las expresiones (63.29) y (63.25), vemos que en e] medio con-
ductor | B | respecto a | E | es mayor que en un medio no conductor siendo los
pardmetros p y Z los mismos.

§ 64. Invariancia de la onda plana

Se disciiten las invariantes de s transformaciones del campo
electromagnético y las consecuencias del andlisis de las invarigntes.

Transformacién de los cam Al pasar de un sistema inercial de referencia
a otro, las intensidades-de log campos cambian. Las-igualdades (11.415) son las -
férmulas de transformacién. - .
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Puede resultar que en un sistema inercial de referencia. existen los.campos
magnétice, y eléctrico, mientras que en el otro, sélo el campo eléctrico,-ste.

-~ La onda electromagnética plana se caracteriza bien-por sus propiedades.de-
finidas: .los vectores E.y B son mutuamente perpendiculares y .sus.médulos
estén enlazados mediante la relacién: E = ¢B. Se pregunta: ¢se.conservan estas
propiedades de los vectores del campo al pasar @ otro-gistema inercial'de refe-
rencia? Si se conservan,-el concepto de la_onda electromagnética:plana:es, in-
variante desde el punto de vista relativista que. refleja todas las propiedades in-
ternas del campo electromagnético de la onda plana. Pero si no, dicho concepto
depende de 1a eleccion hecha al azar de un sistema.inercial de referencia u otro

¥ no determina el -objeto fisico que existe objetivamente. Con ayuda:de las fér-
mulas (11.15) es facil verificar que los vectores de las intensidades del campo
electromagnético. que satisfacen Ja condicién de la onda plana en un sistema de
coordenadas, satisfacen estas mismas condiciones en otro sistema de coordena-
das, es decir, la onda plana es un concepto invariante desde el punto de vista rela-
tivista que determina el objeto fisico que existe imparcialmente. En lugar de la ve-
rificacién directa de una afirmacién particular sobre la invariancia de la onda
plana es {itil analizar una cuestién mas amplia sobre las invariantes de las trans-
formaciones del campo electromagnético y la afirmacion sobre la invariancia
de la onda plana argumentarla como una deduccién particular, a la par con la
cusl, sin embargo, se obtienen otras muchas deducciones muy importantes.

Invariantes de las transformaciones del campo electromagnético. Se llaman
invariantes de lag transformaciones del campo electromagnético a las magnitudes,
compuestas de vectores del campo que no cambian su valor al pasar de un siste-
ma inercial de referencia a otro. Los vectores del campo en distintos sistemas
de coordenadas estdn enlazados entre si mediante las transformaciones (11.15),

Existen procedimientos de bfisqueda de las invariantes de transformaciones.
Aplicando las férmulas (11.15) y calculande directamente, puede comprobarse
que al pasar de un sistema inercial de referencia a otros las siguientes invarian-
tes no cambian su valor:

I, =c*B* — E% I, = H*— D% (84.1)
I,=B.E, I, = H.D; (64.2)
I,=H.B— D.E. (64.3)

Comprobemos, por ejemplo, que la magnitud 7, es invariante. Segiin las
férmulas (11.15) tenemos
PR — ' ' P Ey—uvB; By+(v/ch) E,;
B -E —B;E,+B;E,+BzE,=B,E,+'/1—_H_$-ﬂ—+
E;+uBy By— (v/c®) E,
—-——.:B E =B' - .
'/'1-——_”, ]/T:B; xE:+ByEy+B: z E (64 4)

De manera anéloga se demuestra la invariancia de las demas magnitudes.
La onda plana se determina por la igualdad a cero de las invariantes /, = 0
e I; = 0, y su invariancia no requiere una posterior demostracién, ya que I, L @
I, son invariantes. Sin embargo, la invariancia de las magnitudes de%&é.‘l)—

28-0144k
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(64.3) permite deducir otras cosas muy importantes sobre el com portamiento de
los campos electromagnéticos al pasar de un sistema de referencia a otro.
Anilisis de los invariantes del campo. Partiendo de la invariancia de las
magnitudes de (64.1)—(64.3), pueden sacarse las siguientes conclusiones:
1) si en cierto sistema inercial de referencia ¢2B*>> E* y B _|_E, puede ele-
girse un sistema inercial de referencia en el que el campo eléctrico esté ausente y
el magnético so diferencie de cero. Pero si B no es perpendicular a E, semejante

gistema inercial de referencia no existe;

2) si en cierto sistema inercial de referencia ¢28*<< £2 y B_|_E, puede ele-
girse un sistema inercial de referencia en el que el campo magnético esté ausen-
te y el eléctrico se diferencie de cero. Si B no es perpendicular a E, semejante
sistema inercial de referencia mo existe; :

3) si en cierto sistema inercial de referencia existe sélo el campo eléctrico
o sélo el magnético, al pasar a otro sistema inercial de referencia, en general,
existen tanto el campo eléctrico, como el magnético que son mutuamente per-

pendiculates;
4) la onda plana, para la cual E=c¢B, E_| B, en todos los sistemas iner-

ciales de referencia permanece siendo plana.

§ 65. Presién de las ondas electromagnéticas,
Impulso del fotén

Se describe el mecanismo de aparicién de la presién de las ontas
electromagnéticas. Se calcula la densidad volumétrica del impulso de
la onda electromagnética y se determina el impulso del foidn.

Mecanismo de surgimiento de la presién. Si una onda plana se propaga en un
medio conductor, su campo eléctrico excita en el medio una densidad volumétri-
ca de la corriente de conduccién segin la ley de Ohm:

j = yE. (65.1)

Sobre el elemento de corriente j dV actia

por parte del campo magnético de la onda una
fuerza (fig: 259): :

dF = j x BdV = vyE x BdV, (65.2)

—
b dirigida por el vector E X B, es decir, hacia la
propagacién de'la onda. Designando por m el ver-
sor en direccién de la propagacién de la onda,

Fig..250 puede escribirse: :

Di de 1 ricién de 1 - - =i -
pr?!%:m:.d eu;na%:llc{g._m;eéh & dF =yEx BdV =nyEBdV =njE dV/v=ndP/v,
magnética : - (65.3)
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donde se ha hecho uso de la relacién entre los médulos de los vectores de la onda
plana (£ = vB) y se-ha tomado en consideracién la ley de Joule—Lenz dP =
= jE dV. Es:necesario  prestar atencién a que en la férmula (65.3) 14 magni-
tud dP es la energia absorbida con respecto al tiempo. :

Presién. Sea que. del vacio incide sobre el medio conductor un flujo de
energia de las ondas electromagnéticas. que se -absorbe por compleéto. Enel:
transcurso de 1 s sobre sl elemento-superficial dS incide, conforme a la férmu-
la (62.27), una cantidad de energia

dP = vw dS, _ _(65'41_'

que se absorbe y crea en la normal a la superficie una fuerza (65.3) que, ﬂ. base
de (65.4), es igual a :

dF = nw d. ©E 855)°
Por eso la presion a lo largo de la normal a la superficie es
dF
Pp=—4g5 = 0¥ (65.6)
La magnitud
w=1/2 (E-D -+ B-H) (65.7)

es la densidad volumétrica de la energia de las ondas electromagnéticas.
Impulso del tren de ondas electromagnéticas. Supongamos que la ener-
gia W, que se encuentra en cierto volumen en el tren de ondas electromagnéti-
cas, se absorbe en cierto volumen de un cuerpo conductor durente un lapso At.
Entonces, de acuerdo con (65.3), sobre este volumen del cuerpo actiia la fuerza

F=ni-1, (65.8)

(2]
Segiin la ley de Newton, la fuerza que actiia sobre el volumen, estd enla-
zada con el impulso que adquiere el volumen, mediante la relacién

F = p/At. (65.9)
Poniendo (65.9) en (65.8), obtenemos

p=n-—_, (65.10)

La férmula (65.10) contiene una afirmacién fundamental: el tren de ondas
electromagnéticas que posee una energia W y se mueve con una velocidad v, tiene
un impulso p, ligado con la energfa mediante la relacién (65.10). El impulso estd
dirigide hacia la propagacifn de las ondas,

Densidad volumétrica del impulso de las ondas electromagnéticas. Después
de dividir los dos miembros de (65.10) por el volumen que abarca la energia W,
obtenemos para la densidad volumétrica del impulso de las ondas electromagné-
ticas la siguiente férmula

G = p/V = nwlv, (65.11)

289
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donde w = W/V es la densidad de la energia electromagnética en la onda plana.
Con ayuda de la férmula (62.27), la expresién (65.11) puede escribirse asi

G = Sh?, (65.12)

donde S es el vector de Poynting v v, la velocidad de movimiento de las ondas.

La presién de las ondas electromagnéticas puede calcularse por la variacién
de su impulse. Verbigracia, si las ondas electromagnéticas inciden por la normal
a la superficie y se absorben totalmente, la presién, conforme a la formula

(65.12), es igual a
pp =G = 8lv = w, (‘6513)

lo que, claro esta, colncide con (65.6). Pero si la onda se refleja totalmente, al
cuerpo se le transmite un impulso doble y la presién es

pPp = 206G = 2w, (65.14)

De la misma manera puede calcularse la presién durante una absorcion
parcial, durante la incidencia oblicua sobre la superficie, etc.
Fus el cientifico ruso P. N. Lébedev (1866—1912) quien por primera vez
, descubrié experimentalmente en 1900 la presién de las ondas luminosas. Como
se ve de (65.14), la presién es muy pequeiia. Por ejemplo, para el flujo de
1,4 kW/m?®, lo que aproximadamente es igual al flujo de la energia solar en la
6rbita de la Tierra, la presion de la luz es de unos 5 pPa. Por eso se necesitd la
elaboracion de unos métodos muy precisos de medicidn.
Impulso del fotén. Conforme a las representaciones cudnticas, la luz es
en s un conjunto de cuantos de energia, denominados fotones. La energia del
fot6n estd ligada con la frecuencia de la luz mediante la relacién de Einstein:

e = ho, (65.15)

donde % es la constante de Planck. Lag ezistencia de la presién de la luz obliga a
reconocer que los fotones poseen también impulso. De acuerdo con (65.10), el im-

pulsa del fotén es
p = nhole, (65.16)

donde ¢ es la velocidad de propagacién de la luz en el vacfo. Escribamos de
nuevo la férmula (85.16), teniendo en cuenta (62.23):

p=Fk. (65.17)

La relacién (65.17) es, a la par con (65.15), la ecuacién fundamental de la
teorfa cuintica de la luz.

La intensidad del campo eléetrico de una onda plana excita en e]qud_in conductor las
¥ ;

corrientes de conduceifn,. debido a cuya interaccién con la induceid i ‘magunético
de’ln-onda surge la fuerza de Lorents que se maniffesta conso presién de la onda electromagné-

ica.
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_ 4Qué representa en si-en el modelo clésico la fuerza
ue conduce al surgimiento de la presidn durante la
:lm':rcién de la ‘onda electromagoética en el medio con-
ductor? - ‘ .
+  $Qué es lo que.determina la densidad de impulso
de la onda electromagnética? .

Elemplo ‘65.1. Detérminar Ia fuerza con que los foto-
nes, cuys' densidad volumétrica de la e¢nergle es™S, octdan
sobre unal eifera de reflezién.absoluta y de radio r g‘ig;*zﬁﬂ}.

Debldo .8 la simetria axial de. la distribucién'de .
la presion, sélo la componente. de la fuerza en direccién N
del flujo inicial de loa fotones se diferencia de cero.De Fig. 260 s s I
acuerdo con la-férmula (85:13), sobre el elemento superfi- Fara calcular la. presibn de la
cial do (fig. 260) actha una fuerza dF = (25/c) coa® do radiacién electromagnética so-
dirigida hacia el centro.de la esfera, yla componente de Dre la esfera absolutamente re-
dicha fuerza en direccién del eje Z es flectora

dF, = —(28/c) cos® 6 do.

El érea del elemento sul:erﬁclnl en el sistema de coordenadas esféricas do = r? sen 8 X
% d6 da, donde « es el dngulo axial en el plano perpendicular al eje Z. Para la fuerza total
a lo largo del eje Z obtenemos

w2

Zn
Fi= — ( —2-5—) r2 5 da j cnsW&enﬂdE:-&’L -S—r*,
€ ? ’ 3 ¢

es decir, la fuerza es 4/3 veces mayor que para el caso cuando toda la enmergia del flujo se
absorbe por la esfera. )

§ 66, Guias de ondas y resonadores

Se describen las caracteristicas fundamentales de las gulas de ondas y
las peculiaridades de propagacién de las ondas electromagnéticas en
ellas. Se da la clasificacibn de las ondas en las gufas de ondas. Se
ezxamina el principio de funcionamiento del resonador.

Seccién del circuito. Cualquier seccién del circuito posee resistencia Ghmica,
capacidad e inductancia. El esquema equivalente de la seccién del circuito se
muestra en la fig. 261, a. La resistencia 6hmica R existe siempre porque los
cables la poseen. La capacidad surge como consecuencia de que en la seccién del
circuito existen siempre cargas volumétricas o superficiales y campos eléctricos
en los que se acumula la energia del campo eléctrico. Al pasar la corriente por
la seccién del circuito, se excita un campo magnético en el que se acumula la
energfa. Por lo tanto, la secei6n del circuito posee también inductancia. El papel
relativo de A, C, L depende de las propiedades concretas de la seccién del cir-
cuito y de la frecuencia.

Seccién del conductor. A una seccién rectilinea pequefia de conductor
le corresponden una carga superficial bastante pequefiz y una energia del campo
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R L magnético. Esto significa que su capacidad ein-

ductaneia son bhastante pequefias. Por esta razén,

¢ a pequefias frecuencias la capacitancia de la

seccion resulta mayor que la resistencia Ohmica

y la inductancia, menor, es decir, tiene lugar la

lid ak L desigualdad 1/(wC) > R » oL. Por eso en el

e I —YY circuito, dado en la fig. 261, ¢ la corriente c¢ir-

b ¢ c cula principalmente por la seccién R, L, mien-

——p tras que la capacidad aparienta estar desconec-

o tada. Dado que ol « R, la inductancia no tiene

un valor esencial y la seccién del conductor

Fig. 264 a pequefias frecuencias se representa asi como se
Circuitos equivalentes para la muestra en la fig. 261, b.

seccién del circuito con di- Al aumentar la frecuencia, la resistencia R

ferentes frecuencias crece. Ya que el espesor de penetracién de la co-

rriente disminuye como 1/} @, puede considerarse

que la resistencia aumenta como V ®. La industancia L, al erecer la frecuencia,
disminuye poco y por eso la inductancia oL crece como w. Por consiguiente, al
aumentar la frecuencia, el papel relativo de la inductancia de Ia seccién del con-
ductor crece y ya no se le puede considerar simplemente como una seccion con
resistencia 6hmica. Con el aumento de la frecuencia la capacitancia 1/(wC) dis-
minuye. Por eso a frecuencias suficientemente grandes, una parte considerable
de la corriente aparece en forma de corrientes de desplazamiento. Eso signifi-
ca que a frecuencias grandes, el esquema equivalente de la seccién del conductor
tiene la forma mostrada en la fig. 264, a, con la particularidad de que tanto
R, como L y C tienen gue tomarse en consideracién. Su papel relativo depende
de la frecuencia. Para frecuencias extremadamente altas, el papel decisivo lo
. desempefia la capacidad. )

Bobina de inductancia. A frecuencias bajas la bobina tiene 1/(wC) > oL >
> R. La corriente circula principalmente a través de R y L (fig. 261, ¢) y dado
que R < oL, el esquema equivalente de la bobina de inductancia a pequeiias
frecuencias tiene la forma dada en la fig. 261, c.

Al crecer la frecuencia, la inductancia de la bobina aumenta y la capacitan-
cia disminuye. Por eso una parte cada vez mayor de la corriente pasa en forma
de corriente de desplazamiento a través de las capacidades que existen entre las
espiras aisladas de la bobina. A la par con la resistencia 6hmica y la inductan-
¢ia, la'capacidad comienza a desempefiar un papel importante. En definitiva, el

esquema equivalente de 1a bobina de inductancia se convierte en un circuito,
mostrado - en la fig. 261, 4, con la particularidad de que el papel relativo de
R,'L y'C depende de la frecuencia. Para una frecuencia muy elevada casi
toda la corriente pasa en ‘forma de corriente de desplazamiento, como si
saltase de una espira a otra, y la inductancia como si se desconectase del
circuito., '
Condensador. A frecuencias hbajas, la capacitancia del condensador es
inferior ‘a-la-resistencia 6hmica y la inductancia [1/(®C) < R, 1/(0C) < oL].
Como-consecuencia, én ol citcuito (fig. 264, a) la seccién R, L como si se desco-
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nectase y el esquema equivalente del .condensador
tiene el aspecto que muestra la fig. 261,.d.

Al aumentar la frecuencia; la situacién cam-
bia. Para aclarar qué sucede en ese caso, exami-
nemos como -ejemplo un -condensador plano.

Al crecer la -frecuencia en el condensador
plano, aumenta la desviacién del campe reléctrico
con respecto-al homogéneo. La, causade ello-esla
interaccion entre. la:-induccién electromagnética
y las corrientes- de desplazamiento. A ‘primera
vista parece que el cuadro del fendmeno debe ser
andlogo al que conduce a la aparicién del efecto
pelicular (fig. 223), pero eso no es asi. La dife- T L A
rencia se determina por otras relaciones de fase 5)
entre los vectores de los campos. 3E/D

Examinemos el diagrama vectorial de los &
campos y las corrientes en caso del efecto pelicu-
lar {fig. 223). La induccién del campo magnético
se encuentra en fase con la intensidad de la co- :
rriente & intensidad del campo eléctrico que la E,
origina, La derivada de la induccién del campo
magnético -las adelanta en n/2, mientras que la
intensidad AE, engendrada por la variacion del
campo magnético, de un campo eléctrico comple-
mentarioc que conduce directamente al efecto
pelicular, retarda en /2 de lz intensidad E del 0 r
campo. Por eso siendo el enfoque mis estricto, al
en la fig. 223 deberia tomarse en consideracién gy, g9
no sélo la distribucién espacial de los campos, Relacidn entre las intensidades
sino las fases de la variacién de las intensidades. de los campos en el condensador

El diagrama vectorial de aparicién del efecto 2 Irecuencias altas
pelicular se muestra en la fig. 262, a.

Las férmulas de cilculo tienen en cuenta automiticaments la relacién entre
las fases de los vectores.

En el condensador (fig. 262, b} la relacion entre las fases de los vectores
del campo es otra. Dado que el campo magnético se origina por las corrientes de
desplazamiento, segiin la ley

JE
rot B=pe—,

su induccidn estd en fase con JE/dt y, por lo tanto, adelanta en m/2 la intensi-
dad E (fig. 262, c). Por eso la intensidad AE que surge segin la ley de la induc-
cién electromagnética y que conduce a la redistribucién de la intensidad del
campo E en el condensador, se encuentra en fase con la intensidad E (fig. 262, ¢).
La diferencia principal respecto a los fenémenos que tienen lugar al aparecer el
efecto pelicular, consiste en una relacién distinta de fases entre E y B: al surgir
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el efacto pelicular, sus fases coinciden, mientras que en el condensador la in-
duccién del campo magnético adelanta en fase la intensidad del campo eléctrico
en /2. Por eso, verbigracia, para el campo eléctrico nulo, en el cuadro del efecto
pelicular la induccién del campo magnético es nula y en el condensador posee
un valor maximo. Al crecer la intensidad E del campo durante el efecto peli-
cular desde el valor nulo, la induceién del campo magnético aumenta y la li-
nea dB/dt forma con E un sistema de mano derecha (fig. 223), mientras que en sl
condensador dicha intensidad disminuye, por eso las lineas B/t forman con E
un sistema de mano izquierda (fig. 262, b). Por consiguiente, la intensidad AE
del campo eléctrico rotacional esta dirigida de manera que aumenta la intensi-
dad del campo eléctrico en el centro del condensador y debilita éste en la peri-
feria, o sea, en el condensador el campo se debilita desde el centro a la perife-
ria. A cierta distancia del centro la intensidad se anula, cambiando posterior-
mente su direccién en contraria (fig. 262, d).

La caracteristica cuantitativa de este fenédmeno puede obtenerse debido a la
solucién de la ecuacién para la intensidad E del campo, partiendo de la for-
mula (62.5). En el caso dado existen una-componente de E y la simetria axial
del problema, es decir, £ = E (r), donde r es la distancia desds el eje del con-
densador hasta el punto en el que se determina la intensidad. Supeniendo,
como de costumbre,

E (r, t) = E, (r) ¢!

y considerando para definitud que entre las armaduras del condensador e = &g,
B = o, obtenemos para E, (r) la ecuacién

d1E, 1 d4dE 2
T e

escrita en coordenadas cilindricas. Esta ecuacién lleva el nombre de ecuacién
de Bessel con indice nulo, cuya solucién se escribe en forma de J, (wr/c). Las
funciones de Bessel estan bien estudiadas. La fig. 262, d muestra la marcha de
la funeién J, (@r/c). Las raices minimas de la funcién con indice nulo son §, =
= 2,40; E, = 5,52; E5 = 8,65; ... . Tendremos en cuenta que w/¢c = 2sn/A,
donde A es la longitud de la onda electromagnética con frecuencia w en el va-
cio. Por eso las distancias en las que 12 intensidad de cok{iente en el condensador
se anula, son r; = AE,/(2n). o
. .Por_ejemplo, la primera vez la intensidad se reduce a cero a la distancia
ri ="AE,/(2n) = 0,38\L. Merced a esté comportamiento de. la intensidad, el
conidensador cesa de set una capacidad pura. Esté claro que los campos magnéti-
cos en ‘el condensador se hacen esenciales, pero eso significa que comienza a
desempefiar su papel la inductancia. Con otras palabras, el condensador pierde
también a frecuencias elevadas sus funciones iniciales de capacidad.
Radiacién. En el § 61 se mostré que la potencia de emisién del oscilador
crece proporcionalmente al cuarto grado de la frecuencia (~ w*), es decir, con
gran rapidez. Pero ello significa que al pasar las corrientes de alta frecuencia
por los cables, tiene lugar-una radiacién intensa. de la energia electromagnética.
A una frecuencia alta, las pérdidas se hacen tan considerables que resulta intitil
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transmitir la energia- por cables. Es necesario y
hallar otros procedimientos para transportar la
energia electromagnética de alta frecuencia, ya ; W
que los métodos elaborados para las frecuencias
bajas, de generacién y transporte de las oscila- _
ciones electromagnéticas son inaplicables para _‘ J“’
frecuencias muy altas. z

Gufas de ondas, La idea principal de la guia
de ondas es dirigir las ondas electromagnéticas Fig. 263
por cierto canal, reduciendo al minimo las pérdi- Guia de ondas rectangular
das posibles durante la propagacién. Con este
fin, por lo visto, es necesario excluir en lo posible la excitacién de las co-
rrientes de conduccion, asf como excluirla penetracidn de la energia electromag-
nética a través de la pared del canal. De modelo mds sencillo de gufa de ondas
sirve un tubo vacio, dentro del cual se propagan las ondas electromagnéticas.
Examinemos las peculiaridades principales de estas ondas electromagnéticas
en el ejemplo més simple: en una gufa de ondas rectilinea rectangular.

Gufa de ondas rectangular. Las paredes de este dispositivo se consideran
completamente conductoras, sus dimensiones y la posicién del sistema de coor-
denadas se dan en la fig. 263. En general, en las guias de ondas pueden propagar-
se muchos tipos de ondas. Examinemos unc de ellos,

Supongamos que el vector eléctrico de la onda esté orientado a lo largo del
eje Y. Para simplificar 1a sitvacién tomemos la longitud de la guia de ondas
infinita a lo largo del eje Y. Esto nos libera de tener en cuenta las condiciones
de frontera para el vector E en las superficies de la gufa de ondas, paralelas al
plano XZ y facilita considerablemente la solucién de la tarea. Adem4s, para la
extension infinita de Ia gufa de ondas en direccion del eje ¥ el problema puede
examinarse con el método de representaciones, lo que permite aclarar la situa-
cién fisica y la esencia de los procesos que transcurren al propagarse las ondas en
la guia de ondas.

Asi pues, la tarea se reduce a dos mediciones. La ecuacién de onda para la
intensidad del campo eléctrico tiene el aspecto

et SE 1 oE
v to 7 =0 (66.1)

donde £ = K, (z, z, ).
Ya que las paredes de la guia de ondas son completamente conductoras, la
condicion de frontera para E es as{

E(z, 0,8 =0, E (2, a &) =0. (66.2)
Busquemos la solucién de la ecuacién como
E=E sen k,ze 2% (66.3)

con la particularidad de que para satisfacer las condiciones de frontera (66.2)

es necesario hacer
ha=nn (pn=1,2,..). (66.4)
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Es obvio que la solucién (66.3) satisface la condicién de ausencia de cargas
libres en la guia de ondas: div E = JE,/dy = 0, E, = E, = 0. Poniendo (66.3)
en (66.1), obtenemos

(=& — B + oV E =0 {66.5)
Esta igualdad puede satisfacerse sélo a condicién de que
—k: — R+ 0¥ =0, (66.6)

de la gue se desprende que

k. =V oiE—niniat. (66.7)

Frecuencia limite. La onda electromagnética se propaga en la *guia de
ondas sin amortiguacién si en la férmula (66.3) la magnitud k, es real. Esto
significa que en la expresion (66.7) el radicando no debe ser negativo. De aquif
obtenemos la condicién para la cual en la guia de ondas se propagan las ondas:

w? nn?

2B >0 (66.8)
o bien
m;—?—n. (66.9)

Asi pues, para el valor prefijado de n, que caracteriza la forma de la onda
en direccién del eje Z, existe una frecuencia limite. Las ondas electromagné-
ticas con menor frecuencia no pueden propagarse en la gufa de ondas. El valor
de esta frecuencia se obtiene de (66.9) para n = 1:

w, = ncla. (66.10)

La presencia de la frecuencia limite significa, con otras palabras, la existencia
de la onda con longitud méixima de onda que puede propagarse en la gufa de
ondas. Teniendo en cuenta que A = ¢TI = 2n¢/®, obtenemos para la longitud
limite de onda

Ay = 2nc/w, = 2a. {66.11)

Esta igualdad posee un sentido geométrico muy claro: en la guia de ondas
en cuestién pueden propagarse sélo las ondas, cuya longitud de onda es inferior a
la seccibn transversal doble de la guia de ondas. .

La pi sencia de la frecuencia limite es un rasgo caracterfstico de todas las guias

deondas a'pesar de qué su valor concreto es distinto para diversas gufas de ondas.

*Velocidad de fase. Conforme a la expresién (66.3), esta velocidad se encuentra
‘de la condicién
ot — k,x = const, (66.12)
de donde
dr @ % =
L e VY otje— g =c g e >, (66.13)

eg decir, la velocidad de fase dz las ondas electromagnéticas en la gula de ondas
supera la velocidad de la luz. Eso es también un rasgo cargcteristico de las gulas
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de ondas, aunque el valor concreto de la velocidad de
‘fase depende de las propiedades de la guia de ondas
y los tipos de ondas.

Teniendo en. cuenta las expresiones (66.10)
'y (66.11), la férmula (66.13) es comodo represen-
tarla como

-] c
Ty = .= - -
YT Vi (89

Por consiguiente, © > w,, A << Ay, Y& que
‘en caso contrario la velocidad de fase se hace
imaginaria, es decir, no puede haber propagacién
de las ondas.
Longitud de ondas en la guia de ondas. Segin
la definicién de longitud de onda, tenemos

dg=0yT = >4, (86.15)

A
V1= (Xo/hoP
donde A = ¢7. La longitud de onda en la guia
de ondas es siempre superior a la longitud de T
onda en el espacio libre. Elevando los dos miem- Esgt.:udil) del guia de bndas rec-
bros de (66.15) al cuadrado y tomando sus reci- tapgular aplicando el método
procas, obtenemos de representaciones

1723 = 1/A% — 1/AL. (66.16)

La relacion (66.46) es valida para las puias de ondas de cualquier
forma, a pesar de ser deducida para un caso particular.

Aplicacién del método de represemtaciones al anélisis de las gufas de ondas.
Para aclarar con mds precisién el cuadro fisico de la propagacién de las ondas
en la guia de ondas y el sentido de las relaciones obtenidas analicemos el ejem-
plo por el métado de representaciones. A tfitulo de emisor elemental tomemos
up copductor recto infinito, recorride por la corriente alterna de frecuencia w.
Este emisor, andlogamente al oscilador (dipolo) de Hertz, emite ondas, cuyo
vector eléctrico estd dirigido paralelamente al conductor. Por lo visto, en caso
de un conductor infinitamente largo las ondas serén cilindricas. Sin embargo,
a una distancia suficientemente grande respecto al emisor se las puede consi-
derar planas.

La fig. 264 muestra las proyecciones de las paredes de la guia de ondas so-
bre el plano XZ. El vector eléctrico de las ondas estd orientado perpendicular-
mente al plano del disefio. Coloquemos el primer emisor en el medio de la guia
de ondas a la distancia de a/2 de cada una de sus paredes perpendiculares al
plano del disefio. La fase de las oscilaciones del emisor se denota por un punto,
es decir, la corriente en el momentio dado fluye hacia nosotros. Bl emiser radia
ondas por todas las direcciones y por eso en las paredes de la guia de ondas la
intensidad del campo es diferente de cero. La tarea consiste en elegir el sistema
de emisores de manera que la {ntensidad swmaria de sus campos en las paredes
de la gufa de ondas durante todo ¢l tiempo sea pula. El campo que satisfaga
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esta condicidn serd precisamente el campo buscado en la gufa de ondas. Claro
que cuando las ondas se propsgan de emisores imaginarios y las paredes de la
guia de ondas se consideran también imaginarias, las ondas imaginarias las
atraviesan sin obstaculos,

Para que en la pared A, de la.guia de ondas se liquide el campo, engendrado
por el emisor 0, es necesario colocar a la distancia a/2 de ella el emisor 1 que
oscile con un desplazamiento de las oscilaciones en un semiperfodo respecto al
emisor 0. Por lo tanto, el emisor I debe oscilar en una fase contraria al emisor
0, lo que se indica con el signo {(4) (¢la corriente parte de nosotros»). Las ondas
del emisor I llegan = los puntos de la pared A4, de la guia de ondas durante el
mismo lapso que del emisor 0. Ya que las fases de }a onda desde O y I en la pa-
red A, se diferencian en 5, la suma de las intensidades de estas ondas es nula.
De la misma manera el emisor 2 apaga en la pared A, la emisién 0.

En cambio, el emisor  crea un campo en la pared A, y el emisor 2, en la
pared A,. Es necesario afiadir los siguientes emisores que apaguen dichos cam-
pos. Para suprimir la emisién del I en la pared A, es indispensable coger el
emisor 4 y para suprimir la emisién del 2 en la pared 4, sirve el emisor 3, ete.,
hasta el infinito. La intensidad del campo originado por un sistema infinito de
semejantes emisores, es nula en las paredes A, y A,. Por consiguiente, el cam-
po obtenido satisface las ecuaciones de Maxwell siendo la superposicién de los
campos, cada uno de los cuales satisface estas ecuaciones y es en si una onda
electromagnética en la guia de ondas. El campo fuera de la guia de ondas tiene
un significado auxiliar, por lo que no nos interesa.

Cardicter discreto de las direcciones de propagacién de las ondas planas que pro-
vienen de un sistema de emisores. De un emisor individual las ondas planas
se propagan en todas las direcciones. Pero de un sistema de emisores las ondas
planas pueden propagarse sblo en direccionpes bien determinadas, pero no cua-
lesquiera. Semejantes direcciones pueden ser sdlo aquellas, en las cuales las
ondas planas de emisores aislados se amplifican mutuamente. Eso puede ocu-
rrir s6lo cuando la diferencia de los recorridos de las ondas, emitidas por los emi-
sores vecinos, sea igual a upn ndmerc entero de longitudes de ondas con una
mitad, ya que los emisores vecinos radfan las ondas en oposicién de fase. Como
consecuencia resulta que en la direccién en cuestién de todos los emisores se
propagan ondas con una diferencia de fases de un nfimero entero de perfodos v,
por:lo tanto, estas ondas se amplifican, En }a fig. 264 la direccién de propaga-
cién de las ondas se caracteriza por el angulo 8. La condicién de amplificacién
mutua de las ondas tiéne el aspecto ;

: asen® =A(m +1/2) m=0,1,2, ... (66.17)

La condicién anéloga puede escribirse para las ondas que se propagan por
la otra parte respecto al eje de la gufa de ondas, es decir, para los dngulos 8
negativos. . 2 : .
Longitud de onda de corte. La condicién (66.17) muestra que para cada lon-
" gitud de onda existe un ‘dngulo de propagacién, minimo respecte al eje, que se
alcanza para m = 0, asf como el valor méximo del nfimero m para el que el
dngulo es igual a ® = n/2, o sea, la onda se propaga perpendicularmente a la



§ 66. Guias de ondas y resonadores 445

longitud de la guia de ondas. Siendo la longitud de onda bastante grande, ya
m = 0 nos lleva a la:condicién sen B = 1, es decir, esta onda puede propagarse
sélo perpendicularmente al eje de la guia de ondas. Eso significa:quelas ondas
con dicha longitud de onda y mayores no pueden propagarse en la guia de on-
das. Esto es precisamernte 1a longitud de onda de corte A, que se ‘determina por
la férmula-(66.17) para sen 68 =1 y m = O:

a = A2, (66.18a)-

lo que coincide con (66.14). A esta longitud de onda le corrésponde la'frecuencia’
limite de (66.10). . - - : . g %
Longitud de onda y velocidad de fase en la gufa de ondas. La velocidad de fase"
es la velocidad ‘de los: puntos de la superficie de fasé constante de la onda en
direccion de la guia de ondas; es decir, 1a velocidad del punto de interseccion
del frente de la onda plana y las paredes de la gufa de ondas. De la fig. 264 se
ve que es igual a

vy = cleos 0. (66.18L)

Tomando en la férmula (66.17) la onda con m = 0, obtenemos sen § =
= A/(2a) y representemos la expresién (66.18b) como

c [

[ - e c
Vi—seni®  VIi—[Za)E Vi (ko) V I—(as/e)p

lo que coincide con (66.14). Asi pues, lg velocidad de fase no esid ligada con el
movimiento en el espacio de cualquier objeto fisico y la energia. Puede imaginarse
que en la fig. 264 el eje X representa el borde de la mesa de escribir y la linea
que muestra el frente de l1a onda, es una regla. Entonces, paraun édngulo 8, bas-
tante proximo a m/2, las velocidades pequeiias de desplazamiento de la regla
perpendicularmente a su longitud, conducen a las velocidades del punto de
contacto entire la regla y el borde de la mesa gue superan la velocidad de la luz.
Esté claro que la existencia de esta velocidad no estd en contradiccién con la
restriccion que pome la teoria de la relatividad sobre la velocidad del movi-
miento de los objetos fisicos y la propagacién de las interacciones.

La longitud de onda A, se determina también como consecuencia de la
construccién geométrica en la fig. 264:

A A
_ = ﬂ-
Ao cos B Vi—0h)? | (66.20)

. (66.19)

U=

lo que coincide con (66.15). De la férmula (86.20) se desprende también la
expresién (66.16).

Velocidad de grupo. Estd claro que la velocidad de fase no representa la velo-
cidad de movimiento de la energia de la onda a lo largo de la gufa de ondas.
La energia en la onda plana se mueve en el vacio con una velocidad ¢ perpendi-
cularmente 8] frente de onda. En direccién del eje de la guia de ondas la ve-
lJocidad de movimiento de la energia se determina por la proyeccién de la velo-
cidad ¢ sobre el eje. Esta velocidad se denomina de grupo. Como se ve de la
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fig. 264 es igual a
vg=ccos 0= ¢V T—(A/hy)% (66.21)

La velocidad de grupo es siempre inferior a la velocidad de la luz. Su nombre
lo recibi6 debido a que es igual a la velocidad de la cresta de la amplitud suma-
ria del grupo de ondas con frecuencias proximas que Se propagan con distintas
velocidades de fase, dependientes de la frecuencia. El conjunte de ondas con
diferentes Eracuencias en la guia de ondas forma un grupo de ondas, cuya de-
pendencia de las velocidades de fase respecto a la frecuencia se determina por
la formula (66.14). La propiedad fisica mas importante de la velocidad de grupo
ya 56 enuncié: es la velocidad de movumen'.o de la energia, ralamona.da ¢on
las ondas,

Relacién entre las velocidades de fase y de grupo. Multiplicando término por
término las férmulas (66.21) y (66.19), obtenemos

(66.22)

— %
Vg = €™

Esta relacién es fundamental en la teoria de propagacién de las ondas-y
tiene cardcter universal, a pesar de que se obtuvo para un ejemplo 'panticuluf
y aplicando un matudo especial.

Campo magnético. La induccién del campo magnético de la onda plana es
perpendicular a la intensidad de su campo eléctrico. Por eso los vectores de
induccién magnética se encuentran en planos, paralelos al plano de la fig. 264.
Dado que las ondas planas se propagan bajo un dngulo al eje de la guia de ondas;
la induccién del campo magnético de cada una de las ondas planas posee com-
ponenwsalo largo del eje de la guia de ondas y perpendmularmente a ella;

Lo mismo puede decirse de la induccién del campo magnético de la super-
. posicién de las ondas planas que forman una onda en la guia de ondas. Esto
significa que las ondas electromagnéticas que se mueven en la guia de ondas no,
son puramente transversales: tienen una componente de induccién del campo
magnético en direccién de la propagacién. En otros casos pueden haber tipos
de ondas cuando existe la componente de 1a intensidad del campo eléctrico a'lo
largo de la direccion de la propagacién, etc. Es necesario sefialar que las ondas
en la gufa de ondas, en general, no son homogéneas.

Clasificacién de las ondas en la guia de ondas. La siguiente clasificacién de.
las ondas en las guias de ondas se considera general:

1.'Las ondas transversales magnéticas (ondas T.M.) que se determman
por la: ex:gencia H. =0, es decir; por la ausencia de la componente de la in-
tensidad dek campo magnétlco en direccion. de la propagacion de las ondas. Pue:
de ‘mostrarse qie en este caso todas las caracteristicas de las ondas se expresan
86lo a través de E,.

2. Lss ondas transversales eléctricas (ondas T.E.), definidas por; la exlgen—
cia' E, ='0. En este caso las soluciones se expresan sblo mediante H .. :

3. Ondas t{ransversales electromagnéticas (ondas T.E.M.), determmadas
por las exlgencms E,=0 H, = 0
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, 4. Ondas hibridas cuando al mismo tiempo H, £ 0 y E, 5= 0. Ellas su:-

gen cuando las condiciones de frontera requieren que £, y H. sean distintas
de cero simultidneamente, lo que se realiza en las gufas de ondas reales, cura
conductividad de las paredes es finita.
Resonadores; Examinemos un condensador, cuya grafica de variacién de la
intensidad del campo en frecuencias altas se da en la fig. 262, d. En la supsr-
ficie cilindrica de radio »;-el campo eléctrico esté ausente. Esto significa que el
vecter de Poynting en dichia superficie es ‘nulo y, por lo tanto, no-hay:movi-
miento de energia a-través de ella. Consideremos que esta‘superficie.cilindrica
es un conductor. ideal que une las armaduras del condensador. El.campo. elé:-
trico en su.superficie, como siempre, permanece nulo. El campo magnético
no es igual a cero y sus lineas de fuerza son circunferencias, concéntricas can
los puntos del eje del cilindro. A lo largo del conductor cilindrico circulan las
corrientes de una placa del condensador a otra, como se desprende de la condi-
cién de frontera (38.35) para la componente tangencial del vector H. Ahora todo
el volumen cerrado cilindrico, limitado por las paredes completamente conduc-
toras, puede ser aislado y abandonado a su suerte. El campo eléetrico en &l
oscilard con una frecuencia ® y con esta misma frecuencia tendrd lugar la re-
carga de las placas del condensador. El volumen cerrado, dentro del cual suce-
den las oscilaciones del campo electromagnético, se denomina resonador. En
ausencia de pérdidas de energia electromagnética la frecuencia de las oscilacio-
nes del campo se llama frecuencia propia (o natural) del resonador. Semejante
resonador se denomina cilindrico. En el resonador, lo mismo que en la gula de
ondas, pueden existir oscilaciones y ondas estacionarias de distintos tipos,
Ellas poseen diferentes frecuencias de resonancia. Para el tipo de oscilaciones
en el condensador cilindrico, examinada ahora mismo, las frecuencias de reso-
nancia w; de las oscilaciones son iguales a w; = E;e/r,, donde E, son las raices
de la funcién de Bessel con indice nulo. Asf pues, el resonador para este tipo de
oscilaciones tiene no una frecuencia de resonancia, sino una cantidad inmensa.
Para otros tipos posibles de oscilaciones se obtienen otras frecuencias de reso-
nancia. En el resonador real existen pérdidas de energia y las oscilaciones re-
sultan ser amortiguadas. La terminologia y los conceptos, relacionados con las
oscilaciones en los resonadores, coinciden totalmente con los que se utilizan al
estudiar las vibraciones mecdnicas.

La peculiaridad caracteristica de cualquier guia de ondas es la existencia de la frecuencia
Iimite, En cualquier gufa de ondas la velocidad de fase de las andas electromagnéticas es mavor
que la velocidad de la Tuz.

Problemas

9.1, Determinar la potencia media de emisién para el cuadro con corriente J = I, cos wt.
El drea del cuadro es ¢. Considerar que I, = 10 A, ¢ = 100 cm? y © = {0* s-1.

9.2. Haciendo uso de los datos del problema 9.1, hallar la densidad méxima del flujo de
emision en el plano del cuadro con corriente a la distancia de 200 m de él.

9.3. Determinar el brazo del dipolo si la potencia de su emision -es igual a la potencia do
emisién del cuadro con corriente, dado en el problema 8.1. La frecuencia de las oscila-
ciones del dipolo es igual a la frecuencia de las oscilaciones de la intensidad de la
corriente en el cuadro y cada una de Jas cargas del dipolo es igual a { g} = 10~ .
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9.4. A una intensidad del campo eléctrico £ = 30 kV/em, tiene lugar la descarga disrup-
tiva en el aire. jPara qué densidad del flujo de energia de las ondas electromagnéticas
Blanas de una frecuencia no rouy alta transcurre la descarga disruptiva en el aire?

na onda elactromafuétlcq polarizada plana con frecuencia anular w = 10% 3-! incide
de la arista sobre el cuadro de conductor, con la particularidad de que el vector de
induccién de la onda estd dirigido perpendicularmente al plano del cuadro. Las dimen-
siones lineales del cuadro son pequeiias en comparacién con la longitud de onda. El
érea del cuadro ¢ = 100 cm?, la densidad media del flujo de energia en la onda (§) =
= 1 W/m?. Hallar la fem méxima de induccién en el circuito.

8.6. En la 6rbita de la Tierra el flujo de energla solar de radiacién es aproximadamente
igual a § = 1,4 kW/m?. Hallar el radio de una particula_esferoidal que es radiador
completo y posee una densidad p = 5 g/em® y para la cual la presién de la luz en el
espacio interplanetario es igual a la atraccién solar. La masa del Sol es mg = 2.10%®
y la constante de gravitacién G = 6,7-10-1 N.m%kg®. La distancia entre la Tierra

el Sol es B = 150-10® km.

9.7. Un condensador plano con placas redondas de radio a se conecta a una fuente continua
de fem exteriores #aet. La distancia entre las placas varia lentameate por la ley
arménica d = d, + A sen wt. Hallar la intensidad del campo magnético, originado
por las corrientes de desplazamiento. 0 e

9.8. Un cuadro de n espiras que abarca un 4rea S, yace en el plano X2Z. En direccién del
eje X se propaga una onda electromagnética plana, cuyo vector eléctrico es paralelo
al eje ¥: E, = E, cos (of — kz). Hallar la fuerza electromotriz, inducida en el cuadro.
La longitud de onida es mucho mayor ql“ las dimensiones lineales del cuadro.

9.9. El flujo de energia solar en la érbita de la Tierra es S = 1340 W/m®. :Cuiles son las
amplitudes de E, y B, de una onda electromagnética plana con semejante densidad de
flujo de energia'n’ i)

9.10. Como se desprende de la [6rmula (65.14), la presién de la onda electromagnética sobre
una superficie idealmente reflectora para un dngulo de incidencia 6 es igual a pp ==
== 2w cos? O, donde w es la densidad de la energia electromagnética en la onda inci-
dente. Supongamos que sobre la superficie incide una radiacién isbtropa, o sea, la
densidad de los flujos de energia que llegan de todas las direcciones posibles, es la mis-
ma. Hallar la_presién de la onda sobre la superficie. i, o )

9.11. Hallar la amplitud de la intensidad del campo eléctrico de la emisién de un dipolo
eléctrico en el plano que atraviesa el dipolo perpendicularmente a su direccidn, a una
distancia de 10 km del dipolo, slendo la potencia de emisién del dipolo de 10 k'W.

9.12. El medio entre las. armaduras del condensador plano posee una constante dieléctrica &
y una conductividad pequefia y éu_n dieléctrico no ideal). La capacidad del condensador
es C. A las armaduras del condensador se les aplica una diferencia de potencial U,
después de lo cual se afslan. Hallar la ley de variacién de la magnitud de la carga con
el tiempo en cada una de las armaduras del condensador y la corriente de desplazamiento
que circula por el condensador.

8.5.

Respuestas

T, (P) = pooMiot/(12nc?) = 0,124 W. 9.2, S_4x = Ro0tT30Y/ (167233 = 0,47 X

X 10° Wim?. 9.3. L = I,0/(1 ¢ | ¢) = 3,3-10% m = 0,33 mm. 9.4. {§) = [eg/(4p)]t/? £} =

'=1,2-40° kW/em? =12 GW/m%. 9.5. 858 = VZ (S} Ho (eoto)*/* 0@ =98 mW.

9.6. r= 4_3__.._;?; = 0,507 ‘m. 9.7. Hy = —e, %ozt wAr-cos wt/[2 (dy + A sen ot)].

9.8, €M = 4kSE, sen of. 9.9, E, = 1005 V/m, B, = 3,35-10-¢ T. 9.10. p = wioe/3.
9.41. B, = 0,095 Vim, 8.12. Q = CUe™¥/®, [0y = —(yle) CU-eTVE, :




CAPITULO 10

Fluctuaciones y ruido

Los ruidos en un curcuito con corriente se determinan por el ca-
ricter discreto de los portadores de la carga y las fluctuaciones de
la corriente. Los ruidos en principio son-iliminables ‘por. completo,
pero se pueden reducir. En condiciones determinadas. pueden  de-
tectarse las sefiales tGtiles més abajo del nivel de los ruidos.

§ 67. Fluctuaciones en un circuito con corriente.
Ruido de resistencia

Se analizan las causas fisicas que determinan la ezistencia del ruide
y se examinan las caracteristicas cuantitativas del ruido en loscircuitos
con corriente.

Teorema de la equiparticién de la energia respecto al grado de libertad. En la
fisica estadistica un gran papel lo desempefia la teoria acerca de que en estado
de equilibrio termodindmico a cada grado dé libertad del sistema le corresponde
una misma energia, igual a kT/2 (k es la constante de Boltzmann y 7', la tem-
peratura termodinamica). La manifestacién evidente de la validez de dicha
afirmacién es el movimiento browniano. La energia cinética media del movi-
miento de traslacién ((mv?/2)) de la particula browniana satisface la relacién
(mv*2) = 3kT/2, ya que existen tres grados de movimiento de traslacién.
Aplicacién del teorema de equiparticién de la energia respecto a un galvané-
metro de espejo. Si en un hilo elastico se suspende libremente un espejito,
segiin el teorema de equiparticién de la energia, él no puede ser absolutamente
inmévil. Como consecuencia de la interaccién del espejito y el movimiento tér-
mico de las moléculas del aire, se excitan sus vibraciones de torsién y a cada
grado de libertad debe corresponderle una energia k7/2. Recordemos que el teo-
rema de equiparticién de la energia por los grados de libertad se refiere no sélo
a la energia cinética, sino también a la energia potencial del oscilador.

Designemos el médulo de torsién del hilo por D y el dngulo de desviacién
del espejo respecto a su posicién de equilibrie por ¢ (fig. 265). La ecuacién de
las vibraciones de torsién tiene la forma

Jo = —Do, (67.1)
donde J es el momento de inercia del espejo respecto al eje de torsién. Multipli-

cando los dos miembros de (67.1) por.¢ e integrando la expresién obtenida, halla-
mos el principio de conservacién de la energia:

1/2J¢* + 1/2Dg® = copst. (67.2)

/g 20—01444
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Puesto que a cada grado de libertad le corresponde una energia k-T!'Z, de
la férmula (67.2) obtenemos

(/27¢* = (1/2Dg?) = 1/2 kT (67.3)
(¢*) = kTID. (67.4)

Esto significa que el espejo no puede encontrarse en posicién de equilibrio,
sino que oscila alrededor de esta posicién con el cuadrado medio del 4ngulo de

y por lo tanto,

AAS
il
! 1r
Fig. 265 Fig. 266
Fluctuaciones de las vibraciones Fluctuaciones en un circuito
de torsién oscilante

desviacién (67.4). De esta manera, la expresién (67.4) caracteriza la desviacion
del éngulo respecto al valor medio, es decir, describe las fluctuaciones. Esta
claro que si existe cierta vibracién de torsién, seglin el principio de superposi-
ci6n, puede concluirse que la formula (67.4) caracteriza la fluctuacién del cuadra-
do de la amplitud.

Fluctuaciones en un circuito oseilante. En un circuito oscilante (fig. 266) trans-
curren oscilaciones con la frecuencia @ = i/}/ LC, cuya esencia fisica consiste
en la transformacién mutua de la energia del campo eléctrico en el condensador
y la energia del campo magnético en la inductancia. El principio de comserva-
cion de la energia tiene la forma

@/(2C) + LI*/2 = const, (67.5)

donde Q es la carga en las armaduras del condensador e I, la intensidad de la
corriente en el circuito.

. Essimposible imaginarse un circuito que no tenga corrientes y un conden-
sador: en cuyas armaduras no surjan cargas. Hablando con mayor precisién,
semejante situacién puede crearse iinicamente a la temperatura de 0 K. Para
una temperatura, diferente de 0 K, el movimiento térmico de los electrones
conduce a la aparicién de cargas en las armaduras del condensador y de co-
rrientes en el circuito. Segin el teorema de equiparticién, tenemos

(QY(20)) = (LIY2) = kT/2. © (67.6)

Por consiguiente, el cnadrado medio de la carga en las armaduras del con-
densador y el cuadrade medio de la intensidad de la corriente son igua-
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(O =kTC, (I =FkTIL. (67.7)

Partiendo del principio de superposicién, puede decirse que las expresiones
(67.7) son en sf las fluctuaciones cuadréticas medias-de las magnitudes’de la
carga e intensidad de_la.corriente en uncircuito oscilante, . _
Distribucién de las'[luctuaciones respecto a las frecuenciss. Lia: férmul
nos da sélo la magnitud ‘media cuadrética’completa:de las fluctuacion
decirnos de qué manera se distribuye respecto a las frecuencias. Para resp T
a esta pregunta es necesario resolver la ecuacién de oscilaciones para el circuito,
sobre el que actiian fuerzas aleatorias, representandolas en forma de una serie
(integral) de Fourier respecto a las frecuencias:

U= U eiot, (67.8)
La ecuacién (50.10) para las oscilaciones de la carga adquiere el aspecto
LG+RQ+QIC=3 Uyetot, (67.9)
w
de donde
U, eiu!
0=2 —mPmerie (F%:10)

lo que se comprueba diferenciando. Para el cuadrado medio de la amplitud
(1Q@* |} = (| Q I*), de aqui hallamos

UQU' fmt —iwt

“OF):‘QQ‘):(% Yy oy s T ey ey ey 7 D A VXY
w, o

Las fuerzas electromotrices que excitan las oscilaciones de diferentes fre-
cuencias, son independientes y no correlacionadas entre si. Por eso, al promediar,
en la férmula (67.11) desaparecen los términos con @ % @" y nos queda

UL
(@) =(|Q|2)=‘ 2 (Lad—1/CP+ Ria? ' (67-12)

donde (Q%) y (UL ) son los valores medios de los cuadrados reales de las ampli-
tudes de las magnitudes correspondientes.

Ahora pasemos al espectro continuo de frecuencias, ya que los célculos
anteriores se efectuaron para el espectro discrato sblo para simplificar log cdleu-
los. El espectro real es continuo. Es necesario pasar de las magnitudes medias
cuadraticas para las frecuencias del espectro discreto a las densidades de las
magnitudes correspondientes,

29
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El cuadrado medio de la carga total se forma de las contribuciones de las
frecuencias aisladas. Por eso

5= 5 --éi—‘“)- do, (67.13a)

0

donde d (Q,)/dw es la densidad de los cuadrados de las amplitudes de las osci-
laciones de la carga y d (0% ), el cuadrado medio de la amplitud de las oscila-
ciones de la carga, correspondiente al intervalo de frecuencias (0, @ + do).
Bajo el signo de la suma en la férmula (67.12) sustituyamos:

aws
Col do, (67.13b)

comprendiendo po d (U, ¥dw la densidad de la distribuciéa de los cuadrados
de las amplitudes de las tensiones respecto a las frecuencias. Después de seme-

jante sustitucién se puede en la férmula (87.12) pasar de la suma a la integral.
En definitiva obtenemos

U =

d U:)}{dm] do d (Qg,)
(0) = S e e —{-‘UC)’+R’0‘ = 5 == do, (67.14)
0 1]

de donde
d{U3)
40 = a=Toyir e -
Ruido de resistencia. La energia media de las oscilaciones arménicas es pro-
porcional al cuadrado de la amplitud. Por eso la densidad del cuadrado medio de
la amplitud de las oscilaciones caracteriza la densidad de su energia. El analisis
posterior se fundamenta en la suposicién de que la densidad media de los cua-

0.
drados de las amplitudes ( 40, = A) no depende de la frecuencia. La argu-

mentacién de su validez se basa en el cardcter aleatorio de las fuerzas electro-
motrices. Por eso la formula (67.14) puede escribirse asi:

(67.15)

- ¢ do
(@n=4 S (Zeoi—1/Cp+ R0 '
? @ (67.16)
Ae=—ga=n
La integral se calcula por los métodos elementales y nos lleva & la igualdad
¢ g dao acC :
'E_’W — R = 2R - (67.17)

- . De la expresién (67.7), teniendo en cuenta las férmulas (67.16) .y (67.17),
hallamos :
d (US) = (2/n) kRT do. (67.18)
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De aqui, basindose en la expresién (67.15), se desprende que
T (2/n) kTR da
d¢Qu) = (L' —1/CP + R*w?

(67.19)

‘ 3 d< A oo
Es necesario prestar atencitn & que ——-—- 2 determina la densidad del cuadra- -
do mediode‘la-amplitud, referente al intervalo ‘e’ lag-frecuenciag circulares: @.
Con mucha-frecuencia se"utiliza la densidad del cuadrado medio de la amplitud,
no referente a-la ffecuencia circular o'= 2a/T, sino’ que simplemente :a la
frecuencia v = 1/7, es:decir, a la magnitud d (U3 )/dv: Teniendo en‘cuénta’que
@ = 2nv, do = 2n-dv, hallamos R Rk
o duz) 4 d({U})
v (62:20)
Entonces, [véase (67.18)]
d (U3) = 4kTR dv, (67.21)

es la férmula de Nyquist: el cuadrado medio de la amplitud de la tensidn de las
fluctuaciones es proporcional al intervalo de las frecuencias y depende sélo de Ia
resistencia en el circuito y de la temperatura. La existencia experimental de seme-
jantes fluctuaciones fue descubierta por Johnson, por eso ellas se denominan
ruido de Johnson o riido de las resistencias.

Generador equivalente de ruido. Las fluctuacioues, determinadas por la resis-
tencia R, cuyo cuadrado medio de la tensién se define por la férmula (67.21),
pueden representarse como el resultado de la accién del generador de fem U, y
la resistencia interna R. El generador equivalente de corriente esti shumtado
por la resistencia R y se caracteriza (conforme a la ley de Ohm) por el cuadrado
medio de la intensidad de la corriente:

d (I}) = 4kT dv/R. (67.22)

Potencia del ruido del generador. La antena, con cuya ayuda se reciben las
radiosefiales que a continuacién se dirigen al receptor, es equivalente, por su
papel en el circuito, a un generador con la correspondiente impedancia interna.
Su+adaptacién al receptor consiste en hacer que la suma de las componentes
reactivas de las impedancias de la antena y el receptor sean nulas y sus resis-
tencias 6hmicas iguales entre si (véase el § 49). Entonces la potencia méxima
que el generador (antena) puede entregar al receptor [(véase (49.35)], es igual a

Pemsx = (U*)(4R), (67.23)

donde (U*) es el cuadrado medio de la fem de la antena y R, su resistencia
interna, igual a la resistencia de la carga.

Supongamos que la resistencia de carga R no efectia por s{ misma ningin
ruide y es, por ejemplo, la resistencia 6hmica que se mantiene en la cercanfa de
la temperatura de 0 K. Podemos imaginarnos en calidad de carga un receptor
ideal que por sf mismo no posee ningdn ruido interno. A pesar de ello, la sefial
que se recibe de la antena, va a contener un rudio, cuya potencia, de acuerdo
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con las férmulas (67.23) y (67.21), es igual a

4P, = — kT av. (67.24)

Este ruido en los auriculares se oiré para una amplificacién suficiente, y
ningunos perfeccionamientos del receptor podrin eliminarlo. También se puede
ver en la pantalla del oscilégrafo. El aumento del factor de amplificacién del
receptor eleva proporcionalmente en la salida del receptor tanto la sedial Ttil,
como también el ruido (67.24), suministrado a su entrada, sin cambiar la rela-
cién entre ellos,

Sensibilidad méxima. La sefial puede detectarse si su potencia es mayor que
la potencia del ruido. Por eso de la expresién (67.24) para la potencia minima
de la seiial detectada (0 demodulada) se obtiene la férmula

dPy = kT dv, (67.25)

valida para un receptor ideal. Esta potencia representa el umbral de sensibili-
dad del receptor.

La tnica posibilidad de aumentar la sensibilidad (para una temperatura
fija) es la reduccién de la anchura de la banda de frecuencias utilizadas dv. Pero
en este caso disminuye la cantidad de informacién que la sefial lleva en si, y
en cada caso existe su nivel inferior hasta el que se puede reducir la banda. .
Por ejemplo, para transmitir la voz por la radio mediante la modulacién de
amplitud sin gran distorsién es necesario tener una banda del orden de dv =
= 10 kHz. A temperatura ambiente (7 = 290 K) eso nos da para la potencia
detectada minima:

dP, = 1,38-10-%.280.10* W = 4-10-" W, (67.28)

Para transmitir las imagenes de televisién la anchura de la banda debe ser
del orden de 4 MHz, ya que la capacidad de informacién para restablecer la
imagen es mucho mayor que para restituir la voz. Para estas condiciones la
potencia minima de la séfial, suministrada a un receptor ideal, es de 1,6- 104 W.
Temperatura equivalente de ruido del receptor. En realidad el propio receptor
es una fuente de ruidos complementarios que se superponen a los ruidos de la
antena. Por eso la potencia dP, de la sefial minima, que puede detectarse, es
mayor que AP, en dP, del ruido interno del receptor:

dP, = dP, + 4Py (67.27)

'_'La potencia dP,,, del ruido interno del receptor se acostumbra a expresarse
. por 1a férmula* (67.25) mediante la temperatura equivalente de ruide 7, en

forma
dP,,, = kT, dv. - (67.28)

" El-receptor ideal posee T, = 0 K. No obstante, en la préctica no hay ne-
cesidad'de acercarse mucho a este 1fmite. Es:suficiente que la temperatura equi-
valente’séa unas diez veces-inferior a la temperatura correspondiente del gene-
rador. ga'ntané)‘-- para-qué. el ruido complementario del receptor sea pricticamente

ingsignificante. -
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Coeliciente de ruide. A temperatura ambiente,
conforme a la férmula (67.27), a un intervalo
de frecuencias dv =1 Hz le corresponde una
potencia dP, = 4-10-2* W, La caracteristica de
ruido del receptor se describe por el coeficiente
de ruido

Por lo general se expresa en. decibelios.
Relacién : sefial/ruido. La sefial se detecta con
tanto mayor fiabilidad, cuanto més supera el .
nivel del ruido, lo que es muy importante, por 8-

ejemplo, para la transmisién cuzlitat.iva y la re- i‘};ﬁ:st‘iuﬁfudﬂ :u ‘ir::men =
produccién de las obras musicales. Esta caracte-

ristica de los dispositivos de recepcién y repro-

duccién se determina por la relacion de la amplitud de la tensién de la sefial
respecto a la amplitud de la tensién del ruide. Ya que esta razén en condicio-
nes corrientes es un nimero muy grande, se expresa en decibelios, segiin la
formula

_ -
N=201og_g:_=1omgv_: \ (67.30)
r

donde U, y U, son las amplitudes de la tensién de la sefial y el ruido, respecti-
vamente.

Examinemos como ejemplo la felacién sefal/ruido para un triedo a vacio
{fig. 267). La seiial se suministra a la entrada del circuito entre la rejilla y el
céitodo. La fuente de la sefial se caracteriza por la fuerza electromotriz Uy y la
resistencia interna R,. La potencia del ruido de la resistencia del generasor. a
base de la expresion (67.21), es igual a

4kT dv = UL /R, (67.31)

donde U}, es la fem del generador equivalente de ruido que se conecta on el cir-
cuito en serie con R, y el generador U/.

Otra fuente de ruido es la resistencia R, de la que se toma la tensién. La
potencia de ruido de esta fuente es )

4kT dv = Ul/R, (67.32)

donde Uy, es la femn del generador equivalente de ruido.

Para calcular la potencia de ruido en la rejilla tomemos en consideracién
que la carga para el generador de ruido U;, es la resistencia R, y para el gene-
rador de ruido U,,, la resistencia R,. Est4 claro que los generadores de ruido
funcionan independientemente y por eso el cuadrado medio de la tensién del

ruido total es igual a la suma de los cuadrados medios de las tensiones de ruidos,
creados por cada uno de los generadores.
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Por esta razén, para el cuadrado medio de la tensién de ruido en la rejilla
obtenemos

U, 2 4 U, 2
U= (gfer ) + (i R) =

R,R} ;9. R,R
=4kT dv m-u-m]:%rdvﬁ;—;. (67.33)

Tomemos en consideracién que el cuadrado medio de la amplitud de la
sefial en la rejilla es

2 UK 2
U’=( R; TR, R*) : 29

De las formulas (67.33) y (67.34) obtenemos la relacién entre el cuadrado
medniu de la tensién de la sefial y el cuadrado medic de la tensién de ruido en la
rejilla:

U3 Ug Ry 1 P R (67.35)

TI T WTdv Ri+Rs Ry Kklav Ri+H; '

donde P = UX/(4R,) es la potencia mixima de la sefial que entrega el genera-
dor al circuito exterior [véase (67.23)). De la férmula (67.35) se ve que para le
adaptacién total de la carga al generador (R, = R,) la relacién senal/ruido no es
la mejor. Al contrario, para la desadaptacién, aumentando la resistencia de la
carga R,, puede mejorarse dicha relacién aprozimadamente el doble.

A esta misma conclusién puede llegarse estimando la semsibilidad. La
potencia minima de la sefial de) generador que en la rejilla aiin se puede dife-
renciar del ruido, se obtiene de la férmula (67.35) si U/ U? = 1:

P,=kT .iv_ﬂ%ia_, (67.36)

Por lo visto, la potencia detectada minima durante la adaptacién de la
carga al generador (B, = R,) es igual a 2kT dv y durante la desadaptacién
(Ry > Ry), a kT dv, es decir, en el caso de desadaptacién de la carga del genera-
dor la-sensibilidad aumenta. ) s 5

Si en el circuito en cuestién de generador sirve la antena, todas estas con-
clusiones son aplicables para el sistema antena—receptor.

. Durante la adaptacién total de la carga al geflerador la relacidn sefial/ruido no es la
mejor. Se puede mejorar aproximadamente el doble si durante la desadaptacién de la carga
al generador se aumenta la Tesistencia de la carga R;. A esta-misma conclusién puede llegarse
mediante la estimacién de la sensibilidad: durante 1a-desadaptacién de la‘carga al generador,

.aumentando la _resis't_.encia de'la carga R,, la sensibilidad crece.



§ 48. Ruido de agitscién térmica 4:57

§ 68. Ruido de agitacion térmica y ruido. de corriente

Sé ezxamina la cousa fisica. de la. aparicién del ruido de’agitacién’
térmica y se analiza su distribucidn respécio a la frecuencia. Se citan
las caracterf_aticas fundamentales del rutdo de: corriente.

Fuente del ruido-de agitacién térmica.- La corriente eléctrica es en sf un' movi-
miento de cargas elementales discretas y no un flujo continuo de carga. Por
eso nos da una sucesién ‘de-impulses ‘de corrientes, cada uno-de los cuales se.
determina por la llegada de un electrén’ aislado al punto en cuestién. La co-
rriente.que atraviésa.cierta superficie se parece a un flujo de perdigones menu-
.dos a través de ella, lanzados desde cierto dispositivo y distribuidos caética-
mente respecto al tiempo. Estd claro que la cantidad de perdigones menudos que
intersecan la superficie en pequefios lapsos iguales consecutivos, sufrird fluc-
tuaciones considerables. De manera anfloga, debido al caricter discreto de
las cargas fluctuard la intensidad de la corriente. Dichas fluctuaciones se de-
nominan -ruido de agita¢ién térmlca. -
Distribucién del ruido seglin las frecuencias. La llegada de cada electron equivale
4 un impulso de corriente, cuya duracién es extremadamente pequefia. Para el
electrén puntual es necesario considerarla nula y el impulse de corriente infi-
nito, es decir, el impulso se representa por la funcién 8. Puesto que la carga que
contiene el impulso de' corriente es igual a la carga del electrén e, la corriente
determinada por la llegada del electrén en el momento de tiempo t,, puede re-
presentarse en la forma

i(t)eb(t—1t). (68.1)

Sea I' un intervalo grande de tiempo, durante el cual llegan, en término
medio, N electrones. La intensidad media de la corriente determinada por el
acceso de un electrén en este intervalo de tiempo, es igual a () = ¢/T y la in-
tensidad media de la corriente, definida por la llegada de N electrones, se da
por la expresién (I) = N (i) = Ne/T. Pero los electrones acuden no unifor-
memente, como consecuencia de lo cual surgen las fluctuaciones de corriente
que originan el ruido. Para determinar la composicién espectral del ruido re-
presentemos la intensidad de la corriente i (t) en forma de laserie de Fourier en
el intervalo (—7/2, 7/2):

i(t)=ay/2+ E{ (a, cos nwt + b, sen nwt) (w=2n/T), (68.2)
donde . ’
7
auzn—;— i i(t)cosnwtdt (n=0, 1, 2, ...), (68.38)
~T/2
D T/2
bn=—},— i i(tysennotd: (n=1, 2, ...). (68.3b)
~Tr2

30=01444
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Teniendo en cuenta la regla de integracién con la funcién 8§
frose—mna=r1a,
de las formulas (68.3a) y (68.3b), considerando (68.1), obtenemos

a,,:--%';cosnmt., b,l=—2f'-sennmt,. (68.4)
Entonces, [véase (68.2)]
()= +2 3 cosno(t—1y) (68.5)
nw=y

El valor medio del cuadrado de la intensidad de la corriente de la n-ésima
componente es igual a

=2 (o B2 )= 37 (68.6)

Puesto que los electrones aislados se'mueven en desorden e incorrelacionada-
mente uno con otro, sus contribuciones en el desarrollo de la serie de Fourier
para la intensidad de la corriente se diferenciardn por la fase. Al calcular el
cuadrado de la fluctuacién de la intensidad de la corriente, la promediacién
respecto a la fase anula todos los términos con frecuencias desiguales y en la
serie quedaran s6lo los términos con las mismas frecuencias. Por esta razém,
para el cuadrado medio de fluctuaciones de la n-ésima componente de Fourier de
1a intensidad de la corriente para N electrones que acuden durante el tiempo 7T,

fenemos
(TA) = N (&) = 26*N/T? = 2l /T, (68.7)

donde I, = eN/T es la intensidad media de la corriente.

La cantidad de componentes de la serie de Fourier, cuyas frecuencias estdn
entre v y v + dv, es igual a T dv, ya que estas componentes se encuentran la
una de la otra a distancias de 1/T iguales segiin las frecuencias. El intervalo T
puede considerarse muy grande y la distancia entre las frecuencias vecinas
l{n + 1)/T] — (0/T) = 1/T, muy pequeias.

Al sumar las contribuciones de estas componentes en el intervalo de fre-
cuencias dv, obtenemos, & base de la formula (68.7), para'la fluctuacién cuadré-

“tica media de la intensidad de la corriente la siguiente relacién:

d (2 = (1) Tdv = 2el,ydv. (68.8)

Esta férmula describe el ruido de agitacién térmica.
~ La relacién (68.8) se denomina férmula de Schottky. Seiialemos que si en
el _intarvalo espectral de frecuencias v se incluyen sus valores negativos, el
“tactot 2 en la formula (68.8) desaparece. Asi se haca, por lo general, al utilizar
la forma exponencial de las series o integrales de Fourier.
Ruido de corriente. A frecuencias muy pequefias, surgen ruidos acondicionados
por diversas heterdgeneidades ‘de las resistencias. El cuadrado medio de las
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amplitudes de tensiones de este ruido-decrece inversamente proporcional a la

frecuencia. : i s
El estudio experimental de este ruido, denpminado ‘ruido de eorriente,:

conduce a la férmula T

((AUY) = alj/v, (68.9)

donde @ es una constanté empirica que depende de la geometria de la resisten-
cia y su material. En conductores metalicos voluminosos el ruide précticamente.
no existe. En distinto género de resistencias de composicién el ruido es muy
grande. ; a2 "

La naturaleza de este ruido en la actualidad adn o se. aclaré hasta el fi-
nal. En cambio, al aumentar ia frecuencia, su papel en todos los casos se hace
despreciablemente pequeio.

Métodos de reduccién del ruido. Los ruidos distorsionan la forma de la sefial
atil y es deseable disminuirlos. Desde el punto de vista cuantitativo, la rela-
cién entre la sefial y el ruido se caracteriza mediante la relacién sefial/ruido.
La tarea consiste en aumentar dicha relacién.

La amplificacién de la sefial no nos conviene para este fin, ya que el ampli-
ficador cambia en una misma cantidad de veces tanto la seiial, como el ruido,
que llegan a su entrada y, adem4s, al pasar la sefial, el amplificador 16 afiade
su ruido interno. Por eso la amplificacién disminuye la relacién sefial/ruido, es
decir, empeora este indice y no puede servir de método para reducir los ruidos.

El ruide de la resistencia puede disminuirse a causa de la reducci6n de la
temperatura en la que funcionan los dispositives correspondientes. Este método
se aplica en gran escala, pero también tiene sus limites. Primero, complica
considerablemente el funcionamiento y, segundo, al enfriarse intensamente,
los elementos de los dispositivos cambian sus caracteristicas eléctricas, con la
particularidad de que a veces ese proceso es irreversible.

El ruide de agitacién térmica y el de corriente se debilitan al disminuir
la intensidad de la corriente. El ruido de corriente disminuye también al crecer
la frecuencia de la sefial. E]l aumento de la frecuencia de la sefial se restringe
por las caracteristicas de alta frecuencia de los circuitos y los elementos del
circuito.

Todos los tipos de ruidos disminuyen al reducir la banda pasante. No obs-
tante, la anchura de la banda pasante se limita por las propiedades de la se-
iial, ya que cualquier sefial posee una anchura finita y la reduccién de la banda
pasante m4s bajo de esta anchura proveca distorsiones esenciales de la sefial, es
decir, introduce un ruido nuevo.

Asf pues, el mejoramiento de las caracteristicas técnicas de los dispositivos
para recibir las seiiales permite elevar la relacién sefial/ruido, pero choca con
restricciones de principio. Por eso se elaboraron métodos de recepcién de la se-
fial que permiten superar estas restricciones. Uno de los métodos difundidos
consiste en lo siguiente.

Supongamos que existe una sefial que se repite periGdicamente y estd de-
formada mucho por el fondo originado por ruidos (fig. 268, a). El periodo de
sefiales puede determinarse con una precisién suficiente, ya que el ruido no efec-

30
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tiia distorsiones del periodo. Después de eso puede sincronizarse el momento
de medicion de la sefial con la periodicidad de su variacién, es decir, ejecutar
1a medicién del valor de la sefial miltiples de veces en un mismo punto de su
periodo, por ejemplo, en el punto a en la fig. 268; 2. Cada medicidn, & causa de
1a superposicién del ruido, nos da un valor diferente, pero el valor medio de

WAl |~

{a} {ay (a8) ¢
a) &)

Fig. 268
Tlustracion del proceso de separacién de la seiial en el fondo
originado por ruidos fuertes

una cantidad grande de mediciones conduce, con una precisién correspondiente,
a la magnitud de )a sefial en este punto del perfodo. En principio, esta preci-
si6n puede elevarse ilimitadamente, aumentando s6lo'de manera correspon-
diente la cantidad de mediciones. Después de realizar semejantes mediciones
para distintos puntos del periodo, obtenemos la forma de la sefial en un perfo-
do sin distorsiones por ruido (fig. 268, b).
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electrizados

segundo

Magnitud_ Unldad
Dencminacién Dimensién Denominacidn . ISIm.I_:_oIa
Unidades bésicas
Longitud i L metro m'
Masa . m M kilogramo kg
Tiempo t T ' gegundo” -18:
Intensidad de la corriente [ 1 Amperio: A
Temperatura r a Kelvin K
- Cantidad dé substancia v N mol mol
Intensidad luminosa I I Candela cd
Unidades derivadas
Velocidad ¥, U LT metro por segundo m/s
Aceleracién a LT-2 anetdrc por segundo al cua- m/s?
rado
Fuerza F LMT—? Newton N
Presién P L-1MT-*  Pascal Pa
Impulso P LMT-L kilogramo-metro por segundo kgm/s
Energia W,U E LIMT-# Julio )
Potencia P LAMT-8 Vatio w
Momento de inercia J LM kilogramo-metro cuadrado ‘kg.m?
Momento de fuerza M LIMT-* Newton-metro Nm
Momento de impulso L L3MT-1 kilogramta—mmo cuadrado kg m?/s
r ge o
Carga eléctrica @ g TI Eoulom io [+)
Densidad volumétrica de la p LTI culombio por metro clbico C/m?®
carga
Derngsldad superficial de la o L-2T) Culombio por metro cuadrado C/m?
carga
Densidad linea] de la carga v LTI Culombio por metro C/m
Permitividad absoluta e L=SM=1T¢]2 Faradio por metro F/m
Constante eléctrica g L-3M-'T4]* Faradio por metro F/m
Permeabilidad relativa ey magnitud adimensional
Intensided' del campo elée- E LMT-[-1  Voltio por metro Vim
trico
Flujo de intensidad del campo N LSMT-31-*  Voltio-metro Vom
Potencial del campo eléctrico ¢ LIMT-81-1  Voltio v
Momento eléctrico del dipolo p LTI Culombio-metro C-m
Polarizacién LTI Culombio por metro cuadrado C/m?
Desplazamiento eléctrico fl LTI Culombio por metro cuadrado C/m?
Flujo de desplazamiento elée- ¥ T1 Culombio C
trico -
Capacidad eléctrica ¢ L-3M-!T4]? Faradio F
Densidad volumétrica de la w L-IMT-*  Julio por metro ciibico Ijm?
energia de los campos mag-
nético y eléctrico
Tensién eléctrica U LAMT-31-1  Voltio v
Resistencia eléctrica R LIMT-[-? Ohmio Q
Movilidad de los portadores b M=1T8] Metro cuadrado por voltio- m3/(V-s)
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(Continuacién del apéndice)

Magnitud Unidad
Denominacién m} n Dimensidn Denominacidn Strobolo
Densidad de la corriente vo- § L Amperio por metro cuadrado A-m?
Tuemétrica
Momento magnético del cam- pp, L3 Amperio-metro cuadrado A.m?
eléctrico
duccién magnética B MT*T' Tesla T
Flujo tico aQ LE*MT1-* Weber Wh
l;ltensidg del campo magné- H L-11 Amperio per metro A/m
tico
Inductancia L LIMT-'[-? Henry H
Permeablilidad magnética  p LMT-*-? Henry por metro H/m
absoluta
Constante mnfm}tica o LMT-2[-? por metro H/m
IPermeabilida magnética re- W, magnitud adimensional
ativa
Imanacién J L Amperio por metro A/m
Frecuencia de vibraciones v i Hertzio Hz
Frecuencia anular de vibra- o Tt segundo a menos uno g1
ciones ) )
Densidad de} flujo de energia S MT-3 Vatio por metro cuadrado W/m?

del campo electromagnético

Il. Relacién entre las férmulas en el Sl y el sistema Gauss (SGS)
A pesar de que en la actualidad ya se ha pasado al Sistema Internacional (S1), a veces

ailn se necesita sa

transformar las f6rmulas, escritas en un sistema de unidades a otro. Con

este fin se utiliza la presente tabla:

Magnitud 81  Slstema Gauss (SGS) Magnitud 81 Sistema Gauw (8GS)
Intensidad de 18 1  (dne,)'/*f Imanacién J o (Gn/p Ay
corriente Resistencia  eléc- R (dne ) 'R
Densidad dela co- j  {dne)t/3f trica
rriente Momente dipolar p {&ne,)1%p
Carga eléctrica @ (4nso)*/3Q eléctrico
Densidad de la car- ¢  (4ney)'/%p Momente magnéti~ pp  (n/pe) /iy

a co de la corriente
Eonduc_ti_vidad v Ame, Potencial escalar @  (4ne,)'/%p
Capacidad . , € 4ney Potencial vectorial A~ [Ko/ %)J‘-F'A
Intensidad dél cam- . E  (éneg*/E Velocidad dela'luz ¢ (Boty)~'/?
po eléetrico Susceptibilidad ¥ Ay
‘Desplazamiento D {(ey/4n)/3D magnética
eléctrico { Susceptibilidad ®x  dnx
intensidad delcam- H  (4np,)-'/*H dieléctrica
‘po_magnético Permitividad ] EE,
El_?ducclén magné- B [p,/(4n))AB Pemi:]:ilidad B B,

ca ica :
Flujo de induccién @  [p,/(En))1® Permitividad rela- e /8
maguética y y A tiva ]
Inductancia - g gh‘:e.)'if. ' Permeabilidad Br Blito

L

Polarizacién

magnética relative
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Reglas para utilizar la tabla, Para transformar una relacién; escrita en el SI, a la fér-
mula correspondiente en el sistema Gauss es indispensable ¢ambiar el simbolo, que esté en
la columna «Si» por el de la.columna +Sistema Gausss. Haciendo uso de esta regla en direccidn
inversa, puede pasarse de las férmulas en’el sistema Gauss 'a las férmulas en el SI. Durante
estos cambios las magnitudes mecinicas dy otras no magnéticas'y no eléctricas quedaniinva~
riables. Las derivadas respecto a las coordenadas y al tiempo también permanecen constantes.

Ejemplos de la utilizacién de la tabla.

1. Escribir la ecuacién de Maxwell

rot H = j + aD/a¢ (+8Is)
en el sistema Gauss. Tenemos

rot [(ﬂlpo)-l!lﬂ}—_:_[m}”l"‘__gf_[(%:'[_)‘1!2 n] ‘

_ 4n 1 D
s A
2. Escribir el vector de Poynting
= [e/{4n)] E X H (sistema Gauss)

en el «51». Tenemos
-1
s=-‘i”"-§u)-f- ((ane)'/* E X (drpig)t/ H] =E X H.

Nota. La transformacién de 51 al sistema Gauss conduce siempre a un resultado correc-
10. Al pasar del sistema Gauss al SI pueden surgir errores si la férmula en el sistema Gauss
esté escrita para el vacio. En este caso D = E, B = H y una de las magnitudes en la férmula
guede resultar sustituida por otra y los coeficientes de transformacién para estos valores son
istintos. Por esta razén, antes de pasar la formula del sistema Gauss al SI es necesario hacer
que esté escrita en forma correcta para el medio y no sélo para el vacio.
La transformacién de los valores numéricos de las magnitudes de un sistema de uni-
gageu a otro se realiza con ayuda de las tablas, citadas en los libros de los sistemas de uni-
ades. “

. Férmulas del dlgebra lineal y anélisis
1. Propiedad del producto mixto de .vactorel
A-(B X C)= (A X B)-C (A.1)
2. D posicién del producto vectorial doble
A X (BXC)=B(A-C)—C(A-B) (A.2)

3. Definicién del operador vectorial de nabla
d a a
V=lx sty 5tz (A.3)

donde i, iy, i; son versores del sistema cartesiano de coordenadas.
4, Definicién de la operacién de gradiente:

grad ¢ = Vg. )
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5. Definicién del operador de divergencia:
divA =v.A (A.5)
8. Definicién de la operacion de rotor:
rotA=V X A (A.6)
7. 1dentidades vectoriales:
i ? a8
V-?¢=v5w=-?—a ? +'3yi;+ -a—;:; s (AD
vV Xve=0 (A.8)
V{(V XA =0 (A.9)
V X (VX A) =V (V-A) — V24, (A10)
v (#}) = ¢V + $Ve, (A.1%)
Vi (pA) = @ (V-A) + AV, (A.12)
VAB=BV)A+(AV)B-BX (VXA -+ AX(VXB), (A.13)
V{(A'B)=B(V:A)+ A(V-B)+ (B-V) X A+ (AXV)XB, (A.14)
V{AX B)=B(VXA—AWXB), {A.13)
V X (pA) = @ (V X A) + (Vg) X A, (A.16)
Vv X (AXB)=(B-V)A—(AV) B+ A(V-B) — B(V.A) (AAT)

8. Teoremas de Gauss: la superficie cerrada 5 rodea el volumen V. El vector d5 del
elemento superficial estd dirigido por la normal exterior a él:

S (V-A) dv=<§ A-dS, (A.18)
v 8

S (V) dV=§ ¢ ds, (A4S
v B

; Stvxa)dv,-_gi;dsm. (A.20)
v 8

9. Teorema de Stokes: El circuito cerrado L limita la superficie S. El vector dl del
elemento_de contorno L coincide con la direccién del rodeo positivo que estd relacionado con
la- direccidn de la.normal positiva respecto a la superficie S mediante la ley de Ampére:

S (V% A)-ds=§m-m. (A.20)
5 L

S 48 x ?;pw1§ edl, (A.22)
8 L

5{ds><\nxa=_§dlx'n. ' {a.zé)
8 L
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Apéndice
10. Teoremas de G;‘een:
{ @vro—vvig) av=§ (@vp—vva as, (A24)
v 8
§ voxvw) av =5 § as x @vv— oy, (A.25)
v 8

5 (Vo X Vy)-d3 =% §> (p¥p —pve)-dl. (A:28). -
8 L
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Matvéev A.
FISICA MOLECULAR

En el trabajo que ofrecemos. el autor.al utilizar todo-el
aparato matemdatico accesible para los estudiantes de los
primeros cursos de los centros de ensefianza superior, ex-
pone las nociones fundamentales y regularidades de la
fisica estadistica en el ejemplo de los sistemas molecu-
lares. En el capitulo dedicado al gas fotdnico y electrd-
nico se analiza el contenido fisico de diferentes estadisti-
cas. Examinando las propiedades de los gases, liguidos y
s6lidos, el autor utiliza los métodos estadistico y termo-
dindmico. Se dan nociones bésicas acerca de la termodini-
mica de los procesos irreversibles.

El autor brinda muchos ejemplos que permiten al lector
obtener habitos de aplicacién de la teoria para solucionar
problemas concretos. Cada capitulo se acompafia con
problemas a resolver, se dan las respuestas que permiten
comprobar lo correcto de la resolucion.

Adem4s del texto bésico se brindan breves formulaciones
de algunas teorias fundamentales, asi como problemas de
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Los autores examinan todos los elementos imprescindibles
de la cristalografia estructural y los procedimientos de
definicién de estructuras cristalinas. Se analizan las reac-
ciones interatdmicas; los diferentes tipos de enlace en los
cuerpos sélidos; los defectos estructurales, y se interpre-
tan las propiedades mecénicas, térmicas, eléctricas, épti-
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